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从这一章开始我们将要介绍泛函分析.泛函分析是现代数学中的一个较新 
的重要分支.它起源于经典数学物理中的变分问题、边值问题，概括了经典数学 
分析、函数论中的某些重要概念、问题和成果，又受到量子物理学、现代工程技 
术和现代力学的有力刺激.它综合地运用分析的、代数的和几何的观点和方法， 
研究分析数学、现代物理和现代工程技术提出的许多问题.从本世纪中叶开始， 
偏微分方程理论，概率论（特别是随机过程理论）以及一部分计算数学，由于运用 
了泛函分析而得到了大发展.现在,泛函分析的概念和方法已经渗透到现代纯粹 
数学与应用数学、理论物理及现代工程技术理论的许多分支，如微分方程、概率 
论、计算数学、量子场论、统计物理学、抽象调和分析、现代控制理论、大范围微 
分几何学等方面.现在泛函分析对纯粹数学及应用数学中的影响,好像本世纪初 
叶集论、点集论对后来数学的影响那样.同时泛函分析本身也不断地深入发展. 
例如算子谱理论以及各种表示理论已经达到相当深入的程度. 

泛函分析大体分为线性泛函分析和非线性泛函分析两大部分,线性泛函分析 
比起非线性泛函分析来说要成熟得多，也更基本一些，这是自然的.一般来说，因 
为对于数学和数学物理中许多问题，人们大抵都是先作一次近似把它“线性 化”; 
而线性问题总是比非线性问题容易研究得多，因而迄今所获得的成果也就要丰 
富得多.本书中除个别地方外几乎全部讨论线性泛函分析. 


线性泛函分析主要是讨论有关线性算子——线性泛函是它的特殊情况—— 
以及更加复杂的算子空间、算子代数的一些问题，如谱理论和表示理论等.线性 
算子是线性空间到线性空间的一种线性映照（见第五章).正如同研究函数时必 
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需研究直线上的点集一样，为了研究算子,我们必需首先讨论算子的定义域—— 
无限维空间的结构，特别是描述有关极限（拓扑）概念的一些理论.本章中着重讲 
述度量空间，它是用距离来描述极限过程的.这对于大多数情况下已经够用了. 
对于更一般的拓扑空间以及泛函分析中近些年来日渐用得较多的更加专门的局 
部凸线性拓扑空间理论，只能极其简略地介绍一点有关的基本概念. 

§4.1 度量空间的基本概念 

1. 引言 极限是数学分析中基本概念之一.实数列的收敛，函数列的均匀 
收敛,在平面区域中复变函数列的内闭均匀收敛等等各种极限概念,都可以统一 
在下面要介绍的度量空间内按距离收敛的概念之中.有些概念，如在第一章中所 
讨论过的直线上点列的收敛性、开集、闭集、稠密和疏朗等，在一般的度量空间 
里也可以引进这些概念.我们在度量空间里引进了相应的概念,并建立了相应的 
理论，就可以进一步对每个具体空间引出相应的结论.还有一些概念，是在这一 
章中新引进的，如范数、完备性、致密性等.有一些空间，如连续函数空间 C [ aM ， 
可积函数空间等,都是很重要的，它们与有限维欧几里得空间有本质 
的区别.分析数学方面各个学科都是以某种函数空间为对象而研究在这种空间 
上的某种数学运算的. 

现在先介绍空间中两点间距离的概念 . n 维欧几里得空间中两点间距离的 
概念可能已为大家所熟悉，为了下面叙述的方便，有必要简单回顾一下. 

设平面 E 2 中两点2：=(工1，工2)和2/ = (2/1, 2/2) 间的距离是 

p { x , y ) = [(xi - yi ) 2 + { x 2 - V2) 2 ]K 

那么,距离 p ( x , y ) 具有如下的 性质： 

⑴ p ( a :, 2/) > 0,而且 p ( a :， ?/) = 0的充要条件是 a ; = 2/; 

( ii ) p ( x , y ) ^ p ( x , z )+ p ( y , z ). 

其中 （ ii ) 就是三角不等式. 

我们知道，平面上的点列 { xW } 趋向于极限点: r 的充要条件为 

p ( x ^ n \ x ) 0 (n — oo ). 

对连续函数族常用的极限概念之一是均匀收敛（即一致收敛).设 C [ a , b ] ^ 
区间上连续函数全体,对于 x,ye 记 




(4.1.1) 
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这里的 p ( x , y ) 也有上面所指出的两个 性质. 如果〜⑷⑺= 1,2,3,-..),^) e 
C[a,6], 那么 { x n ( t )} 均匀收敛于: r ⑴的充要条件显然是 

p(x n , x) ^ 0 (n ^ oc). 

我们称由 (4.1.1) 所定义的 p(x,y) 为函数空间 C[a,b] 中两“点” : r 和 2 / 间的 
距离，它表示平面曲线$ = 和$ = 2/⑺上横坐标相同的两点之间的最大距 
离（如图 4.1). 



再举一个例子.设 L ( X , B ^) 是测度空间 ( X , B ^) 上的可积函数全体.对 
于:1：,2/€1(1,丑,//),定义 


p ( x , y ) = [ | a : ⑴ -2 /⑷ | d / x , (4.1.2) 

Jx • 

容易验证,它也满足前面说的两个性质.对于 x n {n = 1,2,3 …)， x G 
当 

p{x n ,x)= / \x n {t) - x(t)\dfi ^ 0 (n — ^ oo), 

Jx 

我们称 { x n ( t )} (在 X 上按 / i 的积分）平均收敛于 X ⑷. 

上面各种情况， P 的意义是不相同的，但它们有共同的特点.如果把函数族 
C[a,b}^L{X,B,fi) 看成抽象的空间.把其中的函数看成是空间的点，那么 p{x : y) 
便可以看成是两点之间的距离.从上面看到，不少过去所学过的极限过程能够用 
距离来描述,而且与这些极限有关的概念和结果，实质上也仅仅利用了它们类似 
于距离的性质 （ i )、（ ii ). 因此,为了深入研究各种极限过程,把在上述这些具体空 
间中所定义的距离函数 P 抽象化,推而广之,对一般的集引进点与点之间的距离, 
这就产生了距离空间或度量空间（因为距离丑是一种度量）的概念. 

2. 距离的定义设 ii 是一个非空的集.假如对于 i ? 中任意一对元素: r , % 
都给定一个实数 p(x,y) 与它们对应,而且适合如下的条件： 

1° p(x, 2/)^0 又 p (i, 2/) = 0 的充要条件是 x = y; 
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2。成立三角不 等式: 
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p ( x , y ) ^ p ( x , z )-{- p ( y , z ) (z G R ). (4.1.3) 

那么称 P ( x ， y ) 是两点: r , 2 / 之间的距离，又称丑按照距离 p ( x , y ) 成为度量空间 
或距离空间， 记为或者简单地记作凡丑中的元素称为点. 

由性质1。与 2 。可以推出，距离还有对称悻 ：对丑 中任意的 x , 仏成立着 
3。 p ( x , y ) = p ( y , x ). 

事实上，在2。中取 z = x , 就有 p ( x , y ) ^ p ( x , x ) + p ( 2 /, a :), 由1°知道 
p ( x , x ) = 0,所以得到 

p(^,y) ^ p{y,x), 

由于 X ，^/是任意的，在上面不等式中，互换/后，我们又得到 

p ( y ^) ^ p ( x , y ), 


两式结合起来就得到 3°. 

在假设 1° 的前提下，下面的不等式 4。 是与三角不等式 2° 等价的（读者自 
己证明). 

4。 对任何 x , y , ze R , 


\p{^^y) - p{y^)\ ^ p{x,z). 

度量空间丑的任何非空子集 M , 就以 i ? 中距离 P 作为 M 上的距离，显然 
( M , p ) 也是度量空间，称 （ M , p ) (或 M ) 为的子 空间 . 

对任何非空集丑,可引入如下的距离： 

Jo, x = yeR, 

Po{x,y) = i 

[ 1 , x + y，x，y e R, 

(读者可直接验证上面的 PG 是丑上的距离). 

在一个度量空间丑中，如果存在正的常数 a , 使得任何: r , 2/ G # y , 都 
有 p(x,y) > a 时,称丑是一 致离散的距离空间.例如对任何非空集丑, ( i ?， Po ) 是 
一致离散的距离空间. 

如果在一个空间中同时定义了两个距离函数 p ( a ;, 2 /) 及 Pi(x,y), 而且 p(x,y) 士 
Pi(x,y), 那么 i ? 按 p{x,y) 所成的度量空间 ( R ， p ) 同 i ? 按 m 所成的度量空间 
应该看成不同的度量空间.一般地说，如果丑中不止一点，那么在 i ? 中 
可以引进许多距离,成为不同的度量空间. 
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定义 4.1.1 设（丑， p ) 及 ( R u pi ) 是两个度量空间，#是丑到此的映照. 
如果对每个 x，y e R ， 成立着 


p(a: ， y) = 

那么称 W 是 （ i ^， p ) 到 (- Ri , pi ) 上的等距映照.进一 * 步，如果还有丑）=丑1，那 
么称这两个度量空间是等距同构的. 

在泛函分析的一些问题中有时发现，两个度量空间，从形式上看，两个集中 
的元素可以完全不同，但是从度量空间结构看，它们又是等距同构的.特别是当 
其中一个空间比较“抽象” 一些，另一个空间比较“具体” 一些时，就把这两个等 
距同构的空间一致化，把其中一个“抽象”空间中的元素 x 与经过等距映照#后 
得到的较具体空间中的元素 px 同一化，这样就可以把抽象的空间用具体的空间 
来表示.这在进行论证时在技术上往往有较大的好处，因为可以利用较具体的空 
间中的某些已经讨论过的性质来研究抽象空间中的一些问题. 

3. 极限的概念 

定义 4.1.2 设丑是一个度量空间， x n (n = 1,2,3, • ), x e R, 假如当 
n — oo 时数列 p(x n ,x) 0, 就说点列 {x n } 按照距离 p{x,y) 收敛于记作 


lllU — 
n—►oo 

或 — x . 这时称 { x n } 为收敛点列， a : 为 { x n } 的极限. 

定理 4.1.1 在度量空间中，任何一个点列 { x n } 最多只有一个极限，即收 
敛点列的极限是唯一的. 

证设 X ，^/都是 { x n } 的极限，由条件1。、2。和3。，有 
0彡 p ( x , y ) ^ p ( x n , x ) + p ( x n , y ), 

当 n — oo 时, p ( x n , x ) 0, p { x n , y ) -> 0,必然 p ( a :， y ) = 0,因此 x = y . 

定理 4.1.2 如果 X n XQ ， y n 4 y Q ， 那么 p ( x n ， y n ) — p ( xo , yo ) (也就是说， 
距离 P ( x , y ) 是两个变元: r ， ^/的“连续函数 ”). 

证由 （4.1.3) 可以得到 

p(00 n , Vn) ^ p{x n , X 0 ) + p(x 0 ,t/o) + p(t/n, 2/0 )， 

类似地有 

p(x 0 ,yo) ^ p(x 0 ,x n ) + p(x n ,y n ) + p(y n , yo), 
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由这两个不等式得到 

\p{Xn,yn) - p(X 0 , y 0 )| < p(X n ， X 0 ) +p(y n ,y 0 )， 

令 n — OO , 就得到所要证明的结论. 

定义 4.1.3 设丑为度量空间，吻是丑中的点.对于有限的正数 r ， 我们 
把集 e R , p ( x , x 0 ) < r } 称作一个 开球， 它的中心是吻，半径是 r ， 把它记作 
O ( x 0 , r ). 也把球 O ( x 0 , r ) 称作 x 0 的 r*- 环境 . 

当丑是实数直线，或 n 维欧几里得空间时，开球是大家熟悉的，但在一般 
的度量空间中，开球可能只含一点.例如前面提到的一致离散的度量空间，对于 
不同的两点 x ， y ， p 0 ( x , y ) = 1， 于是对于任何正数 r < 1，每一点的 r - 环境 
O ( xo , r ) 中只能含有一^点. 

定义 4.1.4 设 M 是度量空间丑 中的 点集，如果 M 包含在某个开球 O ( xo , 
r ) 中， 则称 M 是丑 中的有界集 . 

我们知道收敛数列是有界的.更一般地，在度量空间中有如下定理. 

定理 4.1.3 设 { x n } 为度量空间丑中收敛点列，那么 { x n } 是有界的 • 

证设 x n — xo 那么由收敛的定义，有自然数#，使得当 n 彡 AT 时， 
p ( x n , x 0 ) 彡 1，取 r = maxdpho ，:^) ，…, p ( x 0 , xat - i )) + 1,那么 {〜} 包含 
在球 0( a ：()， r ) 中. 证毕 

4. 常见度量空间 在第一段中，我们已经知道了几个度量空间，如平面五 2 , 
C [ aM ， L { X , B ^). 如果没有特别说明，它们的距离都是指在这些例中所分别规 
定的.下面再举一些常见的例子. 

例 1 在 n 维欧几里得空间五"中，对于 

x = (xi,X 2 , ••- ^n),y= (2/1 ， 2/2,… ,yn), 

规定距离 


p{ x ^ y) = \ 〉: \ x ^ ~ 2 /^ 1 2 - 

\ iy=l 

这个 p ( X ) y ) 称为欧几里得距离. 

我们来验证这里的 p ( x , y ) 确实适合距离的两个 条件. 距离的条件1°是容易 
验证的.现在验证 2°. 





由 Cauchy 不等式 ® 
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得到 


\ i=l / \ i=l / \ i=l / 


^2(ai + bi) 2 = + 2 ^ aibi 4 -^ 6 - 


^ y^ a i + 2 a 

i=l \ 




E < + 


\ 


Ed ， 


Z = (么1，么2, ... ， = — $i ， bi = y% ■- Zi ， 劳 P 么 


yi _ = o^i H * b { 


代入上面的不等式，就得到三角不等式 2。. 
从不等式 






立即知道，在五"中按距离收敛就是按每个坐标收敛. 


例2 

时 


设五 1 是实数全体，在五 1 上另外规定一种距离内如下，当 x ,2/ G 五 1 


Pi (工， 2/) = 


\^-y\ 

l -\-\ x - y \ 


显然 Pl 满足距离的条件1。，为了证明 P 1 满足三角不等式，我们只要证明，对于 
任意的复数 a ， 成立着不 等式： 


l a + ^1 < l a l , 1^1 

1 + |a + 6| \ 1 + | a | 1 4 - \ b \ 

① Cauchy 不等式可由下面的恒等式 

(公 aA ) = ( a M ( ^ 6 0 _ 2 ^ t (响 - ， bi ) 2 

\i=l / \i=l / \i=l / i=l j = l 


(4.1.4) 


推出^这个恒等式是不难用数学归纳法证明的.当然， Cauchy 不等式还可利用 A 的二次多项 
式 J 2 (ai + Xbi ) 2 = cp ( A ) 的非负性的判别式得到. 
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事实上，由于在实数区间 x 彡0, BP [0, oo ) 上的函数 
是单调增加函数，由不等式 |a + 6 KH + |6|, 我们得出 

l a + ^l < M + H 

1 + |a + &| \ 1 + | a | + \ b \ 

_ kl , \ b \ 

1 + | a | + \ b \ 1 + | a | + \ b \ 

/ M , \ b \ 

1 + |a| 1 + |6| ’ 

所以 (4.1.4) 成立.这样五 1 按照距离 Pl 所定义的度量空间与例1中的五 1 按 
照距离 P 所定义的度量空间不同，但是可以证明（读者自己证明）它们所引出的 
极限概念实质上是一致的，就是说，当 { x n } C E x ,xo G 五 1 时， pi ( x n , xo ) — 0和 
| x n - x 0 | ^ 0是等 价的. （注意，我们后面用到五 1 中的距离时，是指 f >( x ， y ) = 
\x - y \, 而不是这里的 pi .) 


例3 (空间 C ( fc )[ a ,6]) 设 fc 是一个非负整数， x ⑷是区间 [ a ，&] 上的连 
续函数，而且具有连续的 fc 阶导函数（当 fc = 0时就表示只要求本身连 
续)，这种函数 x ⑷的全体记为 C ( fc )[ a ,6], 特别简记 C G [ a ，6] 为 C [ a , b }. 对于 
x ( t ), y ( t ) G C ( fc )[ a ，6]， 令 


p k M = 0 ^ k 


max 

a ^ t^b 




容易证明 p k ( x ， y ) 是距离.在 C ^[ a , b ] 中函数列 { x n ( t )} 依距离收敛于 x ⑺的 
充要条件是， { x n ( t )} 以及它们的前 fc 阶导函数列在 [ a ， 上都分别均匀收敛于 
x ( t ) 及其前 fc 阶导函数. 


例4设 s 为实数列 K } 的全体（或复数列全体）所成的空间.称〜为 
点 X = { x ^} 的第1/个坐标.在 S 中定义距离如下：对于 X = { x l / }, y = {%}，令 


p(^^y) = Yl 


1 \xj-yi\ 

1 + \xi - yi\ 


现在来验证如此定义的 p ( x , y ) 是一个距离.事实上，可以仿照例2的办法 
来验证三角不等式 


0 ( X y) - V 1 ki - ^ ^ - ^1 

P^y)-L ( 2 i l + \x i -z i ^z i -y i \ 

< / \ zj ~ yi \ \ 

、 \1 + \xi - Zi\ l-\-\zi-yi\J 

= p{x,z)-\- p(y,z). 
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我们来证明在空间 S 中点列按距离收敛等价于按坐标收敛.这就是说，设点 
列 x ( n ) = { x ^} e s，n = 1，2,3,…，又 a : G s,x = { xi } 那么 p ( x ^ n \ x ) 0 (n 
oo ) 的充分必要条 件是： 对每个自然数 i 

lim = Xi . 


事实上，如果 


鼻 )=! 条 (一 )， 


那么’ 对每… ’由于 2 胸’ 我们翻 


\4 n) - x i\ 

1 + ― X r 


0 (n — oo )， 于是，对于给定的正数 e ， 不妨设 e < 1,有自然数 AT , 使得当 n>N 


时成立着 


从而有 


kj - 心 1 
1 + | xf ° — 而| 


- Xi | < --, i = 1，2,3,… . 

丄 —£ 


这说明对每个 i = 1，2,3,… • ，当 n — oo B 寸， 


x ^ -> Xi . 


反过来，设 4 n )— 而 (n — oo)，i = 1，2,3,… . 因为对任一正数 q 存在自然 
数 m ， 使得 

^ 1 e 


又对每个 i = 1，2, 


1，存在着况，使得当 n 〉况时 


d < 


取 AT = maxlATi ,-.. , H 那么当 n > AT 时 


y^ 1 1 \x\ n ^-Xj\ 〈 


oi 


- <2- 


所以，当 n 〉 TV 时，有 


p ( x ( n \ x ) 


[^)k 


Wi - 而 I 
+ \4 n) — 叫 1 
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义 


例 5设 W 是单位圆 ㈤ < 1中解析函数的全体.当 f(z), g(z) € W 时，定 






9{ z )\ 


类似于例 4 ,可以证明 p ( f ， g ) 满足条件1°及 2 °，因而 W 关于 pU ,9 ) 成一度量 
空间. 

点列 { fk ( z)} 按距离收敛于/⑷（即 p ( f k J )-^0) 的充要条 件是： { fk ( z )} 


在单位圆 | z | < 1中任一闭区域0上均匀收敛于/⑷（通常称 { fk ( z )} 在 | z | < 1 
中内® 項勻吹单于 f ( z )). 事实上，类似于例 4 ,易知 P (/ fc ，/) — 0的充要条件是 
对每一个 i 成立着 


max \ fk ( z ) - f ( z )\ 0 (k oo ), 

这等价于 { fk ( z )} 内闭均匀收敛于 f ( z ). 

例6 设 C °°[ a ,6] 是区间内无限次可微分函数的全体，定义 

te[a,fe] 

容易知道 p ( f ， g ) 是 C °°[ a ,6] 中的距离 函数. 而对于 C °°[ a ,6] 中点列{〜⑷}按 
距离收敛于 x ⑷€ C °°[ a ,6] 的充要条件是对每个非负整数 p ， 在 [ a ，6] 上 { x ^\ t )} 
均匀收敛于 x ⑼⑷ (4 G ) ⑷⑺).这一点留给读者自己去证明. 

可测函数列依测度收敛的概念也可以用适当的距离的收敛来描述. 

例 7设（ X ， 丑， / X )是测度空间，五是可测集， KE ) < oo , S 是五上的实值 
的（或复值的）可测函数全体.当/⑺， P ⑷在五上几乎处处相等时，把/，夕看 
成 S 中的同一点，当/，夕 G S 时，规定 


p 、 f ， g )= f 

J E 


1 + 1/ ⑺ — 分 ⑷ I 


d / x . 


由于是有界可测函数， M (^) < oo , mx p ( f ， g ) 有确定的意义， 
1 +1/ ⑷一洲 I 

相仿于例4,容易证明，这个 P ( f ， g ) 确实满足距离的条件 • 

我们要证明在空间 S 中， p (/ n ，/) — 0 的充要条件是 /n 依测度/ X 收敛于 /• 

事实上，如果 / n 4/， 由于< 1，和/ X ( 五）< CXD ， 由有界控 

M 1 + \fn{t) - f{t)\ 

制收敛定理立即知道 lim p(/n,/) = o . 

n—^oo 
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反过来，如果 P (/ n ，/) — 0,那么，对任何^7 > 0,由于 


P (/ n ? /) ^ 


E(\f n -f\^cr) 


\fn — f \ 

1 + |/n — f \ 


dfi 


^ 祕-剌， 


令 n — oo , 就知道函数列 f n ( t ) 在 E 上依测度 / x 收敛于 f ( t ). 

综上所见，虽然在一些集上可以随心所欲地根据距离的定义引进距离使得 
它成为度量空间，但是这样做并不见得有什么意义.有意义的往往是为了某个目 
的而引进所需要的距离.在分析数学以及应用中最常用到的空间还是函数空间 
或者序列空间等.为了要描述和研究函数列的某种特定的收敛概念（如前面已经 
提到的一致收敛、平均收敛和依测度收敛等等）而引进相应的距离才能做到有的 
放矢. 


习题 4.1 


1. 证明例6中按距离收敛等价于各阶导函数均匀收敛. 

2. 在三维欧几里得空间考虑任一球面孓对于 x ， yeS ， MM x,y 间的距离是 
ax , t /两点的大圆上以％ 2/为端点的劣弧的弧长.证明 d ( x , y ) 是 a :， 2 /间的距离，它不是 
欧几里得距离 • 如果用 p ( x , y ) 表示欧几里得距离（见例 1), 那么 


JT 

P ( x ， y )< d ( x ， y ) 《 - p { x , y ). 

从而证明： S 中点列 { x n } 按距离 d ( x ， y ) 收敛于 x 的充要条件是按坐标收敛于 x . 

3•设丑是一度量空间，距离为 p ( x , y ). 试证： 对于固定的 x 0 , 函数 rr ^ p ( o : 0 ，: r ) 是 i ? 
上 Z 的连续函数（即当 p ( x n , x ) — 0 (n -> oo ) 时， p ( x 0 ， Xn ) — p ( x 0 ， x)(n — oo )). 

4.设 P ( x , y ) 为空间 i ? 上的距离，证明 


P { x , y ) = 


P (工，沒） 

l + p(x ， y) 


适合距离的条件1°、2°,并且按？收敛等价于按 p 收敛（注意，全空间 R 按 P 可能是无界 
的，而丑按 f 是有界的，由 p 作歹是把无界的丑变成有界的丑而又保持收敛性等价的常 
用办法之一 )• 

5.设丑是 n 维空间 E n 中的一族函数，其中每个函数 < p ( x ) 在区域 \ x \^ a >0 上等于 
零，并且 Wx ) 在上是任意次可微的.令 

1 max \ D p ((p — -0)1 
= E Ar(p)!l + max|D P (^)| ^ e 

V x 


^ N ( p ) 

这里 DP = ^ X P1 Q x Vt , 5 N ( p ) = Pl + - • -+Pn,P = (Pl,P2，... ,Pn), 而且 Pl,P2, … ，Pn 彡 

0 且都是整数，证 明：丑 是一度量 空间； 在丑中点列{以}收敛的概念等价于 ^ n ( x ) 及其各 
阶偏导数 D P if n ( x ) 均匀收敛. 
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6. 对任何 rr = ( xi , … , x n ),y = ( yi , - - - , y n ) G E n , 规定 


p(x ， y) = ^2\i\xi-yil 
i=l 

其中 A : ，…， A n 是 n 个正数，证明 p 是 P 中的距离，并且按距离收敛等价于按坐标收敛. 
7. R 是非空集， p ( i ,2/) 是 H 上两元非负函数,如果满足 

1。 p { x , x ) = 0, x G i ?; 

2。 p ( x , y ) ^ p ( x , z ) + p { y , z ), x ^ y 、 z 6 R . 

称 p 是 i ? 上的拟 距离. 如果 p ( x , y ) = 0, 记 x 〜 y . 证明： 〜是 i ? 上的一个等价 关系. 设商 
集（即等价类全体）为级= H / 〜.在级上作二元函数 f 对任何 x , yG ^, 规定 

p(^y) = P(x, y),xex,ye y. 


证明： 歹是级上的距离（通常称 (这，初为 R 按拟距离 p 导出的商度置空间). 

n 

8. i ? 是 [0,1] 上多项式全体.当尺 Q G 丑时，记尸一 Q = ^ a iX \ ft R 上分别作 

i=0 


Pi ( P , Q ) = max | P ( x )- Q ( x )|, 

® G [0,1] 

n 

P2 、 P ， Q) = | a i|j 
2=0 

Ps ( P , Q ) = | ao |- 


证明 ：1° Pl ， p 2 都是 i ? 上 距离； 

2° 按 P 1 收敛等价于多项式一致收敛于某一多 项式； 

3° 按 P 2 收敛可以推出按 Pl 收敛，但反之不真（即举例说明：存在多项式列 { Pn }, Pl ( Pn , 
0) — 0, 但 p 2 (Pn,0)-H0, 这里取了 Q = 0); 

4° P 3 是拟距离，并且按 P 3 导出的商度量空间（级 ，刃 与一维欧几里得空间五 1 等距 
同构. 


§4.2 线性空间上的范数 

在上一节中介绍了度量空间的概念，它统一了均匀收敛、平均收敛、依测度 
收敛、按坐标收敛以及内闭均匀收敛等极限概念.但是，只有度量空间的概念, 
对于分析数学的各分支还不够具体.因为通常所考察的空间，例如函数空间和序 
列空间，除去可引进极限概念外，它们同时又是一个代数系统，就是说空间中的 
元素间存在某种代数关系.当只着眼于空间中的代数结构，即元素之间的加法运 
算以及数与空间中元素的乘法运算时，就必须引入线性空间（或称向量空间）的 
概念，这在高等代数中已经介绍过.在这里我们只简单回顾系数域是实数或复数 
域的情况. 





§4.2 线性空间上的范数 
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1. 线性空间设 i ? 为一集.假如在丑中规定了线性运算——元素的加法 
运算以及实数（或复数）与丑中元素的乘法运算，满足下述条件： 

LR 关于加法成为交换群.就是说对于任意一对 x ， yeR , 都存在 ueR , i ^ 
作 u = x + y ， 称它是 X ，2/的和.这个运算适合 

(1) 2/ + x = x + y; 

(2) [ x -{- y)-{-z = x + (y + z )\ 

(3) R 中存在唯一的元素 0( 称它是零元素)，使得对于任何 x e R 成立着 
x 4- 0 = x ; 

(4) 对于丑 中每一元素 a :, 存在唯一的元素 eR (对应于： r )， 满足 x - hx f = 0, 
称 a / 是 x 的负元素，记做- a :. 

I . 对任何 x e R 及任何实（或复）数 a ， 存在元素 ax G i ?， 称 ax 是 a 和 a : 
的数积，适合 

(5) 1 • x = X ] 

(6) a ( bx ) = ( ab ) x , a , b 是实（或复）数； 

(7) (a + b)x = ax - bx , a(x - y ) = ax ay . 

那么，称 i ? 为线性空间或向置空间，其中的元素也称为向置. 

如果数积运算对于实数有意义，就称丑是实（线性） 空间； 如果数积对复数 
有意义，称丑是复（线性）空间.每个复空间显然也是实空间. 

例1 n 维实（或复）向量空间 i ? n ， 其中的向量…，:^)是由有 
序的 n 个实（或复）数构成.线性运算按通常的定义方法，分别对相应的每个坐 
标进行运算： 


(x 1 ,^ 2 ,... ,x n ) + b'y 2 , … ， 2/ n ) 

= {x 1 +2/ 1 ,x 2 + y 2 , ••- ,x n + y n ), 

a ^ 1 ,^ 2 , - - - , x n ) = ( ax 1 , ax 2 , - - - , ax n ), a 是数 • 

线性相关和线性无关 设丑是实（或复）线性空间， X 1? X 2 ,..., X n 是丑中 
的一组向量，如果存在不全为0的 n 个实（复）数 a 1? a 2 , •••，〜，使得 

OL\X\ + OL2X2 H - h OL n X n = 0 , 

称向量组 X \ 7 X 2 5***5 *^n 是 线性相 关的. 一 组向量 X 1? X 2 ,..- ,X n , 如果不是线 
性相关的，就称为 线性无 关的. 

容易明白，如果向量组 X 1? X 2 ,..., X n 中含有零向量，那它必是线性相关的. 
Xi , X 2, • * * ) x n 是线性无关的充要条件是：如果常数 Q ： l ， 0：2,…，使得 Oi \ X \ + 
ol 2^2 H - h OL n x n = 0, 必定 ai = a 2 = - ' = Oi n = 0 . 
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设 i ? 是一线性空间，集4 C 兄如果4中任何有限个向量均是线性无关， 
就称4是離悸禾笨的，否则称4 是繹悻 痄笨的. 

线性基设 4是线性空间 i ? 中的一个线性无关向量组.如果对于每一个非 
零向量 a ; G 丑，都是4中的向量的线性组合，即有不全为零的 n 个实（或复）数 
«1，… ，《 n ， 使得 


x = a\X\ H - h a n x n , xi ，的， … ,x n e A, 

就称 4 是线性空间 i ? 的 一组线性基. 

线性基又称为 Hamel 基用 Zorn 引理可以 证明： 任何线性空间总存在 Hamel 
基 

如果线性空间 i ? 中存在一组由有限个线性无关向量 X 1? X 2 ,..., X n 组成的 
基，就说丑是有限维—— n 维——的.基4的势称为空间 i ? 的维数.可以证 
明：线性空间的维数是确定的，不因选取不同的基而改变（它的证明要用到势的 
理论). 

设兒、 i ?〃 同是实或复的两个线性空间，如果存在兒到 i ?〃 上的一一对应 
^ 使得对任何一对 x，y e R ! 及任何数《，成立着 

p(x + y ) = ( f ( x ) + ( f ( y ), ( f ( ax ) = ayp ( x ), 

那么称兒和丑〃是 线性同构的，而映照 f 称为兒 到丑〃 的线性同构 映照. 

因为线性同构映照^的逆映照 f - 1 仍是线性同构，所以线性无关向量组经 
线性同构映照后仍是线性无关向量组. 

线性子空间设 L 是线性空间丑的子集.如果 L 对 i ? 中的线性运算是封 
闭的，就是说，当 x，y G L 时，对任何数 a ， 都有 ax G L,x + 2/ G L , 那么称 L 是 
R 的 线性子空间. 显然线性空间丑的任何线性子空间本身也是一个线性空间. 

线性空间 i ? 本身以及只含零元素的集 {0} 都是丑的线性子空间，称它们是 
R 的平凡的线性子空间.除 i ? 本身以外的其他丑的线性子空间称为真线性子 
空间. 

假如 Z 是指标集（可以是无限的)， { x a |A e Z } 是 i ? 中一族向量，那么一切 
由 { x a | Ag ^} 中有限个向量的线性组合所得到的向量 

V = c^ix Xl + …+ OL k x Xk ， Ai € 木 i = 1 ， 2,… ， A; 

( ai , …， a k 是数）的全体 M 就是一个线性子空间.称 M 是由 { x a |A G 张成 
的线性子空间，或称 M 是 { x a |A G ^1} 的线性包，通常记为 span { x A |A e Z }. 读 
者还可以证明 M 就是一切包含 { x a |A G ^1} 的线性子空间的通集. 
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在 n 维向量空间中的向量组 

ei = (1，0,0,…，0)， 
e 2 = (0,1,0, •• - ,0), 

= ( 0 , 0 , •• - , 0 , 1 ), 

称为把的标 准基. 任何向量 a = •• - , a n ) eR n , 能表示成 

n 

CL == 〉二 CLj/Gi / ， 


并且表示式是唯一的. 

设 M n 是 n 维的线性空间， { xi , x 2 , - - - 是 M n 中的一组基 . M n 中每个 
向量 x 可以唯一地表示成基 ... , x n } 的线性组合 

x = Aixi H -+ A n x n , 

数 M ，…， A n 称为 i 关于基 a ，…， x n 的 坐标， A 。 称作 i 的第" 个坐标.如果 
我们把 M n 的向量 x 关于一组基的坐标记为 ( A !, A 2 ,...， A n ), 它是把中的向 
量，令 

( Ai , A 2 ,* * - , A n ), 

这是 M n 到 iT 上的一一 XM . 显然，如果在中按通常方法规定线性运算，这 
个映照^保持线性运算,所以 M n 与是线性同构的.因此，任意的 n 维线性 
空间与线性同构. 

2 .例 除了有限维向量空间这个最常见的例子外，还可以举出一些分析学 
中常见的线性空间. 

例 2 (函数空间） 设 Q 是一集， F 是 Q 上某些实（或复）函数所成的函 
数族.在函数族中我们按通常方法规定函数的加法及函数与数的积如下：对于 
q e Q ， 令 


(/ + 9){q) = f{q) + g(q), f，g & F , 
( a /) ⑷ =e F,a 是数. 

如果当 f ^ geF . a ^ 是任意实（或复）数时 

af + 0 g e F , 
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那么 F 成为一个线性空间.此后如果不另外说明，对函数空间总是采取上述的 
加法及数积运算 . Q 上的实值函数全体成为一个实空间，而复值函数全体成为复 
空间. 

例 3设 P 是多 项式 〆 x ) 全体按照通常的线性运算所成的线性空间，如果 
A 表示函数集 { x n \n = 0,1，2, •. • }，那么4张成 P . 

例 4 区间上有界函数全体 B [ aM 按照通常的函数的加法以及函数 
与数的乘法成为线性空间.令4表示区间 [ a^)(a 的特征函数 x M (-) 

全体.显然4 C 卟令 M 是区间上的左方连续的阶梯函数全体，那么 
A 张成 M . 

例 5 (数列空间） 设 s 是实（或复）数列全体，规定加法及数积运算 如下： 

{ x n } + { y n } = { x n -\- yn }, Oi { x n } = { aX n },Q 是数， 

那么 S 成为一个实（或复）线性空间.此后如果不另外说明，对空间 S 都是采取 
这种加法和数积. 

例 6设 L [2/] = 2/( …+ a iy ^ +…+ a n _ l2 / + = 0是一常系数线性常 

微分方程.设是方程= 0的解全体所成的线性空间,那么是 n 维空间. 
设 { y^W = 1,2, ••- , n } 是适合初始条件 

2^) ^)) = fe = 0,1，2, • • • ， n — 1 (其中2/匕 o ) = 2/ i /) 

的基本解组（其中当 fc ="时心，=1，否则知，〃 = 0), 那么{2/1，…， 2/ n } 成为丑 
的线性基. 

例 7设 s 是所有的实（或复）数列所成的线性空间.令卽表示所有第一 
个分量为0的向量全体： 


So = {x\x = (0 ， Xi ， X2, ...）}， 

不难验 证卽是 S 的一个线性子空间. 

我们固定自然数 fc , s 中形如 

(工1，…， Tfc ， 0,0… ） 

(自第 fc +1 个分量起一切分量都是零）的向量全体构成 S 的线性子空间.它和 fc 
维线性空间线性同构.我们可以用这种办法把有限维线性空间“安装”到无 
限维空间 s 中去. 
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3. 赋范线性空间 

定义 4.2.1 设丑是实（或复）数域 F 上的一个线性空间.如果丑上的实 
值函数满足下列 条件： 

(1) p(x) ^ 0, x G il ； 

(2) p(ax) = \a\p(x),x e R, a e F; 

(3) p(x - \-y)^ p{x) + p(y),x，y e R. 

我们称 P (: r ) 是: r 的半范数或称为拟范数. 

如果半范数 〆 $)又满足如下条件： 

(4) 如果 p ( a :) = 0,那么 x = 0, 

便称 pOr ) 是: r 的范数，通常也记 x 的范数为 || x ||, 而且丑按这个范数 || • || 称作 
赋范线性空间， 简称作赋范空间. 

我们注意到：由于零向量0 = Ox , 所以从条件 （2) 得到 

11011 = 0 . 


因此，对于 X 的范数114,有 

(40 || x || = 0的充要条件是 x = 0. 

例 8 (空间 C [ a ，6]) 设 C [ a , b ) 是闭区间 [ a ， fc ] 上的连续函数全体所成的线 
性空间.当 / GCh 叫时，规定 


ll/ll = max |/(x )|， 

xe[a,b] 

C [ aM 按范数 || • || 成为赋范线性空间. 

例9 (空间 L[a, &]) 设 L [ a , b ] 是区间 [a, &] 上的 Lebesgue 可积函数全体所 
成的线性空间.对于/ G 礼令 


P(f) = J I/WI 成 

那么 〆 /) 是 &] 上的半范数，但不是范数， 因为 〆 /) = 0时并不能推出/二0, 
而只能得出/⑴士 0. 但是 p (/) 限制在 L [ a , b ] 的线性子空间 C [ a , b ] 上时，它成 
为范数.这是因为在 C [ a , b ] 中当/⑷^ 0时,/ = 0. 

在例9中，如果把满足/的两个函数/、9视为同一个函数，即把 
f(t) = 0的函数/就视为恒等于零的函数，那么 p (/) 便是 L[a,b] 上范数.这一 
点也可以用商空间来说，参见本节第五小节的例13、14后的说明. 

现在再举出几个在数学中常用的赋范线性空间. 
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在 n 维向量空间中，对于 x = ㈨ ， x 2 , • • •，: r n ) ，令 


N 卜 \ EW 2 ， (4.2.1) 

、 i/=i 

或者 

71 

n^iii = ii^ib = i 〜 i ， 

这些都是范数.我们称 (4.2.1) 中的范数 | M | 是欧几里得范数.此后，在 n 维空 
间把中采用范数 （4.2.1) 后所得到的赋范线性空间像在 §4.1 例1中那样地记 
作 £；' 称作 n 维欧几里得空间. 

又例如以 C ^[ a , b ] 表示在区间上连续而且在 fe ] 中处处 fc 次连续可 
微函数/⑴全体所成的线性空间.在 C ^[ a , b ] 中规定 

Ikll = ⑴|,| 〆 ⑴|，... ，1 x 0)001}, (4.2.2) 

那么 ㈣ 是 c ⑻ [ M ] 上的范数. 

在任何一个赋范线性空间丑中，可以由范数引出两点间的 距离： 对于 x、ye 
尽令 

p { x , y ) = \\ x - y \\, (4.2.3) 

那么从范数的四个条件容易验证 \\x-y\\ 满足距离的两个条件.由 （4.2.3) 规定 
的距离 p(x,y) 称为相应于范数 H | 的距离，或由范数 || • || 决定的 距离. 我们今 
后对每个赋范线性空间总是按照 (4.2.3) 引入距离，使之成为度量空间.这样一 
来，就可以在赋范线性空间中引入极限概念. 

设是赋范线性空间， x n eR 1 n = l ,2,3 r ^ 如果存在 x e R , 使得 x n 按 
距离收敛于： r ， 即 

lim \\x n - x|| = 0 , 

n — ►oo 

那么称 {x n } 依范数收敛于$，记作 lim X n = x 或 — $(n — 00). 

n — >oo 

容易看出，在依范数收敛意义之下，只要 x n — XQ ， 就有 || x n || 4 boll , 就是 
说范数 M 是: r 的“连续函数”.事实上，在定理 4.1.2 中取 y n = y 0 = 0,那么 
||x n || = p{x n ,0) -> p(x 0 ,0) = ||x 0 ||. 

因此,如果 {X n } 是赋范线性空间中的收敛点列,那么它们的范数{||〜||}是 
有界的. 

由范数决定的距离必然满足 


p(x,y) = p(x - y, 0), p(ax, 0) = \a\p(x,0). 


( 4 . 2 . 4 ) 
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容易看出，在一个线性的度量空间（即一个线性空间同时也是度量空间）中， 
距离是由范数决定的充要条件就是 P ( x , y ) 适合 （4.2.4). 当距离适合条件 （4.2.4) 
时,定义 IW | = p ( x ，0), 就成范数 . mX (4.2.4) 也 晕繹锥 昀莩 暈窀同埤为蟬荦繹 
_$间（指范数与距离满足 (4.2.3)) 哟專學舉伃. 

由此容易明白，线性空间 s 、 V 、 S 等空间中按上一节中定义的距离不能由 
任何范数决定.例如在数列空间 s 中，如果令 

||^|| =p(x,0) = g| 7r ^-i ) 

那么，对于 a 笋 0,并不满足齐次性条件 || ax || = | a ||| x ||. 所以， §4.1 中的度量空 
间 I 5、 W 等的距离都不是由范数决定的. 

例 10 (空间严） 设 Z °° 是有界实（或复）数列 x = {以,…， 〜, … } 全体 
按通常的线性运算所成的线性空间（它是 S 空间的线性子空间).对于 : r G 严, 令 


\\ x \\ =sup|^|,x = (xi, ••- ,x n ，...）， (4.2.5) 

i 

那么严依 || x || 成为赋范线性空间. 

例 11 (空间 F [ a ,&]) 设 V[aM 是区间 [ a , 6] 上的实（或复）有界变差函数 
的全体，依照通常的线性运算,它是一个线性空间.对于/ G V [ aM ， 规定 

11/11 = 1/⑷ | +V(/), (4.2.6) 

a 

那么 V[a,b] 按范数11/11成为赋范线性空间.我们令 

耐+ ―， 是右连 麵} 

它是 V[a,b) 的线性子空间.在％卜6]上，范数||/||等于全变差 V (/). 

a 

例 I 2 (空间 C m (0)) 设 C m { Q ) (m 是非负整数）表示在空间五 n 中的区 
域0上具有直到 m 阶的连续偏导数的函数 u ( Xl ，… , x n ), 并满足 


IMU= E sup \ D p u ( x )\ < oo (4.2.7) 


的全体，其中 X = (XI ， … ， X n )，p = (pi ， … ， Pn) ， N(p) = Pi -h ••- + Pn,D p U = 

dx {^~ dx ? r u ' 那么 C 7 n { Q ) 是线性空间，并且 I 卜 Ik 是 cm (⑺上范数. 
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设 m 为非负的整数, 0 < Q ： < 1. 又设 w G 而且它的各个 m 阶偏导 

数在 0 上满足 Holder 条件： 即存在常数使得当 P, Q G 0 时 

\ D p u ( P ) - D p u ( Q )\ ^ K \ P - Q \ a , N ( p ) ^ m . (4.2.8) 

这种函数 u 的全体记为 C ^{ Q ), 它按通常的线性运算成为线性空间.我们用 
H ^ u ] 表示条件 (4.2.8) 中常数 K 的最小值.在⑼中令 

||^|| m + Q ! — || 以 "m + [ u ]. (4.2.9) 

现在对每个非负实数/?定义了函数空间 C ^{ Q){(3 = m + a ). 显然， C ^{ Q ) 
是线性空间.不难验证，当/?是整数时由 (4.2.7) 定义的|卜|卜，以及当/?不是整 
数时，由 (4.2.9) 定义的 || u | k ， 是空间 C ^{ Q ) 中元素 u 的范数. 

函数空间 C ^{ Q ) 以及和它类似的其他函数空间，在偏微分方程理论中有重 
要的作用. 

4. 凸集 凸集是泛函分析中常用的一个重要概念.它起源于 Minkowski (闵 
可夫斯基）所考察的有限维空间中的一种几何学. 

凸集所以和泛函分析发生密切联系，首先是因为对线性空间上半范数的研 
究需要凸集.对于线性空间上任何一个半范数 P ( x ), m { x \ p ( x ) ^ 1} 就是一个凸 
集，称它为半范数 p 所导出的凸集.可以给出一个凸集成为某个半范数（或范数) 
所导出的凸集的几何特征.这样就可以把关于赋范线性空间或是赋半范空间上 
许多问题的研究，化为关于凸集的几何学的研究.从而就能用几何的观点和方法 
来研究分析中的许多问题.泛函分析的一个分支，局部凸拓扑线性空间的理论就 
是在这个基础上发展起来的，而且应用日见增多.又如凸集的端点理论在泛函分 
析的各种表示理论中有较大影响.晚近发展起来的凸分析与此密切相关，而且在 
许多不同的领域（例如对现代控制理论）有着重要的应用.在 §4.9 和 §4.10 中将 
利用凸集来叙述一个重要的不动点原理. 

定义 4.2.2 设 i? 是一线性空间， 4 是丑的一个子集，如果对 4 中任何两 
点 X 、2/,联接它们的线段 


{ax + (1 - a ) y \ 0 彡 a 彡 1} 

都在4中，那么称4是 凸集 . 

例如，设丑是线性空间， 〆 x ) 是 i ? 上的任意一个半范数.任取 a G 丑及正 
数 r *， 利用 p (.) 作丑 中的球 5( a , r ) = { x\x G R , p(x - a ) ^ r }, 那么 5( a , r ) 是一 
个 凸集. 事实上，当 X ，?/ G S ^ r ) 时 ，由 〆 x - a ) ^ r , p(y - a ) 彡 r 得到 

p(ax -f (1 — a)y — a ) = p ( a(x — a ) -h (1 — a)(y — a )) 

^ ap(x - a ) -h (1 - a ) p(y — a ) < r , 
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因此4是凸集. 

又如线性空间丑的每个线性子空间都是凸集. 

设 i ? 是一个线性空间，如果 { A a |A g A } 是一族凸集，从定义容易看出 
fl Ax 也一定是 凸集. 因此，如果 B 是 R 中的一个子集，令 { A x \X G 2} 是 

入 ez 

R 中包含 B 的凸集全体.那么 f "( A 就是包含 B 的最小的凸集， 称为 B 的凸 

入 

包，通常记为 cov R 可以 证明： B 的凸包是集 

|aiXi + • • • + a n x n \ x v 6 > 0, = l |. 

5. 商空间 设丑是线性空间， E 是 i ? 的一个线性子空间，我们在 i ? 中规 
定： 当 x - y e E 时为 x 〜 y , 容易证明〜是中的等价关系（见§1.3)，我们把 
商集丑/ 〜 记为 R / E , 并记 z 所在的等价类为在 R / E 中规定线性运算 如下: 

x-hy = ( xT ^), 
ax = ( ax ), a 是数. 

这样的线性运算是有确定的意义的.例如我们讨论 加法： 如果5 = = 心那 

么 x - G E，y - 机 e E , 因此 x y - (xi + yi ) = (x - x \) + (y - yi ) 6 五，也 
就是 

( x -\- y ) = (xi +" i ), 

类似地可以讨论数乘.容易看出 R / E 按这样规定的线性运算成为线性空间，称 
R / E 为 R 失于 E 的商空间. 也容易看出 R / E 中的零向量就是 E ， 即 5 = 事 
实上，对任何 xeE , x -0 = xeE . 直观地说，在商空间 R / E 中， E 被 “缩成” 
为零向量. 

例 13设0 = ( X ， / x ) 是测度空间， S 是 X 上关于（ X ， H ) 可测函数全 
体按通常的线性运算所成的线性空间.令 

E = { flfeS,f = 0}, 


S / E 中的向量/就是一切与/ (关于测度// ) 几乎处处相等的函数全体所成的 
等价类. 

例14设 i ? 是线性空间， p ㈠ 是定义在丑上的半范数.令 

E = { x \ p ( x ) = 0}, 
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易证 E 是 R 的线性子空间.如在商空间 R / E 上规定 

P { x ) = p { x ), 


也容易证明识 •） 是 R / E 上的范数.通常称歹 ㈠ 为由半范数 p ㈠ 导出的范数. 

在例9后面我们曾说“如果把/⑷^ g ( t ) 的两个函数/，#就视为同一个函 
数,………，那么 〆 /) 便是 L [ a , b ] 上范数其^这句话中“视为同一”的作用 
等价于不区分/和/；从而也不区分 〆 /)和珂乃 而已. 

习题 4.2 

1. 在二维空间丑 2 中，对每一点； 2 ； = ( rr , y )， 令 

Ikll = max {| rr |,| y |}, 


证明 || • || 是丑 2 中的一个范数.问 

⑴点集 K = {z\\\z\\ < 1} 是什么点集？ 

( ii ) 置 ei = (1,0), e 2 = (0,1). 证明以原点 O = (0,0)及 ei , e 2 为顶点的三角形在此范 
数所确定的距离之下是等边三角形. 

2. 设 a ,6, p 是实数，并且 p 彡 1. 证明不等式 

\ta + (1 — t)b\ p < t\a\ p + (1 — t)\b\ p , 0 < t < 1. 

特别地，令6 =-，有 |a + &| p < 2 P - 1 (| a|P + |6| p ). 

3 . 设 C (0,1] 表示在半开半闭区间 （0,1] 上处处连续并且有界的函数 a :( t ) 的全体.对于 
每个: r € 0(0,1]，令 || rr || = sup \x(t)l 证明： 

o < t^i 

( i ) M 是 C (0,1] 空间上的范数 C (0,1] 按 || • || 成一赋范线性 空间； 

( ii ) 在 C (0,1] 中点列 {x n } 按范数 || • || 收敛于仰的充要条件是{〜⑷}在（0, 1] 上均 
匀收敛于 xo(t). 

4. 有界实数列全体所成的赋范线性空间 P 与空间 C (0,1] 的一个子空间是等距同构的. 
b . R 是赋范线性空间，称为 严格賦 范的，如果三角不等式 ||x + 2/||< INI + M 中等号 

成立仅仅只有 a : = 0或 2 / = ax(a ^ 0). 证明二维欧几里得空间五 2 是严格赋范的（分析上 
常用的严格赋范空间之一是 L^(p > 1), 可见 §4.3. 严格赋范空间的作用参见 §4.4 习题 14.). 
举例说明 C[a,b].L[a,b] 不是严格赋范的. 

6 .R 是线性空间, p 是丑上函数，如果满足 

( i ) p(x) ^ 0, p ( x ) = 0等价于 rr = 0; 

( ii ) p(x + y) < p ( x )+ p ( y ); 

( iii ) p(-x) = p(x), 并且 lim p(a n x) = 0, lim p(ax n ) = 0 ( a n ,a 是数)，称 p 是 
准范数， (R ， P) 为赋准范空间. 
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证明在 S 空间（见 §4.1 例 7) 中，规定 


P(f) = [ 

J E 


\m\ 

i + l/WI 


d/x ， 


V 是 S 上准范数，因此， S 可视为赋准范空间.类似地, W， S 也是赋准范空间. 

7. ( X , B ) 是可测空间， V(X，B) 是 （X，B) 上（有限值）实或复广义（带符号）测度全 
体.在 V ( X , B ) 上定义加法和数乘为 


(/x + u )( A ) = fi ( A ) + u ( A)^.ue V ( X , B ), AeB , 
{ afi ){ A ) = a/x(A),/x€ V ( X , B ), AeB y 


并规定 

IImII =sup|^ \fi(Ei)\ Ei e B, 及 ⑽ =_ ^j),\jEi = xy 
l i=l i=l ) 

证明 ll . ll 是上的范数. 

n n 

8 . 丑是 [0,1] 上多项式全体，对丑中任何 P ( x ) = 规定 || P || = D M . 证明 

INI 是丑上范数,说明 丑按|| . || 不是严格赋范的. 1=0 1=0 

9. 证明线性空间 X 中任何一族凸集的交仍是 凸集； 对任何吻€ X ,凸集 A “移动”抑后 
所得的集 A-^-xo = {y - xo\y G A } 仍是凸集. 

§4.3 空间 

1. U 上的范数 在分析中最常用的一类赋范线性空间是设 （ X , B ,/ x ) 
是一个测度空间，五 e B ，/ ⑷是 E 上的实值（或复值）函数，取定正数 p . 设 
f 是 E 上的可测函数，而且 IJT 在五上是可积的.这种函数/的全体记作 
简记为 LP ( E , fi ), 简称 LP { E , fi ) 中的函数是 p 方可积函数.有时 
也用 LP ( E ) 表示 E 上关于 Lebesgue 测度的 p 方可积函数 空间. 当 p = 1时, 
L \ E ^) 就是 E 上的可积函数全体，也记作 L ( E ^). 特别地，当五是区间 [ a , fc ] 
时改记 LP ([ a ，&]) 为 LP [ a , b ]. 又如 LP ((- oo ，+ oo )) 改记为 Lp (- oo ，+ oo )， 如此 
等等. 

LP ( E^)(p > 0) 按通常的线性运算成一线洋 空间. 事实上，对于/,夕 G 
P (五， / x ),/ + # 在 E 上可测，所以|/ + 是 E 上的可测函数.对于任意的 
数 a ，6, 成立着不等式 

(\ a \ 4- \ b\y ^ [2 max (| a |, |6|)]^ ^ 2^(\ a \^ + |#)， (4.3.1) 

①这时 ) 并不是测度空间，但 ( E , Br [ E lf i ) 是测度空间，我们写成 LP ( E ， B ，/ x ) 而 
不写成 LP { E , BC \ E } fi ) 是为了方便. 
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由此得到 

l/ + #^(l/|4-M) p ^ 2^(|/r + l^r). (4.3.2) 

由于 \f\ p Ag\ p ^ L(E ^), 所以 \f + g\Pe L(E,W , 就是说 

/ + 分 G L p (五, / x )， 

如果我们只考察实值函数， LP(E^) 是实线性 空间； 如果考察复值函数，那 
么 LP(E y fx) 是复线性空间 . 我们在 LP(E,fi) 里 ,把几乎处处相等的两个可测函 
数 / ，仏看成同一向量，它可以用 / 表示，也可以用 p 表示，这时直接写 f = g, 
而不必再写成 f = g . 经过这样 “ 同一化 ” 之后， LP(E^) 仍是线性空间.由于对 
于几乎处处相等的函数，它们的积分相等，所以对 L^(E^) 中每个向量/作出 
一个确定的数 i 

" /llp= (X 刚 、) 、彡 1} ， （4 . 3 . 3) 

现来证明它是 L^{E^) 上的范数 . 为此，先证明几个常用的重要不等式 . 

引理 1 (HSlder 不等式） i^p>l,g>l,-4-- = l. 如果/⑷ G P ( 五， /x )， 

g(x)e 那么 f(x)g(x) e L(E ， /x )， 并且有 

(4-3.4) 


当 p = 2 时,不等式 (4.3.4) 就是 Cauchy 不 等式： 

([\f(x)g{x)\d^ ^ ( |/(x)| 2 d/x [ \g(x)\ 2 dfi. 

\Je / J E J E 

证首先 证明： 对任意的非负数 A B , 成立着不等式 

V Q 


(4.3.5) 


(4.3.6) 


设 2 / = (p(x)(x ^ 0) 是严格增加的连续函数，而且 #(0) = 0. x = ^(y)(y ^ 0) 
是 P 的逆函数（如图 4.2). 从下面图中可以看出，成立不等式 


pa pb 

/ (p(x)dx H- / ^(y)dy ^ afe, a ^ 0,6 ^ 0. (4.3.7) 

Jo Jo 

(这个不等式称作 Young ( 杨式）不等式）显然等号限于 6 时成立 . 

于 (4.3.7) 中取 (f{x) = x p ~ 1 ^(y) = y q ~ l ^a = ,b = B 七 就得到 (4.3.6). 
现在来证明 Holder 不等式（ 4 . 3 . 4 ).不妨设 


ll/llp > ^ HU > 0 
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图 4.2 


(如果上述积分中有一个是0,即 ||/|| p = 0或= 0,那么/( X )或 〆X )几乎 
处处为0,显然,此时不等式 (4.3.4) 自然成立).作函数 

= /W/II/IIp^W = g{^)/\\g\\q^ 

令4 = \ip{x)\^B = 代入不等式 (4.3.6) 得到 

剛•歴 +墜. 

P Q 

由于 \^{x)\^M{x)\^ G L ( E ,/ i ), 从上述不等式得知 G L(E,fi). 因此 

/(办(0：)€[(五，//)，并且从 

[ |^( x )| d ^ / 胃 d M + / 

J E Je V JE Q 

得到 i i 

j E 1/( 咖⑷ | d/i < (乂 ”") 。 ( 乂 | p ( a :)| g d / i ) ， 

这就是不等式 (4.3.4). 证毕 

引理 2 (Minkowski ( 闽可夫斯基）不等式） 设 p 彡 1 ， f(x), g(x) G 
LP ( E ，//)， 那么 f{x)+g(x) e LP(E，fi )， 而且有 

ll / + ^ llp ^ ll / llp + Nlp . (4.3.8) 


• 26 • 


第四章度量空间 


证 当 p = 1 时,不等式 (4.3.8) 显然成立.如果||/ + g|| P = 0 (BP / |/ + 


E 


g\ p dfi = 0), (4.3.8) 也是显然的，所以不妨设/ |/ + g\ p dfi ^ 0,并且 p > 1. 如果 


E 


P > 1, Lg e Lp ( E , m ), 那么 / + 々 e L ^( E ^). 取 g 〉 1 使得 [+ ? = 1，那么 
\ f ( x )+ g ( x )\^ e Lq(E ， fi )， 而且由 Holder 不等式得到 

f \ f ( x )\\ f ( x )-^ g ( x)\ p/q dfi 


J E 

^ ⑺/ ㈣ 、 



\ f ( x )-^ g ( x)\ p dfi 


E 


又对于 / I 咖 )||/ ⑻+咖)|_如也有类似的不等式，从而 


E 


f \ f ( x )+ g ( x )\ p dfi = / \ f { x )+ g ( x)\ 1+ ^dfi 
E J E 


^ / ( l/(^)l + \ 9 ( x )\)\ f ( x )+ g ( x)\^dfi 


E 




11 


i/rdM 


\ g\ p dfi 


E 


E 


• Je 


l / + " l P d " 


两边除以 / |/ + ^| p d / i ) 便得到所要的不等式 （4.3.8): 


E 


jjf(x)+g{x)\^ P ^ ( 乂 ” M 


\g(x)\ p dfi 


E 


证毕 

在 Holder 不等式 （4.3.4) 中，等号成立的充要条件是：存在不全为零的非负 
实数 G ， C 2 , 使得对几乎所有的 xeE 成立着 


W ⑻ l P = 灿 d 

换句话说，或者/ ^ 0,或者存在非负实数 A ， 使得 

\ g ( x )\= X \ f ( x )\^ 

又在 Minkowski 不等式（ 4 . 3 . 8 )中，当 p 〉1时，等式成立的充要条件是：存 
在不全为零的非负实数 C U C 2 , 使得对于几乎所有的 xeE , 成立着 Crifix )) = 
C 2 ( g ( x )). 换句话说，或者/ ^ 0,或者存在 A > 0,使得 〆 啲土 Xf ( x ). 
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这两件事留给读者证明. 

弓 I 理2说明 || • || p 满足范数的条件⑶.由于把几乎处处等于零的函数/看 
成 LP ( E ^) 中的零向量，所以 || • || p 满足范数的条件 （4). 范数的其余两个条件: 
非负性和齐次性， || • || p 显然是满足的.所以， || • || p 是 L ^( E ^)( p ^ l ) 上的范数. 

定理 4.3.1 当 p 彡1时， LP ( E ^) 按照范数 

成为赋范线性空间. 

例 1 设 (12,5,//) 是全 ex - 有限测度空间， k ( s , t ) G L 2 (Q x Q,B x B,fix 
//)，# ⑷ G 那么 

s h k ( s , t )( f ( t ) dfi ( t ) 

JQ 

是平方可积函数. 

证首先证/咖，％⑷ d ( M ) ⑷是⑷， B ， M ) 上的可测函数 • 事实上，当 

JQ 

M (^) < 00时，由于 

|/c(MMOI 《 -P(M)I 2 + I 冰 )l 2 )， 

再根据 p ⑷ G L 2 { Q , B , fi ) 以及 fiXfi ( nxQ )< oo , 由此可知 

| fc ( s ， 亡)| 2 + \( f ( t )\ 2 G L{Q x Q , B x B , x fi ), 

从而 k ( s , t )( f ( t ) e L{Q x i?，B x B ，" x //). 由 Fubini 定理知/ k ( s ， t )( f ( t ) dfi ( t ) 
是⑷， B ，/ i ) 上可测函数.而对一般的测度空间，由于 CT - 有限 fe, 存在 { Ai } C 

OC 

B.AipiAj = 0 (i ^ j )^( Ai ) < oo(i = 1,2,3,.-.), 使得 0 = \J U 类似 

i=l 

于 fi ( Q ) < oo 情况的讨论，固定每对 i , j ， 当把 fc ( M )， P ⑷视为 （i x A h B x 
Bf]Ai xAj , fiXfi ) 上函数时， /* fc ( M ) p ⑴ d / i ⑷是 ( Ai , Bf ] Ai , fi ) 上可测函数. 

JAj 

OO 

由于 { A t } 是互不相交的，且 | J 次 = A 易知 

2=1 

[ ⑷ d/i ⑷ 

JAi 




• 28 • 


第四章度量空间 


是 ( I ? = [J 上可测函数，因而 




Q 



k ( s , t )( f ( t ) dfi ( t ) 


是⑷， B ,/ i ) 上可测函数. 

再由 Cauchy 不等式（4.3.5)，有 


k ( s , t )( p ( t ) df . i ( t ) 


(\k(s,t)\ 2 dfi{t) 
Q I JQ 

x / 刚 I 2 d " ⑷. 

JQ 

由于 k(S ， t) 是 I ? X I ? 上的平方可积函数，所以 

\k(s,t)\ 2 dix(t)] d" ⑷ < oo, 



从而/ ⑷ d / i ⑷是平方可积的，并且有 

JQ 


Q 



d " ⑷ 


彡 // x ^/ I# ⑷ I 2 」 〆 ⑷. 

QxQ 


2. 平均收敛与依测度收敛的关系在 L P ( E ，/ i ) 中，设函数列 / n 依范数 
|| - || p 收敛于/，即 

[ |/n ⑻ — /㈤ | p d/i — 0，n — oo. 

J E 

这种收敛在经典分析中称为 f n { x ) 在 E 上 P 方平均收敛于/(⑷（有时也省略地 
说 fn ( x ) 平均收敛于 f ( x )). 它和依测度收敛关系很密切. 

定理 4.3.2 设 f n ( x)(n = 1，2,3,…）及 / b ) 是 L ^{ E , B ^) 中的函数•如 
果函数列 {/ nb )} 是 P 方平均收敛于/( X )，那么函数列 { fn ( x )} 必然在 E 上依 
测度收敛于 f ( x ). 

证 对于任何正数 A 有 

[\ fn ( x ) - f { x )\ p dfi ^ [ \ f n ( x ) - f ( x)\ P dfl 

Je JEdU - f ^ a ) 

彡 ^ P ^(E(\fn(x) - f(x)\ ^ CT)) 


令 n — oo , 就有 fi ( E (\ f n ( x ) - f ( x )\) > cr ) — 0. 


证毕 
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系 设函数列 {/ n (: T )} 是 p 方平均收敛于函数 f ( x ), 那么必有子函数列 
{fn k { x )} 概收敛于/ ㈤ • 

这由定理 4.3.2 fn Riesz 定理（定理 3.2.3) 立即 可得. 

然而定理 4.3.2 的逆命题不正确.即使函数列 {f n (x)} 在有限可测集 E 上 
处处收敛于 /( X )， 也不能保证 {f n (x)} 平均收敛于 f(x). 

例 2我们作[0，1]区间上的函数列 {/ n (^)} 如下： 

0，当$ = 0或1 z 彡1， 

fn(x) = ^ 

e n , 当0 < a : < -， 

n 

显然，在 [0,1] 上处处收敛于零，但是当 n — oo 时，对于任何的正数 p 

[ |/ n (x)| p da: = f e pn dx = —e pn —> oo, (n oo). 

Jo Jo n 

所以 {fn(x)} 并不 p 方平均收敛于零. 

3. 空间 设 E 是测度空间⑷， B ,/ i ) 上一个可测集，/⑻是 E 
上的可测函数.如果 /( x ) 和 E 上的一个有界函数几乎处处相等——换句话说， 
如果有 E 中 （关于// ) 的 零集五0,使得/⑷ 在 E - E 0 上是有界的 一一 那么 
我们称/⑷是五上（关于 M ) 的本性有界可测函数 •五上的本性有界可测函数 
全体记作显然，由于有限个零集的和集也是零集，所以任意有限个本 
性有界可测函数的线性组合是本性有界的，因此，按通常的线性运算是 
一线性空间. 

设/( ㈡ 是 E 上的本性有界可测函数，令 


11/11 


= inf 
fi(E 0 )=0 
E 0 CE 


sup \ f ( x )\ 

E 一 Eq 



(4.3.9) 


这里下确界是对于五中所有使得/(啲 在 E - E 0 上成为有界函数的零集现而 
取的,称为/的本性最大模，有时也记作 


ess sup |/(： r ) I ， 

xeE 


(4.3.9) 中的下确界 inf 是可达的,就是说必有含于 E 的零集现使得 ||/||oc 等于 

Eq 


\ f ( x )\ 在 E - E 0 上的上 确界. 这是因为，由 inf 的意义，对每个 n ， 有 E n C E 使 
得 ii ( E n ) = 0,并且 


sup 

X^E — En 


1/⑷ 1<11/1|4 
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作 Eo = U 那么 M (^ o ) = o , 并且 


ll/lloo ^ sup \ f ( x )\ ^ sup \ f ( x )\ < II/II 00 + 

E-E 0 E-E n 几 

令 n — oo , 就得到 ||/||oo = sup |/( a :)|. 还可以证明 ||/||oo 是与/⑷几乎处处 

E—Eq 

相等的各个有界函数的绝对值的上界的最小值. 


我们用 ||/|| oc 作为线性空间 L -( E ,/ i ) 上的向量/的范数（容易验证 || • Hoc 
确实满足范数的条件)，那么， L °°( E ,/ i ) 关于 II • lloc 成为赋范线性空间.现在来 
考察空间 L °°( E ,/ x ) 中点列 {/ n } 收敛的情况. 

设 fnj e = 1 ， 2 , 3 ，...，而且 ||/ n - /||oc ^ 0 ,那么有 C 

E ,/ x ( F n )= 0 , 使得 


||/n-/||oc % SUpJ/ n ( ， )-/( ， )|^0, 


取凡= [] F n ， 那么，凡是一零集，并且 


sup \fn{x) - /( x )| — 0 . ( 4 . 3 . 10 ) 

E — Fq 

由于 Fo 是 E 中的零集， ( 4 . 3 . 10 ) 说明了 {/ n ( a :)} 在五上除去一个零集 F 0 后 
是均匀收敛于/⑷的.这时我们就说 {/n ⑷ } 在五上几乎匀敛于/ ㈤ .显然, 
( 4 . 3 . 10 ) 也是使 ||/n — /||oc — 0 的充分 条件. 

因此,度量空间 L ^( E ^) 中依距离收敛就是几乎匀敛. 

如果 f !( E ) < oo , 显然对一切正数 p ， L °°( E ，/ i ) c LP ( E ^). 现在来证 明：当 
fi ( E ) < 00 时 


ll/lloo = lim ||/||p, ( 4 . 3 . 11 ) 

p—►OO 

事实上,只要考察 fi ( E ) > 0, ll/lloo ^0 的情况好了.取五中的零集说使得 

ll/lloo = sup \ f ( x)l 于是 
E — Eq 


f \ f ( x )\ p dfi = [ \ f ( x )\^^\\ f \\^( E \ ( 4 . 3 . 12 ) 

J E J E _ Eq 

由于 4 l(p 4 OO), 从 ( 4 . 3 . 12 ) 立即得到 

Em ||/|| p < ll/lloo- (4.3.13) 

p —>00 
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另一方面，任取一个正数 e < ll/lloc, 集 E e = E (\ f ( x )\ ^ ||/||oc-^) 不会是零集 • 
因为如果这是零集的话，在五中去掉这个集后， \ f { x )\ 在剩下来的中的 
上确界不超过 ||/||oc 这显然和 ||/||oc 的定义冲突.因此 

II/II0 ( 乂 1/ ⑷ l P d") P 

^ (ll/lloo - e)[M (五 e)]7， 


令 p — 00就得到 

Mm ll/llp ^ ll/lloo 


再令 6^0 ,并且利用 (4.3.13) 就得到等式 （4.3.11). 

极限关系 （4.3.11) 就是我们采用记号 H / IU 和的理由. 

4. 数列空间 P 记满足 f^|&|P<oo(p 彡 1) 的实（或复）数列: c = {&} 

全体为 A 在 P 中按照对每个 S 1 标&的线性运算，易知它成; J 线性空间.对 
于数列，也有类似于引理1、2的不等式，也就是说，只要级数以 | p < oo 及 

fc=l 


^2\ yk\ q < oo ,^2\ z k \ p < oo 

k=l k=l 



, 那么就有 


〉: I ^ fc 2/ fc | ^ 


\ 


Ei ^ i p - 


J 2\ yk \ q . 


^{Xk+ZklP ^ 


k=l 


\ 


5^> fcl p + 


fc=l 




Ei 冰 


k=l 


这两个不等式也依次称为 Holder 不等式和 Minkowski 不等式，也是应用不 
等式 (4.3.6) 来证明的，或直接作为引理1、 2 的推论 ®. 

在 P 中规定 i 


由 Minkowski 不等式可以验证 II • || p 是 P 上的范数,按此 范数卩 成为赋范线性 
空间. 

①令 AT 表示自然数全体，丑是斤的子集全体， M 是 W B ) 上如下的 测度： 当 Af e B 时， 
M (M) 是 Af 中元素的个数 （可以 是无限的).将每个数列 {x k } 看成 N 上的 函数: cc(fc) = 〜 
那么这时 P 就是 LP(7V,B, M ), 因此这两个不等式分别成为 （ 4.3.4) 、 （ 4.3.8) 的特殊情况.在别 
的问题中，把 P 看成这样的 LP(N, B ,^) 也是有益的. 
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应该指出，如果0 < p < 1, Minkowski 不等式一般不成立，这时|| • || p 不 
是 LP { E , fi ) P ) 上的 范数. 例如 p = ^在卩中取 : c = ( l ，0，( V..)，y = 
(0，1，0,0,…），显然 


+ =2 2 > i + i = + 


因而 II - Up 不是 范数. 


习题 4.3 


1. 证明 H 61 der 和 Minkowski 不等式成为等式的充要条件分另 I ]是 


ci \ f ( x)\ p = c 2 \ g ( x )\ q 1 cif ( x ) = c 2 g ( x ), 

其中 C 1 、 c 2 是非负常数（这说明是严格赋范空间，参见 §4.2 习题 5). 

2. 设丑 1 ，…， i ? n ，…是一列赋范线性空间， Z = { x n } 是一列兀素，其中 G Rn ^ Tl = 

1, 2,3, • • •. 而且 f || x n || p < cx ). 这种元素列的全体记作丑，类似通常的数列的加法及数积 
运算，在丑中引性运算，证明丑是一线性空间.如果又规定 

/ oo \ P 

ikii = (Xj iwi p ) (卩彡”， 

证明丑按范数 II • II 成为赋范线性 空间; 尺是严格赋范（参见 §4.2 习题 5) 的充要条件是每个 
Rn 都是严格赋范的. 

3. 对于0 < p < 1，在尸中，规定 

OO 

II ^ IIp = ^2 \ X A V ^ X = (工 1，工 2 ,…)， 
i=l 

证明 II • l | P 是 〖 P (0 < P < 1) 上的准范数（准范数定义见 §4.2 习题 6). 

4•设是全有限测度空间，1彡 p < 〆 ，那么 L p \ n , B , fi ) C L p ( l 2, B ,/ x ) •当 
不是全有限时,举例说明 L p \ Q , B ^) C L p iJ 2， B …) 未必 成立. 

§4.4 度量空间中的点集 

我们现在回过来探讨一般的度量空间.为了进一步研究度量空间中的极限， 
度量空间上的连续函数等概念，有必要研究度量空间中的点集.在第一章中，已 
经就直线上的开集和闭集等进行了研究.在那里已经介绍了点集的极限点、导 
集、环境（邻域)、开集、闭集以及稠密性和疏朗集等概念，现在把这些概念拓广 
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到度量空间中来.大多数定义的叙述和定理的证明,几乎可以把以前的行文逐字 
逐句移植过来，而无须进行多大的改变.尽管如此，但由于一般距离函数的广泛 
性，仍然需要我们仔细对待这里的概念的拓广.在需要的时候，我们也将指出它 
们的差别. 

1. 内点、开集 首先，类似于直线上点集的内点，引入如下的 概念： 

定义 4.4.1 设4是度量空间丑中的点集，吻 e 如果 A 含有 xo 的一 
个 a - 环境沁〉0)，便称是4的 内点 . 

设 A 是度量 空间只 中的点集.如果点集4中每一点都是 A 的内点，那么 
就称4是度量空间 ii 中的 开集 . 蜾$空集也是开集. 

度量空间中的球 O ( x 0 , a )( a 〉 0) 就是开集.因为，如果 z G 0( x ^ a ), M 
么 p { z , x 0 ) < a . 取正数 e < a - p ( z , x 0 ), 那么当 p ( x , z ) < e 时 p ( x , x 0 ) ^ 
p { x , z ) - p ( z , x 0 ) < a 因此 0( z , e ) C O ( x 0 , a ) (如图 4.3). 因而 O ( x 0 , a ) 中每一点 
都是自己的内点,所以球 O ( xo , a ) 是开集. 



在一致离散的度量空间丑中，每点吻都有一个环境 O ( x 0 j a )( a ^ l ) 只含 
有邱这一点，所以丑的任何集中每点都是内点，因此丑的一切子集都是开集. 

像在实数直线中的情况一样,我们有下面的 

定理 4.4.1 设 i ? 是度量空间，那么 

( i ) 空集和全空间是 开集； 

( ii ) 任意个开集的和集是 开集； 

( iii ) 有限个开集的通集是开集. 

证 ⑴是显然的. 

⑻设 { Mi\l G /} 是丑中任意一族 开集. 设 U 邱= M , 那么有/ G /， 

lei 

使 r G M 属是丑中的开集，所以： c 是 M 的内点，于是必有含 t 的&环境 
0( x , a ) C Mi CM . 所以 a : 是 M 的内点. 
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n 

( iii ) 设 Mi ,-. , M n 是有限个开集，任取 My ，于是 t 在每个开集 

Ml …、 M n 之中.由于 z 是开集札的内点， S 正数 rv 使得 Ok , rv ) C 
Mjy, z/ = 1 ， 2, …， n •取 


r = min rv, 

那么 r > 0, 而且 rc 的环境 0( rc ， r ) 含在每个开集之中， z / = 1,2, • • • ， n . 这 
说明 0(: r , r ) CMy ， 所以: r 是通集 My 的内点,通集是开集. 

I/=l i/=l v—\ 

证毕 

定义 4.4.2 设 ii 是度量空间，吻 G 丑，称 i? 中包含 x 0 的任何开集 G 为 
xo 的一个环境, 也称作的 邻域. 

由于 O(x 0 , a) 是开集，所以对于正数 a ， a ： o 的 d -环境 O(x 0 ,a) 也是 x 0 的环 
境. 

设 A 是度量空间丑中的一个点集， 那么吻 成为4的内点的充要条件是: r 0 
有一个环境包含在4中. 

定义 4.4.3 设 4 是度量空间 ii 中的点集 . 4 的内点全体所成的点集称为 
A 的核，记作 K{A). 

对于度量空间中点集的核有下面的一些 性质： 

定理 4.4.2 度量空间中点集 A 的核 K(A) 是开集. 

证任取吻 G K(A), 必有 O(x 0 , e) C A. 由于 0{x Q ,e) 是开氣它也是 
O(x 0 ,e) 中每点 z 的环境，因此 O(xo,e) 中每点 z 是4的内点 ， z G K(A), 这就 
是说 O(x 0 , e) C K(A). 因此 ，: co 也是 K ⑷的内点， K(A) 是开集. 证毕 

点集4的核 K(A) 是包含在4中的最大的开集.换句话说，有 

定理 4.4.3 对于点集 4 中的任何开子集 G 都有 G C K{A). 

证因为 G 是开氣当 : c G G 时必有 z 的环境 0(x) CGC A 所以 z 也 
是 A 的内点，因此 M K(A). 这就得到 G C K(A). 证毕 

定理 4.4.4 A 成为开集的充要条件是4 = K(A). 

证 当4 淘时，由定理 4.4.2, A 自然是开集.反过来，如果4是开 
氣那么由定理 4.4.3, K(A) D A, 但是自然有 K(A) c A, 所以 A = K{A). 证毕 

例1在复数平面上（按照欧几里得距离）考察集4 = {^|N < 1；或者 
1彡卜| <2,但 z = x + 是有理数}.容易明白，只有在单位圆 M < 1内的点 

是 A 的内点，而圆环 卜|1 彡 M < 2} 中属于 A 的点都不是4的内点. 
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我们注意，本节中所述的内点以及后面的各种概念,都是相对于某个空间而 
言.例如开区间 （ a , 6)，作为一维空间中的点集，其中每点都是 内点； 但如果把它 
放在二维平面中考察，那其中每点又都不是内点了.因为随着空间的改变，环境 
的含义也改变了. 

我们可以用环境的概念把收敛点列的概念改述 如下： 

引理1设丑是度量空间，是丑中的点列，又设 x 0 e 兄那么点列 
{ x n } 收敛于点的充要条件是对于的任何环境 0( x Q )， 存在自然数 iV ， 使 
得当 n ^ N St x n e O ( xo ). 

证必要性：设 x n — x 0 , 任取 x 0 的一个环境 O ( x 0 ), 由于是 O ( x 0 ) 的 
内点，所以有正数 a, 使 O(xo, a) C O(xo). 对于 a, 有自然数 iV, 使得当 n^N 
时， p{x n ,x 0 ) < a, 因而 


x n e O(x 0 ,a) C O(x 0 ). 

充分 性：设 { x n } 具有如下的 性质： 对于: r Q 的任意一个环境——例如 
O(x 0y e) ——有自然数 iV , 使得当 n^NH,x n e 0{x Q ,e), 那么当 n 彡 iV 时 

p(x n ,x 0 ) < e, 


因此 x n Xq . 证毕 

显然，在引理 1 中可以改一般的“环境”为特殊的 “ a - 环境”. 

2. 极限点、闭集 

定义 4.4.4 设丑 是度量空间， A 是丑 中的集.对于 : ro G 丑， 如果: ro 的每 
个 a - 环境中都含有4中无限个点，那么称 xo 是点集4的极 限点. 

引理2 设4是度量空间丑中的点集 ， xo e 凡那么下面四件事是彼此等 
价的. 

⑴ x Q 是集4的极限点. 

( ii ) x 0 的任何一个环境 O ( x 0 ) 中必含有4中异于 x 0 的点，即 （ O ( x 0 ) - 
{x o })f]A^0. 

( iii ) 在集4中存在一列点 { x n }, 适合 x n / xq 而且 x n — x 0 . 

( iv ) 在集 4 中必有一列互不相同的点 { x n }, 而且 x n / xq , 使得 x n — x 0 . 

弓 I 理2的证明完全和直线上的情形相仿,我们把它略去. 

和极限点的概念相对立的是孤立点.设4是度量空间中的点集，: r Q e A 如 
果 x 0 有一个环境 O ( x 0 ), 在其中除 x 0 外不含有 A 的点，就称 x 0 是 A 的孤立 
点. 如果度量空间丑中每一点都是孤立点，称丑是离散的度量空间. 
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例 2丑二 = 1,2,3,…),丑上距离就是普通实数间的距离.这时 

R 就是离散的度量空间.注意，丑不是一致离散的. 

显然，在离散度量空间中，每个单点集{仰}是开集因而一切子集都是开集. 
和在直线上一样,在度量空间中点集4的极限点不能是孤立点，而孤立点也 
不可能是4的极限点.点集4中的点除孤立点外就是极限点.但是，在一般度 
量空间中，点集的内点可以是孤立点，例如在离散的度量空间中就是如此. 

定义 4.4.5 设4是度量空间丑中的点集 . 4的极限点全体所成的集称作 
A 的 导集， 记作称1 = AUW 是乂的 闭包. 

(1) 如果 W C A 就称4是 闭集； 

(2) 如果 W = %称4是孤立 点集； 

(3) 如果 4 C :，称4是自 密集； 

(4) 如果4 称4是完 全集. 

引理 3设4是度量空间丑中的点集， xeR y 那么下列三件事彼此等价. 

( i ) x e A . 

( ii ) x 的每个环境 0( x ) 中有 A 的点. 

( iii ) 有点列 { x n } C A 使得 x n — x . 

证⑴ —（ ii ): ^ x eA y 如果 x e A , 那么 (9( x ) 中当然有 A 的点，例如 x . 
如果 x e 况但 xgA , 显然 ( O ( x ) - { x }) f ] A ^ 0, O ( x ) 中当然也有4的点. 

( ii ) — ( iii ): 设 a : 的每个环境 (9 fx , ^^中有 A 的点 x n , 那么点列 { x n } C 
A , p ( x n , x ) < 所以 x n — x . 

( iii ) ^ (if 设 {x n } C A 且 x n — x. 如果 o: G A 自然有 $ e A 如果 xgA , 
那么由于 { x n } C A , 所以 x n 笋 x , 因此由 x n —► x 得到 a : G 上总之 , x e A . 

证毕 

在离散的度量空间中，任一点集都没有极限点.因而每个点集都是闭集，同 
时还是开集.由此可见，在有的度量空间中，既开又闭的集可能很多. 

定理 4.4.5 度量空间中的点集4为闭集的充要条件是: A 中任何一个收 
敛点列必收敛于4中的一点. 

定理 4.4.6 度量空间中的点集4成为闭集的充要条 件是： 它的余集，= 
R — A 是开集. 

定理 4.4.7 在度量空间中下列命题成立. 

( i ) 空集及全空间是闭集； 
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( ii ) 任意个闭集的通集是 闭集； 

( iii ) 有限个闭集的和集是闭集. 

定理 4.4.8 闭集减开集的差集是闭集，而开集减闭集的差集是开集. 
这四个定理的证明与直线上的情形相仿，作为练习，留给读者自证. 

关于点集的导集和闭包，有下面的性质： 

定理 4.4.9 集4的导集 W 和闭包 Z 都是闭集. 

证设: r Q 是 W (或 Z ) 的极限点.任取正数 a , 那么必有 

y e ( O ( x 0 ， a ) - { x 0 }) fl ^ / (相应地 y e ( O ( x 0 ， a ) - { x 0 } fl ^)- 

取 e = min(a - p ( x 0 ， y )， p ( x 0 , y ))， 那么 e 〉0，而且 0( y ， e ) C O ( x 0 ， a ), 但 
x 0 eO ( y ,£). 由于 2 / e A ’ （相应地 y G Z ), 在 0( y ， e ) 中必有 x e A (如图 4.4). 因此， 
x e O ( x 0 , a ), 但是 x ^ xo (这是因为 xoeO ( y , e )), 所以 （ O ( x 0 , a )-{： r 0 }) f | A 兴 0. 
因此 x 0 是乂的极限点，所以 x 0 e W (也就有 x 0 e A ). 因而 W (同样地 Z ) 是 
闭集. 证毕 



图 4.4 

我们之所以把 Z 称为4的闭包，这是因为 Z 是包含着 A 的最小闭集.换 
句话说,有下述 

定理 4.4.10 在度量空间丑中，如果闭集 F 含有集 A 那么 FDA . 

证从极限点的定义和 ACF 可以直接推岀 ： C 由于假设 F 是闭 

集 ， P C F ， 所以 W C 因此 A = A \ JA f c F . 证毕 

不难由此得到结论: 4的闭包就是丑中所有包含4的闭集的 通集： 

A = p | F ( FcR 并且 F ’ C F ). 
fda 

定理 4.4.11 A 成为闭集的充要条件是 A = A 

例 3 设 L 是赋范线性空间丑中的线性子空间，那么 Z 是尺中包含 L 的 
最小的、闭的线性子空间. 
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证由定理 4.4.9, L 是闭集.今证 Z 是线性子空间. 设 x，y el , 根据引 
理3,必有 { x n }， { y n } C L , 而且 x n — x ， y n — y , 因此 x n y n ^ x + y . 但是 
+ L , 所以 x + 2/ G L . 同样可以证明，当 a 是数时 ,ax G 因此 Z 是线 
性子空间.由定理 4.4.10 得知 Z 是包含 L 的最小的闭集.因而 Z 是包含 L 的 
最小的闭的线性子空间. 证毕 

闭的线性子空间也简 称为印 绎悻于宰阀,或于牵同 • 

后面有时要用到下面的 概念： 

定义 4.4.6 设 A 是赋范线性空间丑中的子集，记 L 04)( 或 spanM }) 为 
A 中向量的线性组合全体所成的线性子空间，称(或 span { A }) 是由4张 
成的线性闭子空间. 

例 4设 6] 是区间 [ a ，6] 上有界函数 x = : r ⑷全体按通常的线性运算 
和范数 || x || = sup \x(t)\ 所成的赋范线性空间.令4是区间 [a^](a 彡《彡 6) 的 

t£[a,b] 

特征函数 X [ a ,^] 全体,显然 A C B[a,b}. 那么 A 所张成的线性闭子空间 L { A)D 
C[a, b}. 

证任取 x e C [ a , 6], 作 = a +-(6- a ), 作函数 

Tb 

n 

X n ( t ) = Z ^ i n) )(X 卜 ， #)] ⑷ - X 卜， d ⑷)， 

k=l 

那么 x n e L ( A ). 今证 ^lim || x n - x || = 0. 事实上，由于当 t e 时 

〜⑷ = 4#)), 所以 n 00 

\\x n -x\\ = max sup ⑴- x (^ n) )| 

(max \x(t) — x{t r )\ 

由函数 x (.) 在上的一致连续性立即可知 lim || x n - x || = 0. 因此，由引理 

n—oo 

3 ,x e L ( A ). 证毕 

这个例子在 §5.2 中要用到. 

例 5设 i ? 是赋范线性空间，4是丑中的凸集，那么4的闭包3也是凸 
集.（这个事实在 §4.9 引理2的系中用到 .） 

定义 4.4.7 设4是度量空间 i ? 中的点集，称和(丑_乂)是乂的 境界, 
记作 r ( A ). A 的境界中的点称作4 的境界点. 而丑 - A 中的点称为 A 的 外点. 

显然,任意点集4的境界是闭集 . 4的境界 r ( A ) 同时也是4的余集 R-A 
的境界，即 r ( A ) = r ( R - A ). 
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从引理3知道，境界点的特征是它的任何一个 a - 环境中既有4中的点，也 
有不在4中的点 . 4的境界点可以属于4也可以不属于 A 点集4的闭包 Z 
减去它的核 K ( A ) 就是4的境界.事实上 

A - K ( A ) = AC \( R - K ( A )) = AC\(R - A ) = r ( A ), 

此外容易明白，点集4的外点和4的余集 R - A 的内点这两者是一致的. 

3. 子空间的开集和闭集 应特别注意，内点、极限点、开集、闭集等概念都 
是相对于一定空间而言.我们以开集和闭集两个概念为例详细阐述这一点 如下： 

设丑是实数直线（按照通常的距离）五 1 的子空间[0, 1). 任取 a G (0,1), 我 
们容易看出 [0, a ) 及 [ M ) 分别是丑中的开集及 闭集； 然而它们在度量空间 E 1 
中就都是既不开、又不闭的点集.又如五 1 的子集 （0, oo ) 看成子空间时也是度 
量空间，因而 (0, oo ) 是子空间 (0, oo ) 中的闭集,但不是五 1 中的闭集. 

现在来讨论子空间中的开集和闭集的结构. 

定理 4.4.12 设 i ? 是度量空间， 4 是丑的子空间.那么，集 B 是 4 中的 
闭集的充要条件是存在丑中的闭集 C 使得 B = AC \ C . 

证 先证必 要性： 设及是 B 在丑中的导集，即 B 在丑中的极限点全体, 
那么 B 在^ 4中的极限点全体就是 B f f ] A y 因而 B 是^ 4中的闭集的充要条件是 
(^ n ^) c b , 即万门乂 =从因此可以取 c = ^ 这里 b 指的是 b 在丑中的 
闭包. 

再证充分性：如果 B = AflC ， 显然 C 〕 R 因为 C 是闭集，所以 CDB ， 
从而 B = A = 乂门瓦即 B 的极限点如果在 A 中必在 B 自身中，即 B 
是子空间4的闭集. 证毕 

定理 4.4.13 设丑是度量空间， A 为 R 的子空间，那么 B 是 A 中的开集 
的充要条件是有丑中的开集 O , 使 B = 4 f |0. 

证 在子空间 A 中， B 是开集的充要条件是 B 是 A 中的闭集，即有丑 
中的闭集使得 A[]C = A — B , 也就是 

B = A - ( AflC ). 

但是4-04门0)=(丑-(^)门乂，而丑— 0 = 0是丑中的开集. 证毕 

这两个定理说明：全空间中的开集、闭集和子空间作通得到的集，是子空间 
中的开集和闭集，而且子空间中的开集和闭集都是可以这样得到的.特别地，全 
空间的某开集或闭集，如果含在某一子空间中，那么必是这一子空间中的开集和 
闭集.但是反过来则不尽然.然而，如果子空间是全空间中的开（闭）集,那么子 
空间中的一切开（闭）集都是全空间中的开（闭）集. 
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设丑 是度量空间，4是丑的子空间，称度量空间4中的开集（闭集）是度 
量空间丑中 相对于 4 的开集（闭集). 

关于相对开集、相对闭集的概念还有一种提法是，设 B 是 i ? 中子集（不必 
是子空间4的子集）如果是 A 的开或闭子集，就称 B 是相对于 A 的开 
集或闭集.显然,对于这种相对开、闭概念,我们也有完全类似定理 4.4.12 、 4.4.13 
的结果: B 相对于4为开（或闭）的充要条件是存在 H 中开集 O (或闭集 C ), 使 
得= (或石门4 = 4门。). 

4. 联络点集、区域 我们知道，在直线上既是开集又是闭集的非空点集，只 
有全空间 (- oo ,+ oo ). 但是一般的度量空间（如离散的度量空间),却未必具有这 
个性质. 

例如将点集丑= [0,1] + [2, 3] 视为直线五 1 的子空间，那么 [0,1] 和[ 2 , 3] 是 
度量空间丑中既开又闭的点集，但 [0,1] 和[2, 3] 既非空集也不是全空间凡显 
然,一个空间如果能够分解成两个不相交的非空闭集之和，那么这两个闭子集都 
是开集（因为闭集的余集是开集).这时我们说这个度量空间是不联络的.反过 
来有 


定义 4.4.8 如果度量空间 i? 不能被分解为两个都不空的互不相交的闭集 
RiARa 的和，那么称丑是联络的空间. 

这里的“闭集”也可以换成“开集”，因为丑 i 与丑2互为余集.因此,与上述 
定义等价,可以说度量空间丑是联络空间的充要条件为 空间丑 中非空的既开又 
闭的点集只有全空间凡 

对于度量空间丑中的点集 A 如果视4为丑的子空间而成为联络的度量 
空间，那么称4是丑中 的联络点集. 联络的开集称为 区域. 至少含有两点的联 
络闭集叫 做连续点集. 

所含不止一点的联络点集4不能含有孤立点（相对于4的孤立点).事实 
上，如果 A 有孤立点: To , 那么 { Xo } 是 A 中的闭集；由于: To 是孤立点，所以 : To 
不可能是4 - {吻}的极限点，因此，4 -忻也是非空的闭子集，这和4是联络 
点集的假设冲突.因此，不止含有一点的联络点集是自密集.连续点集是完全集. 

例6 每个区间都是直线上的联络点集. 

证 以闭区间为例，其他三种区间 （ a , 6) 、 [ a , 6) 及 （ a ，6] 可以类似地证明.如 
果闭区间 [ a , 6] 不是联络的，设 [ a , 6] = 这里 A 、 戌是中互不相 

交的非空的闭集.由于 ▲与戌在 [ a ,6] 中互为余集，所以它们又都是 [ a ,6] 中 
的开集.设端点 a e 4作 


Ao = sup 入， 

[a ， 入 ] Cw4i 
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那么必有点列 A n — A 0 , 使得 [ a , A n ] C = 1,2,3,….由于 A 是闭集,所以 
Ao G Ai , 而且 [ a , Ao ] C A\. 但是 A 并非空集，所以 Ao < 卜又由于 Ai 是 [ a ，&] 
中的开集，4中的点 Ao 应是禹的内点，所以必有正数 h 使得 

[ 入 0, Ao + e) C 

这样一来，当 Ao < A < Ao + e 时 

[a, A] = [a, Ao] + [Ao, A] C Ai, 

这和 A q 是上确界冲突.因此， [ a ，6] 是联络点集. 证毕 

例7赋范线性空间是联络空间. 

证 如果赋范线性空间 X = {0}, 显然 X 是联络的.所以不妨设 X / {0}. 
假设4是 X 的既开又闭集,并且0 e A 今证必有 A = X. 事实上，因为4是开 
的，所以有 r 0 > 0,使得0(0,7* 0 ) C 如果有 ，记 a 0 = mi{a\ax 0 eA,ro ^ 
o ： 彡1}，那么易知 a 0 x 0 e Af]X - A . 但 A、 X - 4都是既开又闭集，所以 
a 0 x 0 eAn ( X - A ), 显然这不可能.所以证毕 

5. 点集间的距离 

定义 4.4.9 设五和 F 是度量空间丑中的非空点集.称 


inf 

xeE, y eF 


p (^, y ) 


是 E 与 F 间的距离，记作 p { E , F ). 特别当 E 中只有一点 x 0 时，称 { x 0 } 与 F 
的距离是点 X 0 与 F 间的距离，记为 




例如， i ? 是 C [ a , b }, F 是阶数不超过 n 的多项式 P n ( t ) 全体， x ⑴ G C [ a ,6], 

那么 


inf 

P n (t)eF 


P(^ 5 Pn) 


P^e F a^J x{t) ~ PM 


它就是用 n 阶多项式均匀逼近: r ⑷的最佳值. 
xeF 的充要条件是 p ( x ， F ) = 0. 

事实上，如果 xeF , 那么必有 { x n } C F , 使得 p ( x n , x ) — 0•由 p ( x , F ) ^ 
p ( x , x n ) 得到 p ( x , F ) = 0. 

反过来,如果 p ( x ， F ) = 0,必有 { x n } C F 使得 p ( x n ， x ) — p ( x , F ) = 0,因此 
x n — x ， 所以有 xeF . 证毕 
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6. n 维欧几里得空间中的 Borel 集 我们再来补充讨论一下在 n 维欧几 
里得空间五 n 中研究 Lebesgue 测度或 Lebesgue - Stieltjes 测度时常用的 集类. 
我们仍然用凡 表示 中形如 

C({ai}, {bi}) = {(XU 2 , … y x n )\ai < 而《 6“ i = 1 ， 2,… ， n} 

(其中 -oo <ai ^bi < +00 ) 的半开半闭室全体所张成的环. 

定义 4.4.10 称由 ％ 张成的 P 中的最小 a - 环 S { Ro ) (其实，还是 a - 代 
数）中的集是 P 中的 Borel 集,这种集的全体记作 

定理 4.4.14 中的开集、闭集都是 Borel *, 而且 P 中开集全体（或 

者闭集全体）所张成的^环就是 

证设 O 是中的非空开集，我们考察含在 O 中而且叫、\都是有理数 
的室 C ({ a ,},{6,}) 的全体3,它共有可列个,今证 

0 = (J (4.4.1) 

caa ^^ b^ed 

对每个 X = ( X1 , X2 , …， x n ) e O , 由于 (9 是开集，必有正数 e 使得 0( x , e ) c O . 
取有理数 ai.bi 使得 


£ - £ 
^ Qj% ^ Xj^ ^ 0^ ^ OC^i ~^ 

n n 


那么显然 : r € C ({ ai },{ bi }) C 0( x , e ) C 0, 这时 : r G C ({ ai },{ bi }) G O . 因此 
(4.4.1) 成立. 由于 C ({ ai } y { bi }) e i 2 o , 而且 6 为可列集，所以 0 G S ( Ro ). 

令 U 是 E - 中开集全体所成的集类,那么 S ( U)C S ( Ho ). 反过来 

oo 1 

C({ai} y {bi}) = p| {(xi, •• - ,x n )\ai < 〜< ~ + — ，< = 1 ， 2,… ， n }， 
m=i m 

上式右边是可列个开集的通集，当然属于 S [ U ), 因此 , Ho C S ([/), 所以 S ( U ) = 
S ( Ro ) (或从 S ( Ro ) 是代数及 S ( U ) = S ( Ro ) 可 得). 同样可证闭集的全体所张 
成的 a - 环也是 S ( Ro ). 证毕 

7. 赋范线性空间中的商空间 在 §4.2 中，我们介绍了线性空间的商空间概 
念.现在利用度量空间中闭集概念来讨论赋范线性空间中的商空间. 

假设五是赋范线性空间丑中闭的线性子空间.作出商空间 R / E , 对于 
xe R / E , 令 

\\x\\ = ^l\\y\l 
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容易验证 || 斤 || = ||S5||, | 问 | > 0. 如果 P|| = 0, 必有 y n G 元使得 0 ,但 
之 n = yn — x E ： E, 由于 £* 是闭集，所以 : r = lim G 五，因此 x = E = 0. 再证 

• • * * n—oo 

||5 + yK || x || + || y ||. 

由 PII 的定义 ,^ Xn exAy n ey, 使得 

KKPII + ^||yn||^ 11^11 + ^ 


因为， x n -\- y n ex -\- y , 从而 

\\ x ^ y \\^\\ x n + yJ^m + ^M + K 

令 n — do 便得到 \\x + y \\ ^ || x || + || y ||. 于是 R / E 成为赋范线性 空间. 今后对于 
赋范线性空间丑，在商空间 R / E 中都是如上地引入范数（这个范数称为原来范 
数的诱导（出的）范数)，使 R / E 成为赋范线性空间. 

例如，设 iV 是12的可测子集，令 E = {/|/ e 当 x e AT 时 

f{x) = 0}, 那么 E 是中的闭线性子空间，而且当 f，ge LP(n ， B,/i) 
H . f - geE 的充要条件是/和 g 在 TV 上几乎处处相等.这时 

ll/ll = inf ||^ + /||p, 


我们取 

那么 g £ E, 而且 

但另一方面容易证明 

所以 


分 ㈤ 


-/(X), xeN, 

0, x e N, 


\\f + g \\ P =^ J N \ f \ p d ^ 


ll/IP 1/1、 


ll/ll = (/j 牌 )' 

因此,如果我们作映照 u : L ^{ Q ^)/ E -^ L ^{ N , fi ) 如下: 

JeL ^ Q ^)/ E ^ f \ N , 


其中 / k 是 / 在 AT 上的限制，那么 U 是保持范数不变的一一对应，因此可以把 
U \ n , B 々 、lE 与 LP { N , B ^) 视为 同一. 
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习题 4.4 

1.设 B 是度量空间中的闭集，证明必有一列开集 OlOl ... 包含 B 而且 

oo 

Pi On = 

n=1 2.设 F 是度量空间中的点集， a 〉 0. 证明 

0( F , a ) = {x\p(x,F) < a} 

是开集.问 {x\p(x,F)^a} 是否闭集？ 

3. 设 B C [ a , 6], 证明度量空间 C[a,b] 中的集 

{ x | 当 t G B 时， : c ( i ) = 0} 

是中的闭集，而 

{: c | 当 t G B 时， | x ⑷ | < a } (a > 0) 

为开集的充要条件是： B 为闭集. 

4. 设 {A a \aeA} 是度量空间的一族集，证明 

(n 烏 ) c pk. 

\aeA / aeA 

又证： 对于任何有限个集 山、…、 ，有 

(ALMbU … \ JA n y = 切切… LK . 

5. 证明定理 4.4.11: A 为闭集的充要条件是 A = A. 

6. 设集 A 是复平面 E 2 中适合如下条件的点 z 的 全体: 或是 ㈤ < 1，或是1 <㈤ < 2 
但 arg z 是有理数.求出 A 的闭包、核、境界和所有的外点. 

7. 设欠是度量空间丑中的点集， 证明： K(A) = R- (R-A). 

8 . 设五及 F 是度量空间中的两个集并且 p ( E , F ) > 0. 证明必有不相交的开集 O 及 
G 分别包含 E 及 F . 

9. 对于度量空间丑中的点集五上的实函数 / Or )， 如果对于每点 x 0 eE 有 

lim sup f(x) < f(x 0 ), 
r ~^° xeo ( x 0 , r ) n ^ 

称 / Or ) 在: co 是 上半连续的. 试 证：当 /( x ) 是五上的上半连续函数（即/在五的每点都 
上半连续）时，对任何常数 a ， 集 

E(f(x) ^ a) = {x\f(x) ^ a} 

是闭集.反之也真. 

10. 证明： 子空间的联络集必为全空间的联络集.其逆真否？ 
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11. 设尺是度量空间， A 是丑中的点集.如果对于 A 中的任何两点有 A 的联络 
子集包含这两点，那么 A 是联络点集. 

12. 设五是赋范线性空间丑的线性子空间，在丑/五上，令 

p(^) = ^i\\y\l 

yex 

证明 p 是 R / E 上拟范数（半范数)，并指出使 p(^) = 0的王全体. 

13. 设 F 是度量空间丑上有界闭集， xoGF, 问是否存在训 e 使得 

p ( x 0 , yo ) = p { x 0 l F ), 

为什么？ 

14. 设 gu g 2 r .、 g n 是赋范线性空间 R 上 n 个线性无关的元素， x e R 如果存在 
入1，入2,…， A n ， 使得 


x _ \igi 



其中 A4, …， /Xn 是任意 n 个数. 称向量 xo = 为 X 在子空间 span{p 1， ... ，夕 n} 上 

的最佳逼近（这种最佳逼近的存在性可见 §4.9 fjk 14). 证明：在丑是严格赋范时，对于0； 
的最佳逼近是唯一的. 

15. 设丑是赋准范线性空间, E 是闭线性子空间，仿本节第七小节,证明 R / E 也是赋准 
范线性空间. 

16. C 是欧几里得空间五 2 上单位圆周： C = {e ie \0 < e 《 2n}. 称集 7 = {e w \0 <a< 
G < K 2 n }^ C 中 开弧. 证明 :(i) 开弧必是五 2 的子空间， C 中 开集； 

(ii) C 中任何开集必可表示成最多可列个互不相交的开弧的和，并且这种表示是唯一的. 

17. B n 表示 n 维欧几里得空间上 Borel 集类 ， C 称集类门 C 为 C 上 

Borel 集类（实际上就是 C 中一切 Borel 子集全体). 当 C 为 E 2 中单位圆周时， 记 G 为 C 
中开弧全体 （C 本身也算作开 弧). 证明 B 2 f]C = S ( G ). 

18. C 是五 2 上单位圆周•: T 是 （0,2 ji ] -> C 的映照， T : e ix . 证明 B 2 f]C = 


§4.5 连续映照 

1. 连续映照和开映照 仿照函数的连续性，在度量空间中可以引入映照的 
连续性的概念. 

在数学分析中，函数的连续性是这样定义 的：设 /是区间 [ a ，&] 上的函数， 
工 0 e [ a , b ], 如果对任何正数 e ， 有正数使得当 \ x - x 0 \< SH ,\ f ( x )- f ( x 0 )\< e , 
那么就称/在： r 。 点连续.如果改用环境的语言来叙述，这就是说，对于/(吻）的 
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任何 e - 环境 O(f(x 0 ),e) = (f(x 0 )-€j(xo)-be), 必有: r 0 的一个心环境 O(x 0 ,S) = 
(x 0 -5,x 0 -hS), 使得当 : r e OOroJ ) 时 /⑷ e O(f(x 0 ),s), 就称 / 在： ro 是连续 
的.这个概念可以推广到一般度量空间，而且环境也不一定用 OOro ， J ) 的形式， 
可改用一般的环境. 

定义 4.5.1 设丑和尺是度量空间，/是4 C 丑到尺 中的映照（映射). 
设 ： ro e A 假如对于 f(x 0 ) 的任何环境 O(f(x 0 ))(c K), 必有： r 0 在丑中的 
一个环境 OOr 0 )， 使得 f(O(x 0 )r\A) C O(f(x 0 )) (就是说当 : r e 0(吻)门乂时， 
f(x)e 0(/(吻)))，就称映照 / 在点: r 0 是连续的 • 

假如映照/在4的每一点都连续，就称/ 是^ 4上的连续映照.特别地，当 
像空间 K 是实数直线五 1 或复数平面时，称 / Or ) 为连续函数. 

对于/是多变元的映照，也有连续的概念.例如/是二元映照时，如果对任 
何 /(^ o , yo ) 的环境 0(/0 ro ， yo))(c K )， 必有 x 0 , yo 的环境 0 (卻)， 0 ( 2 / 0 )，使得 

f ( O ( x 0 ) r \ AO ( y 0 ) r \ B ) ^ O ( f { x 0 , yo )), 

其中 A B 为第一、二变元的定义域，称/在点 ( x 0 , m ) 连续.类似也有连续函数 
概念.但我们只讨论一个变元的情况. 

定理 4.5.1 设/是度量空间丑的子集4到度量空间 K 中的映照，那么 
下面三件事情等价. 

(1) 映照 / Or ) 在点： r G 是连续的. 

(2) 对于 f ( x 0 ) 的任一 &环境0(/(吻)，幻必有： r 0 在丑中的士环境使得 
f ( 0 ( xo , S ) nA ) cO ( f ( xo ), e ). 

(3) 对于4中任意一列收敛于： To 的点 {x n }, 成立着 

lim f(x n ) = f{x 0 ). 

n—^oo 

证从⑴推 (2): i ^ f^xoeA 处连续，那么由连续的定义，对于 /0 r o ) 的 
环境 O(f(x 0 ),e), 必有： r 0 的环境0(吻)，使得/(0(吻)门义 ） C 0(/(吻)/)，因为 
工 0 是 O(x 0 ) 的内点，必有正数乂使开球 O(xo ,S) c O(x 0 ). 因此 f(O(x 0 , 
f ( O ( x 0 ) nA)c O(f(x 0 ),e). 这就是 （2). 

从 （2) 推 （3): 设映照/在点吻适合条件 (2). 任取 {x n } C A,x n ^ x 0 , 必有 
自然数 AT 使得当 n 彡 AT 时 p(x n ,x 0 )<S, 根据(2)，所以此时 f(x n ) G O(f(x 0 ),e), 
即当 n ^ iV 时有 

p(fMJ(x 0 )) < e, 

即得⑶. 
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从⑶推⑴：用反证法.设映照 f ^ xoeA 适合条件（3)，而/ 在吻 点不连 
续. 那么必有7(利）的环境0(/(吻))，使得对于： r 0 的任何环境 O ( x 0 ), f ( O ( x 0 ) n ^) 
不全包含在环境 O ( f ( x 0 )) 之中，特别地，对于球 O (^ r 。， ^ j ^ x n GO (1 

Af (^ nWO ( f ( x 0 )). 因此: Tn G A , p ( x n , X 0 ) < 但是由于条件⑶应有 f ( x n ) 

Tb 

f ( xo ) (由收敛的定义).因此对 f ( xo ) 的环境 0(/0 ro ))， 又应有 AT 使当 n 彡 AT 时 
f { x n ) e O ( f { x 0 )), 这是矛盾.所以 / Or ) 在吻处必 连续. 证毕 

显然， R 中的孤立点是任何映照的连续点.又例如赋范线性空间丑中的下 


面两个映照 


ax (a 是固定的数)， 

(x,y)^ x-hy 

(这也就是线性运算）是连续映照（其中第二个映照是二元连续映照). 

定理 4.5.2 设丑， K 是度量空间，映照 f .R — K . 那么映照/在 i ? 上连 
续的充要条 件是： 像空间尺中的任一开集丑的原像 G = { x \ f ( x ) e H } (常常记 
为甚至简记为广 1 丑）是 i ? 中的开集. 

证 设/是丑到 K 的连续映照，任取 K 中的开集丑.如果广 1 (丑）是 
空集，那么它自然是开集.如果 G = f -^ H ) 不是空集，任取一点 : ro G G ， 那么 
yo = f(x 0 ) € 丑， 丑就是 y 0 的一个环境，由 / 的连续性 ，在丑 中必有 x 0 的一个 
环境0(吻)，它的像 f(O(x 0 )) C H. 因此， O(x 0 ) C G , 所以: ro 是 G 的内点，因 
此 G 是丑中的开集. 

反过来，假如任何开集 a C K 关于 f 的原像 G 是开集，那么，丑中每一点 
Xo 的像 f { xo ) = yo 的任一环境 O (/0 ro )) 的原像也是开集.显然: r。e t /， 故 
U 可看成： To 的环境.于是 f ( U)c O ( f ( xo )). 从而/⑷在： r G 处是连续的.证毕 

定义 4.5.2 当一个映照 B 把定义域 9{B) 中的每个开集映照成值域 深 (B) 
中的开集时，就称 B 是开 映照. 

因此，由定理 4.5.2 可以得到开映照与连续映照的关系 如下： 

系 1设/是度量空间丑到 K 上的可逆映照，那么/成为连续映照的充 
要条件是/- 1 成为开映照. 

定理 4.5.2 中的开集可以换成闭集. 

系 2设丑和 K 是度量空间，/是丑到 K 中的映照.那么 f 在 R 上连 
续的充要条件是像空间 K 中任一闭集 F 的原像 /1 F ) 是丑中的闭集. 
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定义 4.5.3 设/是度量空间尺的子集4到度量空间 K 的子集 B 上的 
一一对应，并且/以及它的逆映照/- 1 都是连续的，那么称/是4到 B 上的 
拓扑映照.这时称4和 B 是 拓扑同构或同 胚的. 

假如两个空间丑和 K 是拓扑同构（或同胚)，根据 fj - 1 都连续，由定理 
4.5.2 可知，不仅尺，尺之间点可以——对应，而且 R ， K 中开集全体之间也—— 
对应，即 R ， K 中所有邻域之间也是一一对应的.然而当我们只讨论连续性时，由 
于连续性的概念只依赖于邻域的概念.因此在只讨论仅与连续性有关问题时，我 
们可以把两个拓扑同构的空间看成是一个.拓扑同构是拓扑空间理论中很重要 
的概念. • 

我们把子集4和 B 都分别看成度量空间，由上述定理 4.5.2 可知，4到 B 
上的一一对应/成为拓扑映照的充要条件是： 4中任何开（闭）集的像是 B 中 
的开（闭）集，并且 B 中的开（闭）集必是4中某一开（闭）集的像. 

2. 闭映照 （这一段在初学时可以暂时不读，待到读第五章闭图像定理时再 
回过来读.或者连同闭图像定理一起都可以暂时不读，直至读到 §6.9 中无界自共 
轭算子时再读 .） 

我们仿照函数图像的概念可以引进映照的图像.设 X 和7是两个集， T 是 
货 ( T)(C X )到 F 中的映照（算子).我们作 X 和 F 的乘积集 XxF = {(x,y)\xe 

G ( T ) = {( x , Tx)\x e ^{ T )} 

为映照（算子) T 的 图像. 当 X 和 F 是实数直线， T 是通常的函数时，这里的图 
像就是通常的函数图像. 

特别当是两个度量空间时我们可以自然地在 Xxy 上引进 
距离如下 

p(bi ， yi) ，（ T2 ， y2)) = \/p(Ti ， T2) 2 + P(yi ， y2) 2 , 

这样得到一个乘积度量空间 （X x Y , p ). 如果 （ X ， p )，( y ， p ) 分别是 n 维和 m 维 
的欧几里得空间，那么 （X x y ， p ) 是 n + m 维的欧几里得空间. 

定义 4.5.4 设 （ X ， p )，( y , p ) 是两个度量空间， T 是货 ( T)(C X )到 y 中的 
算子，如果 T 的图像 


G ( T ) = {( x , Tx)\x e ^( T )} 

是乘积度量空间 （x x y ， P ) 中的闭集，那么称 r 是闭算子或是闭 映照. 


①显然 (x, P ), (y, P ) 以及下面的 (XxY^p) 中的三个 P 是有区别的，但我们为了简便都形 
式地写成一个 p, 这是应该注意的 . 
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引理1设 ( X , p ),( y , p ) 是两个度量空间， t 是少 ( t ) C x 到 y 中的算子， 
那么 r 成为闭算子的充要条件是对任何点列 { x n } G 货 ( T )， 当 x n 4 xo ， Tx n 4 
yo 时， To G 少 ( T )， 而且 2/o = Txq. 

证条件的必 要性： 如果 T 是闭算子，那么当 { x n }c ^{ T \ x n ^ x ^ Tx n ^ 
2 / o 时，显然 {( x n , Tx n )}c G ( T ), 而且在乘积度量空间 （ XxF ， P ) 中， ( x n , Tx n ) ^ 
(工 o,2/g). 由于假设 G ( T ) 是闭的，所以 Oro ， yo ) e G ( T )， 这就是 ： ro G S >( T),yo = 
Txq. 


反过来，如果条件满足，任取 {{ x n , Tx n )} C G ( T )， 而且 ( x n , Tx n ) Oro ， yo )， 
那么显然 { x n } C 9{ T ), x n x 0 , Tx n y 0 . 由条件: ro G S ^ T )， y Q = Tx 0) 即得 
到 ( xo , yo)e G ( T ). 因此 G ( T ) 中每个收敛点列的极限在 G ( r ) 中，所以 G ( r ) 是 
闭集. 证毕 

这个引理的充要条件也往往作为闭算子的另一个等价定义. 

现在我们要研究连续映照和闭映照的关系. 


引理2定义域是闭集的连续算子必是闭算子. 


证设 （ X ， p )，( y , p ) 是两个度量空间， T 是货 ( T ) C X 到 Y 中的连续算子， 
^( T ) 是闭集，那么当 { x n } C 这 ( T )，〜— : r 0 , T : r n — y 0 时，由 ^( T ) 的闭性得到 
e 货 ( T )， 又因为 T 是连续的， yo = = Tx 0 . 根据引理1， r 是闭算子. 

一般说来闭算子不一定是连续算 

例 1我们考察度量空间 C [ a , b ] 的一个子集货 = {: r|:r € C [ a , b],x 有连续 
导函数 }. 我们作货— C [ a , b ] 的求导算子 r 如下： 当 : r e 货时 


如果 { x n } C 而且： r n —► a :。， ^- x n y 0 , 这就是说 {〜} 在 [a,6] 上 一 致收敛 

dr 

于函数: r Q ， 而且 f 在上也一致收敛，根据数学分析中熟知的定理，极 

限函数 xo 也是可以求导的，而且求导和极限运算可以交换，即 


士。⑷ ' L ⑷， ⑷. 

这样一来 ，吻 e ^, y 0 = Tx 0 , 所以 T 是闭的.从我们这里的观点来看，刚才引用 
的数学分析中的这个定理实际上就是等价于 - C [ aM 中求导算子^是闭算子 
显然 T 不是货 ( T ) — C [ a , b ] 的连续算子，因此闭算子不一定连续. 

在 §5.4 中我们将讨论闭算子何时成为连续算子. 
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利用算子的图像研究一些“不连续”的算子是 von Neumann 引进的一种有 
效的方法，它常用来讨论闭算子.泛函分析中对闭算子讨论得比较多的是线性闭 
算子理论.在例1我们看到的微分算子不是连续算子而仅是闭算子.其实，更一 
般地，在微分方程理论中所出现的线性微分算子，绝大部分在常见的度量空间上 
容易验证它是闭算子.这就是我们要讨论闭算子的理由之一. 

3. 连续曲线 

定义 4.5.5 设 y = f(x) 是区间到度量空间尺的一个连续映照，那 
么称 y = f(x) 为 R 中的连续曲线，也称点集 /([ a ， 叩是尺中的连续曲线. 

例如设尺是欧几里得平面五⑴ j ⑺是上的连续函数，由方程 

X = = 功⑷ (a^t^b) 

或 (x,y) = z(t) = ((p(t)^(t)) 所确定的 [ a ， b ] 到五 2 中的映照，就是平面上的连 
续曲线. 

定理 4.5.3 设 B 是度量空间丑中的联络点集， f 是 B 上的连续映照，那 
么 B 的像 f(B) 也是联络点集. 

证用反证法.如果 A = f(B) 不是联络的,那么必有非空的不相交的闭集 
Ai N A2 使得 A = Ai U 八 2 , 由定理 4.5.2 的系， / _1 (^4i) 及/ _1 (^ 2 )都是闭集，两 
者都不是空集而且不相交，显然 b = r i ( Ai )[ jr 1 ( A 2 i 这样一来， b 就不是联 
络的了.这是矛盾.所以 a 是联络的. 证毕 

因为区间 [ a ，6] 是联络点集，所以由定理 4.5.3 就得到 

系1连续曲线是联络点集. 

系 2如果对于度量空间丑的任意两点： r ， y ， 必有连续曲线通过它们（即 
x，y 属于某一连续曲线)，则丑必是联络的. 

容易证明，欧几里得空间中的开集4成为区域的充要条件是4中任意 
两点必有4中的连续曲线通过它们.通常在复变函数论教程中所使用的平面上 
区域的概念正是这样定义的. 


习题 4.5 

1.设丑为赋范线性空间， RxR 为形如 

(x,y),x,y e R 
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的向量组全体，按照线性运算及范数 

a(x,y) + ol{x , y) = (ax 4 - olx , ay 4 - oty), 

所成的赋范线性空间.证明尺 X 丑到丑的映照 (x,y)^x + y 是连续的. 

2.设丑是赋范线性空间， 在 RxR 上赋以范数 || . || 如习题1， 又 m 上赋以范数 

II - Hi : 

ll(H/)l|i =max(||x||, II2/H), 

设 / 是（丑 x 仏|| • II) 到（尺 xR, ||.||i) 上映照 


/(( 工， 2/)) =(工，2/)， 


证明/是拓扑映照. 

3.设丑是赋范线性空间，在丑 x 丑 上赋以如习题2中的两个范数 || . ||， || • |U，/ 是 
(丑\丑，||.||)到（丑 x 丑， ||.||i) 上映照 


/ : ( x ， y )— (工1，2/1)， 



即 xi = ax by, yi = cxdy , 而数字阵 


4 .设丑为赋范线性空间 ，纪 为形如 




是非奇的.证明/是拓扑映照. 


(a,x),x G R，a 为数 


的元素全体，按照线性运算及范数 

A(o:,x) + fi(/3, y) = (Xa + ^(3, \x + fJ/y), 

||(o:,x)|| = |a| + ||x|| 

所成的赋范线性空间.证明 纪到丑 的映照 (a,x)^ax 是连续的. 

5. 设（X, p)，(V», (2, p) 为距离空间，/是（X，/9) — (V» 的连续映照， P 是 （Y, p) — 
(Z,p) 的连续映照， 证明贞 /) 是 (X,p)^ (Z,p) 的连续映照. 

6. 设尺是度量空间， A 是丑的子空间./是 A — 尺的映照.如果: r 0 为4的孤立点， 
那么仰是/的连续点. 

7. 欧几里得空间五 71 中的开集4成为联络点集的充要条件是 A 中任意两点都有 A 中 
的连续曲线通过它们. 

8. 设尺是度量空间， A 是尺的子空间，/是4上的实函数.证明/成为连续函数的充 
要条件是对每个实数 C ，集 A(f(x) ^ c) 与集 A(f(x) ^ c) 是子空间 A 中闭集. 

9. 证明 [a,&] 上有界实函数/是连续的充要条件是集 G/ = {(xj(x))\xe [a,b]}&E 2 
上闭集. 
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10. 举例说明在一般度量空间中，即使定义域是闭集的闭映照也未必是连续的. 

11. 设 Gi , g 2 是度量空间丑中两个子集，并且 

d ( Gi , G 2 ) = inf p { x , y ) > 0, 

icGGi，y gC?2 

证明必有丑上连续函数/,使得0彡/ < 1,而且 


§4.6 稠密性 

1. 稠密性的概念 第一章里我们已经讨论过欧几里得空间中点集的稠密性 
概念，不难把它拓广到一般度量空间的点集，并且成为度量空间（特别是赋范线 
性空间）理论中重要概念之一. 

定义 4.6.1 设尺是度量空间， A 及 E 是 R 中的点集.如果 E 中任何一 
点: r 的任何环境中都含有集4中的点，就称4在 E 中稠密. 

显然，从 §4.4 引理3立即得到下述的 

定理 4.6.1 ⑴ 4 在五中稠密的充要条件是 Ad E . 

( ii ) A 在 E 中稠密的充要条件是对任一 xeE ,^ A 中的点列{〜}，〜 — 
x(n oo ). 

由定理 4.6.1 的 （ ii ) 看出，稠密性概念有这样的 用处： 当我们考察点集 E 是 
否具有某些性质时，我们有时可以先对其中的稠密子集加以考察，然后利用极限 
过程推出整个五的相应的结论. 

定理 4.6.2 设丑是度量空间， 4、 B 和 C 是尺中的点集.如果 B 在乂中 
稠密， C 在 B 中稠密，那么 C 在4中稠密. 

证由定理 4.6.1 的⑴，我们有否 D 3尽 但否 是包含 B 的最小闭 
集，既然 U 是闭集而且含有琴所以 U D 瓦因此 U D A 即 C 在4中稠密. 

证毕 

在数学分析中已经证明了 Weierstrass 的逼近定理(参看 [9] 或[10])， 就是说 
对区间上的任何一个连续函数 f ( x ), 必存在一列多项式 P n (: r ) 在 [ a ，6] 上 
均匀收敛于 / Or ). 记 P 为多项式全体所成的线性空间，我们把它看成度量空间 
C [ a , b ] 的子集，那么上述 Weierstrass 定理可用度量空间的稠密性改述如下. 

定理 4.6.3 P 在 C^ ， b] 中是稠密的. 


1 2 
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定理 4.6.4 设五是//可测集， LP ( E ,^) 中的有界可测函数全体是 
L p ( E , fi)(oo > p ^ 1) 的稠密子集. 

证设 / Or ) G LP ( E ， fi )， 对每个自然数 n， 造函数 



1 /⑻I <几， 
1/⑻ I 〉几， 


那么 / nOr ) 是 LP(E^) 中的有界可测函数，而且 



\fn(x) - f{x)\ P dfl = 



1 /⑷ | p d/i 


由于 |/|P e L(E,fi), 由积分的全连续性，对任一 e > 0,必有 J > 0,使得当 
e C E,fi(e) < S 时成立着 

h l/l P d/i < e p , 

因为 

n p fji(E(\f\ > n )) < [ \f{x)\ p dfi^ f |/| p d "， 

所以有正数 iV ， 使当 n > AT 时 fi{E(\f\ > n)) < 5, 因而 



所以 E 上的有界可测函数全体 B (五）在 LP(E^) 中稠密. 证毕 

定理 4.6.5 对于直线上任一 Lebesgue 可测集五，当1 < p < oo 时， L^(E) 
中的有界连续函数全体在 LP(E) 中是稠密的 • 

证我们只就 m(E) < oo 来证明（其余读者完成).记 LP(E) 中有界连续函 
数全体为 M ， 由定理 4.6.2 和定理 4.6.4 可知，只要证 明：按 L^{E) 的距离， M 在 
是 E 上有界可测函数全体）中稠密. 

任取/ G B ⑻，设 |/( x )| (K，xeE. 显然，只要 证明： 对任何正数 e ， 必存 
在 M 中的点仏使得 g G 0(f,e). 事实上，对任何 £ > 0, 由 JIy 3 MH 定理，对于正 

数5 = (^) P , 存在 E 上的连续函数 g(x), 使得集玢= E(f(x) ^ g(x)) 满足 


m ( Ei ) < 5, 
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不妨设 \g{x)\ < K. 如果不对的话，把 〆 t ) 换成连续函数 max(min(g(x),K), -K) 
就行了.于是 


/ 1/⑷-分⑻|他 

JE 

= [\ f ( x ) - g { x )\ p dx - {- [ \ f ( x ) - g ( x )\ p dx , 

J Ei J E—Ei 

由于在 E 上， /( x ) = g ( x ), 所以上式右边第二个积分是零，而第一个积分显 
然不超过 (2 K ) Pm ( E 1 ) < 于是11/ - g|| P < h 即0(/，幻中有 M 的点仏 因此 
由定义 ， M 在 B 中稠密. 证毕 

系 设 [ a ，6] 是有限区间， p 彡1，那么 P 和 C [ a ， b ] 在 LP ([ a , b ]) 中稠密. 

2. 可析点集 设尺是度量空间，4是丑中的子集.如果存在有限集或可 
列集 {^ fc } C 丑在4中稠密，就称4 是可析点集. 可析点集，形象地说，是可以 
用最多可列个点就能被近似地描述的集.从定义来看，虽然这可列个点可 
以不是4中的点，但我们能 做到： 如果4是可析集，那么必有4中的有限个或 
可列个点在4中稠密.事实上，由于集在4中稠密，对任何自然数 n ， 当 

Af ]0 (^总)不空时，任取其中的一点細，如果 Af ]0 空时，不取 

点，易知，4中的这些点 y fcn ， A:，n = 1，2,3,…的全体就在4中稠密 • 

当空间丑本身是可析点集时称丑 是可析空间. 

在数学的一些分支，如微分方程、概率论、函数论以及经典数学物理和量子 
物理学中最常见到的一些度量空间往往是 p 方可积函数空间、连续函数空间、解 
析函数空间等，它们都常常是在给定的距离下成为可析空间. 

由于可析空间有在其中稠密的可列集，研究起来就比较容易.当我们讨论有 
关这类空间的某些问题时，往往可以从空间中挑选出对那个问题最适宜的一个 
可列的稠密集，在这个稠密集上来进行考察，然后再利用稠密性推广到整个空间 
上去.例如在 §5.2 中研究可析空间上连续线性泛函的表示式时，就是先挑选适 
当的稠密集，考察线性泛函在这个稠密集上的表示，然后再得到全空间上的表示. 
又如，可以在某些线性的可析空间上适当地引进某种维数的概念，使它成为可列 
维的，又可以用线性可析空间中一列有限维的子空间逼近原来的可析空间，这显 
然对所讨论的问题有不少好处，例如在第六章中我们将能看到这一点. 

例 1 n 维欧几里得空间按通常的距离是可析空间.因为坐标为有理 
数的点全体是可列集，并且在五 71 中稠密. 

例2 当1 < p < oo 时，空间是可析的.因为形如 y = { yi , V 2, • * - 2/ m , 
0, • • • L 而2/1，2/2,…， ym 是有理数的点的全体4是可列集，它在 P 中稠密.事实 
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上，任取 rr = {〜}，设 rre P ， 今证 xeA . 由于 L I 〜 l P < oo , 对任意的正数6 

1/ 

必有 m 使得 ^2 \ X A V < ( I )' 再取有理数 2/1 ， … ， 2/m 使得 ^2 \ Xv ~ y ^ P K 

i/=m+l v—\ 

，因此乂中的点2/ = {?/1，… ，2/ m ，0, … } 与 re 的距离 ||y — rr|| p < £，即 
ye 0{ x , e ) f ] A , 所以 xeA . 证毕 

例 3 C [ a ,6] 和 LP [ a , b](oo > p ^ 1) 是可析空间.因为对任意的多项式 

P(x), 总有以有理数为系数的多项式 pOr ) 适合 

||P — p \\ = max \ P ( x ) - p ( x )\ < e , 

X 

由定理 4.6.3 和定理 4.6.5 的系就知道所述为真. 

例 4有界数列全体组成的空间是不可析的. 

证 1°° 中形如 { xi}, Xi = 0或1的点，其全体记为 K ， 则 K 是不可列集（见 
定理 1.2.12), 对于 K 中任意的相异两点 a ;, 2 /，必有 p ( x , y ) = 1, BP I 00 中有一个 
不可列的集其中每两点之间的距离都是 1. 如果严是可析的，那么有可列集 

{%}在 Z °° 中稠密，空间 P 中以 K 中点为中心， | 为半径的每一球内至少有一 

o 

个 y k , 因为这种球有不可列个，但是切 J 中只有可列个点，所以至少有一个价， 
同时属于两个不同的球，例如属于 O ⑴， D 其中 x ^\ x ^ eK . 

这样一来 

1 = p{x {1 \x {2) ) ^ p{x {1 \y ko ) + p{x {2 \y ko ) ^ ^ ^ 

这是矛盾.所以空间是不可析的. 证毕 

3. 疏朗集 和实数直线上的疏朗集一样，可以在度量空间中定义疏朗集. 

定义 4.6.2 设是度量空间， A 是的子集.如果4不在的任何一 
个非空的开集中稠密,那么 A 称作疏朗集. 

显然,这个定义中的非空开集可以换成半径不为零的开球. 

我们用 S ( a , p ) 表示闭球 { x \ p ( x , a ) < p }, 那么 A 在度量空间中疏朗的充 
要条件是任何闭球 S ( a lP )( p >0) 中必有闭球 5(6, r )( r 〉 0) 与 A 不交. 

事实上,如果 A 是疏朗的，那么 A 不在开球 0( a ， p ) C 5( a , p ) 中稠密，所以 
必有6 € 0( a ， p ) 以及6的 e - 环境0(6, e ) (不妨设 0( b , e ) C 5( a ， p )) 使得 0( b , e ) 
和 A 不交.取0 < r < e ， 那么 5(6, r ) C 0( b , e ) C 5( a , p ), 而且 5(6, r ) 与 A 不 
交.条件的充分性是显然的. 
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在度量空间中的点集 A 如果能表示成为最多可列个疏朗集 M v {y = 1,2, 
3, …） 的和,就称4 是第一类型 的集.度量空间中的不是第一类型的集称 作第二 
类型 的集.第一、二类型集又分别称为第一、二纲集. 

由于单元素集显然在欧氏空间中是疏朗集.所以欧几里得空间中任一可列 
集都是第一类型的集.至于第二类型的集我们将在下一节中给出. 


习题 4.6 


1. 设 /(X) 为全直线上的函数，但在一有限区间外为零，称 f { x ) 是具有有界支集的.以 
万⑼ (一 0^+00) 表示直线上具有有界支集的有界可测函数全体， Jo (- oo ,+ oo ) 表示直线上具 
有有界支集的阶梯函数全体， Cr (- oo ,+ oo ) 是直线上具有有界支集的连续函数全体.证明 
# 0) (- 00 ，+ 00 )、 C ^ 0 )(- oo ，+ oo ) 和 */()(— oo ，+ oo ) 在 L p (- oo ,+ oo)(oo > p ^ 1) 中稠密， 
但都不在 L °°(- oo ,+ oo ) 中稠密. 

2. 设 A 是度量空间中的可析点集，那么 A 的势不超过 K . 


3. L p { Q , B ^) 是不是可析空间？为什么？证明 LP (- oo ,+ oo)(l ( P < oo ) 是可析 
空间. 

4. 如果平面上的实值函数 f ( x , y ) 适合如下 条件： 全平面能分解成有限个或可列个互 

不相交的有限开矩形认}，(/, = x ( 7 , 人))，使得 f(x,y) 在每个矩形 L 上等于 

常数 I ，那么称 f ( x , y ) 是平面上的阶梯函数.平面上的阶梯函数全体 记为丄 证明： * /在 
L p ( E 2 )(oo > p ^ l ) 中是稠密的，但不在 L °°( E 2 ) 中稠密. 

5. 设表示周期为 2 jt 的连续函数全体按通常的线性运算所成的线性空间，并按范数 
|| x || = max | x ( t )| 成一赋范空间.证明三角多项式全体 T 2 ji 在 C 2 jl 中稠密. 

0 ^ t ^ 2 n 

6. 证明 •• （7 2 „在 L p [0, 2 jt ] (oo > p 彡 1) 中稠密，但不在 L °°[0,2 jt ] 中稠密. 

7. 将中函数视为 [0,4 jt ] 上连续函数.证明在 L p [0,4 jt ] ( p ^ l ) 中不稠密. 

8. C (- oo ,+ oo ) 表示 (- oo ,+ oo ) 上有界连续函数全体，在 C (- oo ,+ oo ) 上规定 
|| x (0|| = sup | x (0|. 证明 C (- oo ,+ oo ) 是赋范线性空间，但不是可析的. 

9. C 0 (- oo ,+ oo ) 表示 (- oo ,+ oo ) 上连续，并且 = 0 的函数 a : ⑷的全体.规 
定 lk(OII = sup | x ⑷ I . 证明（70(-00, + oo ) 是赋范线性空间，并且是可析的. 

t 

10. C (- oo , + oo ) 表示 (- oo , + oo ) 上连续,并且 lim a ; ⑷存在的函数 a ; ⑷的全体，规 

t — ►土 oo 

定 \\ x ( t )\\ = sup | x ⑷ I . 证明 (7(-00,+ oo ) 是赋范线性空间，并且是可析的. 

11. 证明 i 有限区间 ( a , 6] [ a , 6]) 上有限个互不相交的左开右闭区间（在 [ a ， 叫情况 

下，须补充单点区间 [ a ， a ]) 上取常数的函数的全体必在 L p (( a ，&]， Bj ) (或 L p ([ a , blB , g ) 
上稠密，这里 oo > l , g 是定义在 Borel 集 B 上的 Lebesgue - Stieltjes 测度. 

12. ^(- oo ^ oo ) 表示（- oo ，+ oo ) 上具有有界支集的无限次可微函数全体，证明 
C ^°°)(- oo , + oo ) 在 L p (- oo , + 00)(00 > p ^ l ) 中稠密（其实, Cq °°\- oo , + 00 ) 也在（70(-00, 
+ oo ) (见习题 4.9) 中稠密). 
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§4.7 完备性 

1. 完备性的概念 研究数列极限时，常常应用 Cauchy 收敛条件.现在把这 
一概念移植于度量空间. 

定义 4.7.1 设 ( R ， p ) 是度量空间，忙是中的点列.如果对于任一正 
数£，存在正数 N ( e ), 使得当自然数 n,m ^ AT ⑷时 

就称 r n ] •是 ii 中基本点列， 或称为 Cauchy 点列. 

和实数空间一样,有下列命题. 

引理 1 ( i ) 度量空间丑中收敛点列必是基本点列 .（ ii ) 设 { X n } 是度量空 
间中基本点列，如果 {X n } 有子点列 {X nk } 收敛于 ii 中的点 X ， 那么也 
收敛于 0：. 

证 ⑴如果 { x n } 收敛于 rr ， 那么由 

p(x n ,Xm) ^ p(x n ,x) + p{Xm,x) 

立即可知是 ii 中基本点列. 

( ii ) 因为 { x n } 是基本点列，所以对任何 e > 0,有自然数 7 V , 当 n，m > AT 时， 

$m) < 3 ， 

又因为子点列 { x nk } 收敛于％所以存在 AT > AT , 当彡 V 时， p { x nk , x )< S -. 
由此可知，当 n 彡 7 V 时，任取 X 我们有 

p(x n ,x) ^ p(x n ,X nk ) p(x nk ,x) < | + | = ^, 

即 { x n } 收敛于证毕 
在实（或复）数空间中，基本数列必收敛.对于一般度量空间，基本点列却未 
必收敛.例如 iio 表示有理数全体，距离由 

p(ri,r 2 ) = \n - r 2 \,r 1 ,r 2 e R 0 

来规定.显然 ( R 0 , P ) 是度量空间，而有理数列|(^1 + 

是 Ro 中基本点列，但它在 flo 却不收敛（根据实数理论，|(^1 + 的极限 

是 e , 但 e 不是有理数,所以 e 不在度量空间 fio 中). 


)} (n = 1，2,3，...)就 
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定义 4.7.2 如果度量空间中每个基本点列都收敛，称 是完备（度 量） 
空间 . 完备赋范线性空间又称为 Banach ( 巴拿赫）空间 . 如果是度量空间， 4 
是的子空间，当 A 作为度量空间是完备的，那么称 A 是的 完备子空间 . 
注意,一个不完备的度量空间可以有完备的子空间. 

容易 证明： 完备度量空间的闭子集必是完备子 空间; 任何度量空间的完备子 
空间必是闭子集. 

例 1 一致离散的度量空间是完备的.事实上，如果 K } 是基本点列，那 
么由一致离散性可知必存在 7 V , 当 n 彡 7 V 时 ，: rw = xn -^1 = • • • = XN+k =…， 
因而 { x n } 收敛于从而空间是完备的. 

例 2 n 维欧几里得空间是完备的. 

证设 {Xm\x m = ( a 4 m ) ，…，: ci m ))，m = 1，2,3, • • • } 是 中的一个点列. 

由于 

| x (m) _ x (fe)| ^ || Xm _ 办 " = ( 自 —m) — # |2) 

^ \fn max \xf^ — x^\,i = 1 ， 2,… ， n ， 

所以当仁是中基本点列时，从上式左边的不等式立即得到对每个 i ， 
{^ m ) } 是基本 数列. 由数列的 Cauchy 收敛原理，它有极限0；^ .记吻 = 
( xf \ - - - , x ^), x 0 e E n . 因为 lim a 4 m ) = xf\j = 1,2,…， n ), 因而对任何 

e > 0, 必有 TV , 当 m 彡 TV 时 ， I a ^ 71 ) — a ^ o )| < = 1,2,…， n ), 即当 N 

时， 几 

\\x m - x 0 \\ ^ \fn max |a^ m ) _ ^ I < 

这就是说忙在中收敛于吻,从而是完备的. 

在数学分析中，我们知道讨论数列的收敛和讨论级数收敛是等价的.在赋范 
线性空间中也有类似的事实.设 X 是赋范线性空间 ，〜 G X 卜=1，2,3,…).如 
果存在 aeX , 使得 

71 

lim a v — a =0 ， 

71—00 ^ 


oo oo 

那么称 X 中的级数收敛,并称 a 是级数 E a - 的和. 
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显然，在赋范线性空间 X 中，点列 { o ; m } 收敛的充要条件是级数 ^( x m - 
— 4 ) 在 X 中收敛，并且当 { Xm } 收敛时，有 m_2 

oo 

= X ^ + ^2( X m ~ Zm — 1 )， 

77T == 2 

由此可知，当 X 是 Banach 空间时， X 中的级数收敛的充要条件是对任 

i/=i 

何正数£：，必有 7 V ， 当 n 〉 m > 7 V 时， 

71 

a v < e. 

i/=m+l 

由此又得到：如果 £|| 〜 || < oo , 那么 Banach 空间中的级数收敛 

i/=i j/=i 

(因为 ^ II ). 

\ i/=m+l i/=m+l / 

2. 某些完备空间 

例 3 C [ a , b ] 是一个 Banach 空间. 

证在空间 C [ a , b ] 中按范数收敛的点列 / n ⑷在 [ a ， 6 ] 上均匀收敛,而在数 
学分析中已经证明均匀收敛的连续函数列的极限函数是连续的.因此,只须证明 
C [ a , b ] 中的基本点列 {/ n } 是 [ a ， 6 ] 上的均匀收敛函数列.设 {/ nh )} 是 C [ a , b ] 
中的基本点列，即对任何正数 e ， 存在 N ( e ) > 0 ,使得当 n , m > TV ⑷时 

\\fn-fm\\= SUp \f n (x) - fm(x)\ < €, 
a^.x^.b 

从而对于任何 : r G [ a , 6 ], 只要 n,m ^ N ( e ) 必有 

\fn{ x ) ~ fm{ x )\ ^ 

由数列的 Cauchy 收敛条件，{/ 71 (^)}在[^ 1 ，&]上收敛于一函数 f { x ), 再在上式中 
令 m — oo 得到 \ f n (x) - f(x)\ ^ e. 因此 {/ n } 在 [ M ] 上均匀收敛于 f(x). 

例 4如果在连续函数族 C [ a , 6](-oo < a < b < + oo ) 上，定义范数为 

ll/lli = ^ 1 /( 01 ^, 

就是把 C [ a , b ] 看成 L [ a , 6 ] 的子空间，那么 （ C [ a , 6 ], || • | U ) 是不完备的空间.事实 
上，由定理4.6.5, C [ a ， 6 ] 在 L [ a , 6 ] 中稠密•又 C [ a , b ) + L [ a , 6 ], 因此 C [ a , b ] 不可 
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能完备.我们也可以直接地作岀. C [ aM 中按||.||!基本点列 {/ n }, 它不收敛于 
C [ a , b ] 中任何一点：任取 c，a < c < b , 如图 4.5 作函数列 f n ( x ) (n 充分大）如下: 

1 

1， c + — ^ rr ^ 6, 
n 

fn ( x ) = < 线性， c --^ rr ^ c +-, 

n n 

—1, a ^ x ^ c -， 

n 


y 


1 - yy - -- fn(x) 

c — A+ - 



图 4.5 


那么 fn(x) e C [ a ,6], 不难证明，在 [ a ，6] 上每一点 xj n (x) 收敛于函数 


1， 

/⑻…0， 

-1， 


c < rr ^ 6, 
x = 

a ^ x < c , 


显然， / Or ) 6 L [ a ,6], 通过直接计算就知道 

2 2 

|| /n — /mill 彡一 +-^ 0( n , m — > oo ), 

n m 

所以 {/ n } 是空间 （ C [ M ]，|| • || i ) 中的基本点列•但 {/ n } 在 （ C [ d ，6]，|| • IK ) 中并 
不收敛.因为如果有 p e C [ a , b ] 使得 ||/n - p||i — 0, 则由 Lebesgue 积分的控制 
收敛定理得到 11/ — p||i = lim ||/ n —剷^ = 0,所以/⑷ g ( x ). 但是容易看出, 

71 ― ►OO 

f ( x ) 不可能在 [ a ，6] 上几乎处处等于 [ a ，6] 上的一个连续函数，所以 （ C [ a , 6]，|| • ^) 
是不完备的赋范线性空间. 

但是有下述重要事实. 

定理 4.7.1 空间 LP { E , / i)(p ^ 1) 是完备的. 

这就是说: L P ( E , / i)(l < p < oo ) 是 Banach 空间. 

证先证1 ^ p < oo 的情况. 
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设 {/ n } 是 LP ( E ， A 中的基本点列，因此，对任何^>0 

KE(\fn -fm\>CT))^-([ |/ n - /m| P d/i )" 

G \JE(\f n -f m \>a) J 

彡 ~\\fn - / m || p ， 

(7 

即 {/ n } 也是依测度 M 的基本序列.由定理 3.2.5, 必有（几乎处处）收敛子序 
列 {/ U ， 记极限函数为/，/^ 一/…4 00)，从而对任何自然数 n ， |/~ - / n | — 
1/ - / nl (^- oo ). 另一方面，又因 {/ n } 是按 II • || P 基本的，所以对任何 e 〉0,存 
在 7 V ， 当 n , m 彡 AT 时， 

ll/n — / m||p < 己， 

取 m =〜,从上式（固定 n ) 以及 Fatou 引理就有 





\ fn u - fn\ P dfi 


lim 

i/—>OC 




i 

P 





(4.7.1) 


从式 （4.7.1) 可知 /n — / e LP (五, /X) •但 LP ( E , fji ) 是线性空间，所以/ = (/- 
fn ) + f n e LP ( E ，/ i ) •式 （4.7.1) 还表明当 n 彡 AT 时， 


II /- /nllp “， （ 4 . 7 . 2 ) 

即 LP ( E , fi ) 中基本点列 {/ n } 必按 || • || P 收敛于/，即 LP ( E ^) 是完备的. 

再证 p = oo 的情况.因为 


ll / l|oc = 


inf 

EoQE 

fi{Eo) = 0 


sup 1/(01 ， 

E 一 Eq 


正如 §4.3 的第三小节所指出，本性最大模是可达的，从而存在五 n C EME n ) = Q , 
使得 


||/n || oo — Slip |/ n ⑷ |， 

E - E n 

又存在 Efi^m C E , fi { E niTn ) = 0, 使得 

||/n — / m||oo = SUP \ fn { t ) ~ /m (亡 )1， 

E — En^m 
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记五 0 = f U ^ n ,m J U f U En ^， 显然 /i (五 0) = 0,并且对一切 71, TU = 1,2, 

\n,m=l / \n=l / 

3,…， 

\\ fn - fm \\ oo = SUp |/n ⑷ — /m ⑷ I > SU P l / n ⑷ —/ m ⑷ | 

E— E n ,m E — Eq 

彡 ||/n - fm \\ oo , (4.7.3) 

上面第一不等式的成立是因为 E - EqCE - E n ， m , 所以上确界不增大，第二个 
不等式成立是由 ||/ n -/ m||oc 的定义所得. 

如果 {/ n } 是 || • ||oc 的基本序列（从而 {||/ n || oc } 是有界序 列). 从式 (4.7.3) 
立即得到 

ll/n - /mlloo = sup \ f n ( t ) - f m ( t )\ — 0 ( n，m — oo )， 

E 一 Eq 

即 { fn } 在 E - E 0 上按一致收敛是基本序列，因而存在五上函数/ ( 在 E 0 上补 
充定义为0)，使得 

sup 1/⑷一 fm ( t )\ 4 0 (m — 00 )， 

E 一 Eq 

又因为 sup \ fn ( t )\ ^ sup \ fn { t )\ = ||/ n || oo , 而 {||/ n || oo } 是有界的，所以 {/ n (0} 

五一五 o 五一五 

是在五-‘上一致有界 A 函数序列，因而/是五 - E 0 ( 或五）上有界函数，即 
(五，//)，并且 

|| /m - /||oo ^ SUp \ f ( t ) — fm ( t )\ — > 0 (m ^ Oo ). 

E — Eq 

证毕 

定理的特殊情 况是： 

系 l p ( p 彡 1) 是 Banach 空间. 

证令 iV 是自然数全体， B 是 N 的子集全体，//是 B 上如下的测 度：当 
MeBBi , / i ( M ) = M 中元素的个数.当 { x n } e P Ht , 把它看成函数 Z ( n )= 〜， 
那么 P 就可以看成 lP ( N ， B ， fi ). 由定理 4.7.1 就知道 P 是完备的. 证毕 

3. 完备空间的重要性质 在完备的度量空间中成立着闭球套定理，它类似 
于直线上的区间套定理，证明方法也是相似的. 

引理 2 (闭球套定理） 设丑是完备的度量空间， 又设& = { x \ p { x , x u ) ^ 
£ u } 是丑中的一套闭球： 

5i D 5 2 D • • • D 5 n D • • • , 

OO 

如果球的半径 — 0,则必有唯一的点 xe ^ s ,. 




§4.7 完备性 


• 63 • 


证球心所组成的点列 K } 是基本点列.这是因为当〃时，由& ^ 
5 m c 5, 得到 

〆 ％，〜）<〜， (4.7.4) 

对于任一正数 e, 取 A/\ 使当^ > iV 时，〜< e ， 于是当 /i, p > iV 时 


p ( x ^ x u ) < e , 

所以 { x u } 是基本点列.由于空间丑是完备的，点列 { x u } 收敛于中的一点 rr . 
再在式（ 4 .7. 4 )中令 p — oo , 根据距离的连续性得到 

p { x , x u ) 彡〜， z / = 1，2,3,…， 

OO 

即 rreS / i / slJj ，...). 因此 rre p | S u . 

V =1 

OO 

如果又有丑中的点 2/ G fl 那么 


p(y,x u ) ^ e v , 


♦ v — oq 即得 p ( y , x ) = lim p ( y , x v ) = 0, 所以 y = x , Pi S v 中只有一点. 

U—^OO 1 1 

l/=l 

oc 证毕 

我们留意，如果引理中条件〜 4 o 不满足，那么5 &可能是空的. 

1/=1 

例5考虑 Z 2 的子 空间尽 它是由所有形如 

= { o ,0, …，0, n + 1 ，0, 


(其中除第 n 个坐标外其余坐标为零）的点组成.于是当 n / m 时 


p{ x m x m ) 



m + 


m 




因此丑中没有基本点列，当然就成为完备的度量空间了.取& = 

在中作闭球 几 

Sn = \x\p{x^ Xn) ^ ^n}j ^ = 1 ， 2,3 ，...， 

oo 

那么^中仅含点 ^ n +1 ? * * * ? 所以 5 i D 5 2 D • • •. 但是， 通集门 &是空集 • 

其实，闭球套定理是与度量空间的完备性等价的，即有如下命题. 
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引理3设是度量空间，如果在丑上闭球套定理成立，那么丑必是完 
备的. 

证设是中的基本序列，由于 { x n } 是基本的，所以存在 m < 

打 2 … < 叫< • • • ，当 n，m > nfc 时， 

p ( x n , x rn ) < 2 釦 +1 • 

在丑 中作一列闭球 S ( o; nfc ，^)(fc = 1，2,3 ，...)，当 y e 时， 

由于 i 

fK x n k ， y) ( P{ x n k ? x n k+1 ) + P ( 工 n fc+ i ， 2/) < ， 

立即知道 s ^ nfc+1 ,c 5 ^ nfc ，士 )（fc = 1，2,3, • • • )• 

另一方面 ， S 的半径各 — 0( A ； 一 OO ). 因而存在唯一一点 : C G 

PlS ^ nfc ，^^， 并且 p ( T ， a ; n fc ) — 0 (fc 一 oo ) •因为 {〜} 是基本的，所以 

p ( x , x n ) 0. 证毕 

现在我们来证明完备度量空间的另一个重要性质，即 

定理 4.7.2 ( Baire ) 完备度量空间必是第二类型的集 • 

证 我们用反证法.设丑是完备的度量空间，而且是第一类型的.下面我 
们要从这里推$矛盾. 

设 i ? = [] I ，其中每个子集 i \4 都是疏朗集.任取一个球 5( a , l ), 由于 

Mx 是疏朗的1^、有丑中的非空闭球 5( ai , pi)c 5( a , l ), 使得 S ( a uPl ) 中不含有 
Mx 的点； 由于 M 2 是疏朗的，必有 5( a 2 , p 2 ) C 5( ai , pi ) ——不妨取0 < p 2 < 
\ ——使得 S ( a 2 , P 2 ) f ] M 2 = 0, 如此可以选得一套非空闭球： 

S(ai,pi) D 5(a 2 ,P2) 〕 … ， S , (a I/ ,p l/ )f|^ = 

1 00 

而且0 < 〜^ • 由引理2, 通集门 S ( a u , p u ) 中存在一点吻.因为 S { a u , p u ) 

V—\ 

oo 

和札不相交，所以吻不在每个札之中，1/= 1,2,3,-.., 因此吻百。，但 

V — \ 

是=兄这是矛盾.所以不是第一类型的. 证毕 

闭区间[0，1]看作完备空间五 1 的闭子集是一完备子空间.利用 Baire 定 
理可以给出区间 [0,1] 是不可列集的另一个证明.因为每个单元素集{衬显然是 
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[0，1]中的疏朗集.由于[0，1]= U { x }. 因为[0，1]是完备空间，所以 U { x } 
不可能是可列和，所以[0，1]是不可列的. 

4. 度量空间的完备化 由有理数的 Cauchy 序列构造实数是从不完备的 
度量空间扩张为完备空间的典型方法.一般的度量空间，如果不是完备的，往 
往在应用起来有困难.例如在不完备的空间中解方程，即使近似解的序列是基本 
的，也不能保证这个序列有极限，从而有可能不存在准确解.但是我们可以把 
Cauchy 序列作为一个新的点增加到原有空间中去而成为新的空间，在补充了这 
些新“点”之后，就得到完备的度量空间了. 

定义 4.7.3 设丑是度量空间，如果有完备的度量空间 i ^， 使丑保距同构 
于坧的稠密子空间，则称札是丑的 完备化空间. 

定理 4.7.3 对于任一度量空间必存在完备化空间. 

证我们逐步作出定理的证明如下： 

(1) 设丑是度量空间，丑中的基本点到 （ = {x n } 的全体记作反如果丑中 
的两个基本点列 {〜} 及 { y n } 适合 

p { x n , y n ) -> 0, n -> oo , 

则称 {〜} 与 { y n } 相等，记为 { y n } = {x n }. 相等的基本点列作为丑的同一兀 
素®而且规定：对于任意的 { x n },{ y n }eR 

p ({ x n },{ yn }) = lim p ( x n , y n ). (4.7.5) 

71 ― ►OO 

我们要证明 p ({ x n }, 在及上有确定的意义，而且是 X 上的距离. 

事实上，由于 { x n ) Ayn } 是基本点列，所以对任一正数^必有 iv 使得当 
n，m > TV 时， p { x n , x rn ) < -, p ( y n , ym ) < ^ 因此 

|P ( 工 n ， Vn) — P($m ， 2/m)| ^ p{p^n-> 工 m) + PiVn ， 2/m ) 〈 6 ， 

所以 lim p ( x n , y n ) 存在.如果 { z n } = { x n },{ w n } = { y n }, 那么 

71—^00 

\ p { x n , y n ) - p { z n , w n )\ ^ p ( x n , z n ) + p ( y n , w n ) -> 0 , 

所以 lim p { x n , y n )= lim p ( z n , w n ), BP 

n—^oo n—^oo 

P({^n}, {Vn}) = P({^n}, {^n})- 

① H 中基本点列 {〜} 与 { y n } 的相等关系是 R 中等价关系.因此这时的5实际上是最初 
的及关于相等关系的商集. 
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这就是说，对于 ^ T ] e R , p (^, T ]) 与用来表示 t 7/ 的具体点列是 { x n },{ y n } 还是 
{〜}， { w n } 无关. 所以 p (€, rj ) 在互 上有确定的意义. 

显然， P ($ W ) 彡0,而且 p ({ x n },{ y n }) = 0的充要条件是 p ( a ； n ， yn ) 0,即 
{ Xn } = { Vn }- 又若 { X n }, {如}， {〜} € 及，则 

p ({ x n },{ yn }) = lim p ( x n , y n ) 

n—^oo 

彡 lim p ( x n , z n ) + lim p { y n , z n ) 

n—^oo n—^oo 

= p{{ x n}-> {〜}) + p{{Vn}^ {〜})， 


因此及按 p {^ v ) 成一度量空间. 

(2) 对于 x e R , 点列 { t ， x , x , • • • } 显然在 iZ 中是基本的，把它记成式所以 
J e 反作及的子集 

Ro = { x\x G R}. 

容易看出，当 x，y e 丑时， p ( x , y )= p ( x , y ). 我们来 证明:于宰间 总)卒及中碉牵. 
事实上，任取$ = { x n } e R , 考虑及。中的点列 

工1，工2， • • • ？工 n ， • • • ， 


则由定义知道 

p(x k ^) = lim p(x k ,x n ), = 1 ， 2,3 ,…， 

n—^oo 

因为是丑中的基本点列，对于任一正数 e ， 必有 N ， 使得对于 k , n 彡 N , 有 
p { xk , x n ) < £. 因此当 N 时有 


p { p^k •) {^ n }) ^ ^5 

从而 

lim p ( x k , { x n }) = 0. (4.7.6) 

fc—►oo 

所以对于 以总 有总)中的点列 { x k } 收敛于$这就证明了瓦在 | 中稠甲. 
(3) 再证明丑是完备的.设 ^1，^2, …是 R 中的基本点列，由于 iio 在丑中 

稠密，取 Jn G iio n 0 ，贝 |J 


P ( x n ^ n )<~, (4.7.7) 

n 

对任一正数 h 取 TV (〉 丢)，使得当 n，m 时 p (匕乂 m ) < |，于是 


p(x n , Xm) ^ p{x n , ^ n ) + p{x Tn , ^ m ) + p{^n ， ^>m) 〈 €， 
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所以 p ( x m ， x n ) < £：， 即 { x n } 是丑的基本点列，记€ = {〜}，则 （ e 云，由 （4.7.6) 
知道 lim p (匕， 0 = 0,又由（ 4 . 7 . 7 )得到 

n—oo 


P (6 i ， 0 < p{^n,X n ) + P (王 n ， 0 -> 0, (n -> OO) 

即这就证明了云是完备空间. ~ 〜 

(4) 由于当 G 丑时， p ( x ， y ) = p ( x , y ), ft R 中把子空间瓦的元素 J 换 
成^而不改变 R - Ro 中的元素， f 样并不改变云中的距离.因此可以把 R 看 
成云的子空间，从 （2) 知道丑在云中稠密. 证毕 

同样地，对于赋范线性空间，由于线性运算和范数的连续性，读者容易证明: 
任何赋范线性空间可以完备化成一 Banach 空间.这里我们就不仔细地讨论了. 
下面证明度量空间丑的完备化空间是唯一的. 

定理 4.7.4 设瓦 R ' 是度量空间丑的两个完备化空间，那么必有及到允 
的等距同构映照 A 使得对一切 x G R ，< p ( x ) = X ， 因此，度量空间的完备化空间 
在等距同构的意义下是唯一的. 

证由于丑在云中稠密，对于每个必有一列 { x n } C R 使得在云中 
x n -> e 这个 {x n } 也是兒中的基本点列，必有 〆 e 允使得在兒中〜 — ， 
我们作映照如下. 


w(0 = 

读者可以证明，这个映照有确定的意义，而且满足定理中的要求. 证毕 

从赋范空间完备化观点来看，由于 C [ a ,6] 是在 L [ a ,6] 中稠密（当然，稠密是 
按 L [ a ,6] 中距离来说的）的子空间，而 L [ a ,6] 是完备空间，但 C [ a ,6] 关于范数 

||/||i = J \f(t)\dt 并不完备，所以 L [ a ,6] 不过是 C [ a ，6] 按 || • || i 的完备化空间. 

度量°空间的完备化（以及后来进一步发展起来的具有一致结构的拓扑空间 
的完备化)，可以毫不夸张地说是整个分析数学的一个重要而基本的思想和方法. 
由有理数产生实数是这个思想的最早的体现.由 Riemann 积分扩充为 Lebesgue 
积分，实质上与由连续函数空间完备化为 Lebesgue 可积函数空间是一回事.同 
时，把测度由环延拓到^环上去，可以利用简单函数空间完备化为^环上的可 
测函数空间而得到（当然，这里要先经过积分扩张的过程).在偏微分方程的理论 
中，也常需要把由性质较好的光滑函数组成的空间，按某种距离加以完备化得到 
新的空间，使它含有所研究的方程的“弱解”.在某些场合（例如椭圆型方程)，还 
可以从所得的弱解返回到经典解.像在本书第七章中所介绍的广义函数空间，也 
可以看成性质很好的基本函数空间的完备化，它就是为上述研究偏微分方程定 
解时所用.至于一些具体定理的论证中需要对空间完备化，那是自不待说的事. 
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习题 4.7 


1. 证明基本点列是有界的. 

2. 证明完备空间的闭子集是一个完备的子空间，而任一度量空间中完备子空间是闭的 
子集. 

3. 证明， c 及 V [ a , b ] 为完备的度量空间（显然，还是 Banach 空间). 

4 . 在§ 4 . 3 习题 2 中，若{^}皆为 Banach 空间，则空间丑也是 Banach 空间. 

00 

5. 设丑是完备的度量空间， { O n }(n = 1，2,3,… ） 是丑中一列稠密的开集， 证明门 On 

也是稠密集. " =1 

6 . 设丑 为直线上关于 Lebesgue 测度平方可积，而且导函数也是平方可积的全连续函 
数/全体，按通常的线性运算及范数 


ll/ll = \ [ °°m\ 2 dt+ [ °°i 尸⑷ 1 2 出， 

y J — oo J —oo 

H 成为赋范线性空间.证明丑是 Banach 空间. 

7. 设 { F n }(n = l ,2,3 r ..) 是完备度量空间丑中一列单调下降的非空闭集，且 F n 的 
直径 = SUp p ( X , y ) 0,则厂 ) F n 不空. 

x,y£F n n 

8 . 设 X 是 Banach 空间， 五是 X 的闭线性子空间,作赋范的商空间 X/E ( JaL §4.4)，证 
明它是完备的. 

9. 证明任何赋范线性空间必可完备化成 Banach 空间. 

10. 完备的赋准范线性空间称为 Frechet 空间.证明义 s 、 W 等是 Frechet 空间. 

11. 证明： 任何赋准范线性空间必可完备化成 Fr & het 空间. 

12. 设 X 是 Frechet 空间，五是闭子空间，作赋准范的商空间 X/E ( JaL §4.4 习题15)， 
证明它也是 Frechet 空间. 


§4.8 不动点定理 

1. 压缩映照原理 把一些方程的求解问题化为求映照的不动点，以及用逐 
次逼近法来求不动点，这是代数方程、微分方程、积分方程、泛函方程以及计算 
数学中的一个很重要的方法.这个方法起源很早，一直可以追溯到牛顿求代数方 
程根时所用的切线法，后来 Picard 用逐次逼近法求解常微分方程.嗣后这个方 
法在不同的领域中都有应用.1922年 Banach 把这个方法的基本点提炼出来，用 
度量空间以及其中的压缩算子的一些概念更一般地描述了这个方法，这就是本 
节中要着重介绍的内容.这种利用泛函分析来研究方程的解的近似方法以及关 
于算子的不动点的存在性的研究，自 Banach 以后又取得了不少的重要进展，甚 
至成为非线性泛函分析的主要内容，本书中我们只能对应用较广的 Schauder 不 





§4.8 不动点定理 


• 69 • 


动点原理做一个陈述（没有证明 )( 见§4.9, §4.10)，但是却介绍它的一个最新的应 
用（见 §5.6), 说明不动点原理远不止用于解通常的方程，还会有许多其他意想不 
到的应用. 

下面我们就以常微分方程求解问题为例来阐明逐次逼近法以及把求解化为 
求映照的不动点. 

我们先回顾一下证明常微分方程解的存在定理所用的逐次逼近法.利用度 
量空间的概念可以把这个方法叙述如下. 


假设 f ( x , y ) 是平面上某单连通区域切上的二元连续函数，我们考虑一阶常 
微分方程 

塞=/($，2/)， （4.8.1) 

求这一方程适合初始条件 y\ x = xo = 2/0的解，就等价于求解积分方程： 

^ p ( x ) =2/0+ / f ( t ,( p ( t )) dt . 

Jxo 

对于上述积分方程，可以运用局部求解的方法.为此，进一步假设 / Or ， y ) 在 
矩形 D ( c . S >) :\ x - x 0 | <： h,\y - y 0 \ ^ A 上对 y 满足 Lipschitz (利普希茨）条件， 
即存在常数 L > 0,使得当（3；，队） G = 1，2,时， 


1/( 工， 2 / 1 ) _ f{x,y 2 )\ < L\y l -y 2 \, 

记 M = sup \f(x,y)\, 并记 （7 d 是连续函数空间 C[x 0 - h,x 0 - h] 中满足 

{ x , y)eD 

(x, (f{x)) e JD 且 ip(xo) = yo 的函数 (f(x) 全体，那么 Cd 是 C[x 0 - + /i] 的 

子空间，而且显然是闭子空间，因此也是完备的.作映照 

A: (p\-^y 0 + ( f(t, (f(t))dt. (4.8.2) 

Jxo 

我们来证明，当< min (去， 1) 时，由 (4.8.2) 所确定的映照4具有下述性质: 
⑴当 p G 时 , ^P = Aipe C D ; 

( ii ) 当 pi , P 2 G Cd 时， p { Aipi , Aip 2 ) < ap (( fu ( f 2 )， 而 a = L/i < 1. 

事实上，显然 讽 x 0 ) = y 0 . 当 |x - x Q | < 时 ，狀 x) 为连续函数，而且 

|4(x) -yo\= [ f(t, (f(t))dt < hM < A, 


所以利 x ) e C D ， 即⑴ 成立. 
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当 Wl , W 2 € 时 

p(A(fi,Aip 2 ) 


max 

卜一 zol 彡九 


< L max / 

|x-a ； o|</i J X{ 

< Lhp{ipi^ 2 ), 


[ f (^ Pi ⑴） _/(t W 2 ⑴)] d 亡 

X 

ki ⑷ 12 ⑷ |d 亡 


令 a = L / i ， 那么 a < 1, ( ii ) 成立. 

如果在 C D 中任意取一点仰，依次地作函数 


^1 = AlfQ ， if 2 = A ( fi , • • • ， (^ n+l = 乂 Wn ，• • • ， 

由 （ ii )， 容易证明函数列 Wn\n = l ，2,3 f } 是空间 C D 中的基本点列，由度量 
空间 C D 的完备性知道它有极限点(^，而且^适合方程 


Aip = (/?. 

这一论断是证明映照4确有不动点（也就是积分方程 Acp = ( p 的解）的关键.把 
上述过程一般化，就得到完备度量空间中的一个“不动点原理”，它概括了用逐次 
逼近法所证明的许多方程解的存在性和唯一性定理.（只要在一适当的度量空间 
中造一个映照就行了 

定义 4.8.1 设丑是度量空间，4是丑到它自身的一个映照.如果存在数 
a ,0 < a < 1使得对一切 x，y G R 成立着 

p ( Ax , Ay ) < ocp ( x ， y ), (4.8.3) 

那么就称4是丑上的 一个压缩映照 （对于线性空间，往往又称之为 压缩算子). 

一个点集经压缩映照后，集中任意两点的距离经映照后被缩短了，至多等于 
原像距离的 a(a < 1) 倍. 

压缩映照是牵窣的，即对任何收敛点列 x n — x 。， 必有 — Ax 0 . 事实上 

p ( Ax n , Ax 0 ) < ap ( x n , x 0 ), 

当 n — oo 时，由 p ( x n ， x 0 ) — 0就得到 p ( Ax n , Ax 0 ) 0. 

设丑为一集，4是丑到自身的 映照. 如果 x * e 丑，使得 Ac * = f ， 那么称 
x * 为映照 A 的一 * 个不动点. 

在不同的场合有各种“不动点定理”，下面介绍一个最简单的定理，有时称作 
“压缩映照原理”. 

设 B 是丑到丑自身的映照， B 2 表示 X 4 BBx ， 为此可以逐次定义映照 
B n , n = 2,3,… • 
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定理 4.8.1 ( Banach ) 在完备的度量空间中的压缩映照必然有唯一的不 
动点. 

证 设度量空间丑是完备的，4是丑到它自身中的压缩映照.先证明4存 
在不动点. 

在丑中任取一点吻，从: To 开始，作一迭代程 序:令 

x \ — Axq , X2 = Ax \ = … , x n = Ax n -\ = ••• = A n xo , n = 1，2,3,… 

这样得到丑中的一列点 { x n }. 只要我们证明了 { x n } 是基本点列，那么它在完 
备空间丑中存在唯一的极限 X * : x n -> X *. 因为由压缩映照的连续性，又有 
Ax n Ax *. 但是= x n+ i ^ x *, 又因为收敛点列 Ar n 的极限是唯一的，必 
然有 Ar * = /，那么 f 就是4的不动点了. 

现在证明 { x n } 是基本点列.由于4是压缩映照，我们有 

p ( x n ^. i , x n ) = p ( Ax n , Ax n - i ) < ap ( x n , x n - i ) (n 彡 1)， （4.8.4) 

反复应用此式，不难由归纳法得到 

p ( x n + i , x n ) < a n p ( xi , x 0 ) (n ^ 1). (4.8.5) 

于是，对于任意正整数 p ， 由三点不等式及 （4.8.5) 得到 

P (工 n + p ， 工 n ) < P ($ n + p ， 工 n + p -1) + P (工 n + p - 1，工 n + p -2) 

+ …+ p ( x n + i , X n ) 

< { a n ^ p ~ l + a n+p_2 + • • • + a n ) p ( x u x 0 ) 

0t n — Q^ n +P 

- ——p(x 1 ? xo) 

1 — a 

(X n 

< - j —^ p (^ i ^ o ), (4.8.6) 

由于 0 < a < 1, 所以是 ii 中的基本点列. 

我们再证明不动点的唯一性 .设/ 也是4的不动 点，/ = 于是必有 

p ( x *, x f ) = p ( Ax *, Ax f ) < ap ( x *, x f ), 

但是0 < a < 1，欲要上式成立，必须 p { x \ x f )=^ 所以/ = x *. 证毕 

我们应注意到，空间丑的完备性条件，只是为了保证映照4的不动点存在， 
至于不动点的唯一性是直接从映照的压缩性来的，并不要假设空间是完备的. 

不动点定理非但⑴证明了压缩映照的不动点的存在性和唯一性，同时 （ ii ) 
它提供了求不动点的方法——迭代法.就是说，在完备度量空间中，从任取的 
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“初值，，: ro 出发，逐次作点列： r n = A n x 0 (n = 1，2,3, • • • )，它必收敛到方程 Ax = x 
的解. 这种方法称为澤豕谭坻毕 •（ iii ) 在 (4.8.6) 中令 p — 00,得到 

a n 

p(x*,x n ) < -- p ( xi , x 0 ),n = 1,2,3，... • (4.8.7) 

1 — a 

上式不仅告诉我们“近似 解”〜 与所求准确解/的逼近程度（这个估计式在近 
似计算中很有用)，而且还告诉我们方程 Ax = x 的解可能坐落的范围，例如当 
n = 0时，由 （4.8.7) 得到 


p ( x *, x 0 ) < -- p ( xi , x 0 ). 

1 — a 

应该注意，上述定理 4.8.1 中，空间丑的完备性条件不能除去.例如考察五 1 
的子空间 (0, oo ) 到它自身的映照 


Ax = ax . 

此地 a 是小于1的一个正数.它显然是压缩映照，但是它在 （0, oo ) 中没有不 
动点. 

又条件0 < a < 1不能减轻为0 < a < 1. 事实上，即使丑为完备的度量空 
间，而且对于所有的 x，y e R ， 当 : r _ y 时，成立着 

p ( Ax , Ay ) < p ( x , y ), (4.8.8) 

映照4也可能没有不动点.例如在 E 1 的闭子空间 [0, oo ) 中 


容易验证映照4适合条件（4.8.8)，但4在 [0, oo ) 中没有不动点.下面是压缩映 
照原理在研究隐函数存在方面的应用. 

例1隐函数存在定理设函数 f ( x , y ) 在条形闭区域 
a < x < 6, —oo < y < + oo . 

上处处连续， 关于 y 的偏导数 f y { x , y ), 有常数 m < M 使得在上述条形区域中 

0 < m < fy(x,y) < M, 

那么方程 f ( x , y ) = 0 在闭区间 [ a ，6] 上必有唯一的连续解?/ = ♦). 
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证在完备空间 C [ a ，6] 中作映照 

Aip = ( f - ^/(工，#)， 

这是 C [ aM 到自身的压缩映照.事实上，对于 G C [ a ,6], 由微分中值定理 
有0 < 0 < 1使得 


\{Aip 2 ){x) - (#i)(x)| 

灼⑷- 去 /(工， #2) -灼 ㈤ + 去 /( 工，灼) 


W2 ㈤- ⑷ - —fy[x^i{x) + 0(if 2 (x) - ^i{x))]{ip 2 {x) - (fl(x)) 

< 1^2(^) - #1(X)1 (1 - €) ， 

由于0<^：<1，所以 0<1 — *^<1，令 a = 1 — — ,便有 
M M M 

\(A(p 2 )(x) - (A(/?i)(x)| < a\ip 2 (x) - pi ㈤I ， 


所以 


11^4^2 - 乂 Will 彡 <^11^2 — Will . 


这就说明4是 C [ a , b ] 中的压缩算子.由定理4.8.1，有唯一的 p G C [ a , b ) 使得 

A(f = ( f , 

这就是说 

/( x , ( p ( x )) = 0, a < x < 6. 


证毕 

压缩映照原理有许许多多有用的推广，本书中不可能作很多的介绍.下面仅 
介绍一个较常见的一种推广形式. 

定理 4.8.2 设度量空间丑是完备的， B 是丑到丑的映照，如果存在一个 
自然数 n 使得 B n 是丑 上的一个压缩映照，那么映照 B 在 R 中必有唯一的不 
动点. 

当 n = 1时，定理 4.8.2 就是定理 4.8.1. 

证令4 则4是丑上的压缩映照，由定理 4.8.1, A 有不动点 x * : 
Ax *. 我们证明 /是 B 的不动点好了.事实上，映照 


AB = B n+1 = BA, 
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所以 A(Bx*) = B(Ax*) = Bx' 因此 Ba ;* 也是4的不动点.由于压缩映照 A 只 
有一个不动点，所以必然成立着 Bx * = X *. 

设 〆 是 B 的任一不动点，由于= 〆 则 

B n x f = B n ~ 1 x f = -- = x\ 

因此, 〆 也是 A = B n 的不动点.又由于4的不动点只有一个 x *， 所以 〆 = x *. 
就是说 B 的不动点也只有一个. 证毕 

2. 应用 现在应用上述不动点原理证明几类微分方程和积分方程解的存在 
性和唯一性定理. 

(1) 当研究常微分方程 (4.8.1) 解的存在性和唯一性问题时，由定理 4.8.1 立 
即可知有仰 e C D ， 使得 


Wo( 工 ）= 2/0 + 




XQ 


由此，⑷具有连续的一阶导函数，而且由（ 4 . 8 . 9 ) 


(4.8.9) 


d ^ x - = /(x, M x ))^ 

即2/ = ^ o (^) 是方程（ 4 . 8 .1)在区间 [: co -h,x 0 + h] 上适合初始条件 y\ x =x 0 = 2/0 
的解，并且这解是唯一的. 

(2) 还可以应用不动点原理于积分 方程. 

定理 4.8.3 设 /⑷^ a^s^b 上的连续函数, K{s,t) 为正方形 
b ， a < t < b 上的连续函数，且常数 M 使得 


\ K ( s , t)\dt < M < 00 , (a < 5 < 6), 


那么，当 | A | < %：时,必有唯一的 p G C [ a , b ] 适合方程 


( p ( s ) = f ( s ) + A / K ( s ， t )( f ( t ) dt . 


(4.8.10) 


证在连续函数空间 c [ a ，6] 上定义映照 


Kp ( s ) = f ( s ) + A / K ( s , t )( p ( t ) dt , 
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记 a = M|A|, 那么 a < 1,对于任意的 C[a,6],# 
^ ||抑一翊 = | A | 


b nb 

K(s,t)(p(t)dt - / K(s,t) / ip(t)dt 


、b 


^ |A| max / \K(s,t)\\ip(t) — ^(t^dt 

« b Ja 

^ |A|M ⑷ -#(t)| = a\\<f-ip\\. 


应用 Banach 不动点定理便知道积分方程 (4.8.10) 有唯一的连续解 
作为定理 4.8.2 的一个应用，我们考察积分方程 

< f { x ) = f ( x ) + A J K ( x , y )( f ( y ) dy , 

这里 A 是一常数.这种类型的方程称为 Volterra (沃尔泰拉）型积分方程.某些 
数学物理问题和某些变分问题均可以归结为解这种积分方程的问题.近来在二 
阶椭圆型偏微分方程的研究中， Volterra 积分方程也有应用. 

我们来证明下面的定理. 

定理 4.8.4 设 /( x ) 是区间上的连续函数， K ( x , y ) 是三角形 
{( x , y)\a ^ x ^ b,a y ^ x } 上的连续函数，而且设 \ K ( x , y )\ ^ M , 那么对 
于任何常数 A , 方程 

( f ( x ) = f ( x ) + A / K ( x , y )( p ( y)dy (4.8.11) 

在上有唯一的连续函数解 ^( x ). 

证考察 6] 到 C [ a , b ] 的映照 : p 

Bip { x ) = f ( x ) + A J K ( x , y )( p ( y ) dy , 

对于 C [ a , b ] 中任意两个函数 piOr )、 外⑻，当 $ € [ a ,6] 时 

\ B < fi ( x ) - B ( f 2 ( x )\ = x J ^(^2/)(^ i (2/) - ^( y ))^ 

^ | A | M(x — a)||(^i — ^2||- (4.8.12) 

今用归纳法 证明： 当 a ； e [ ci ， 叫时 

\B n Mx) - 5 > 2 ( x )| ^ " 外 - 外 ||. ( 4 . 8 . 13 ) 




• 76 • 


第四章度量空间 


当 n = 1时已证好了.设 （4.8.13) 对于 n 成立，现在来推出对于 n + 1, 
(4.8.13) 也成立.事实上 


| 妒〜⑷ ― W+V 2 (x)| 




A / K(x,y){B n ip l {y) - B n (f 2 (y))dy 
J a 

|A| n M n+1 


n\ 


A / {y~ a) n dy 


ll^i I2II 


| A |n+l M n+l^_ a )n+l 


(n+ 1)! 


- P2II 


于是 (4.8.13) 得以证明.取自然数 n, 使得 


那么 


a=\X\ n M n (b-a) n /n\ < 1, 


\\B n ifi - B n ip 2 \\ = max \B n ipi{x) - B n <f 2 {x)\ < a\\(fi - ^ 2 ||, 

a ^ x^b 


利用定理 4.8.2 就知道,方程 (4.8.11) *C[a, 6] 中有唯一的解. 证毕 

下面我们写出利用定理 4.8.1 中的逐次逼近法求解积分方程 （4.8.10) 的 
过程. 

取 To = ^o(s) 三0,作 = K n ( fo { s ), 容易算出 

M s ) = / ⑷， 

P 2 (s) = /(s) + A / K(s,t)f(t)dt, 


<f 3 {s) = /(«) + A / K(s,t)f(t)dt 


+A 2 / K(s,t) 




dt , 


iK 2 ( s , h )= 尺㈣雖 tjdt， 贝 lj 


一 ^ 般地有 


^ 3 (s) = f(s) + A / K(s,t)f(t)dt + X 2 / K 2 {s,t)f(t)dt. 


^i(s) = f(s) + X /\(M)/Wdt + A 2 I'K 2 (s,t)f(t)dt 


*6 


+ ... + A 71 / K n (s,t)f(t)dt. 
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这里的 K n ( s , t ) 由下面的递推关系 确定： 

Ki ( s , t ) = K ( s , t ), K n ( s , t ) = j K ( s , u ) K n - i ( u , t ) du . 

J a 

这一列函数{… ㈤ }是 [ a ,6] 上的连续函数，并且在 [ ci ,6] 上均匀收敛于解 
^( s ). 又对于给定的正数 q 只要取 n 使得 

-咖" = rq 4^ aS l/(s)l<£ > 

就可以由 (4.8.7) 得到 

\Wn-^*\\ = max |(^ n (s) - ^*(s)| < 

a ^ s^b 

即积分方程的第 n 次逼近解％的误差小于二 

习题 4.8 

1. 设 F 是 n 维欧几里得空间五 71 中的有界闭集， A 是 F 到自身中的映照并且适合如 
下 条件: 对于任何不同的 x , yGF , 有 

p ( Ax , Ay ) < p ( x , y ). 

求证： 映照 A 在 F 中存在唯一的不动点.对于不闭的有界集这个事实能否成立？ 

2. 设丑为完备度量空间，4是丑到丑中的映照，记 

p ( A n x , A n x f ) 

Otn = sup -- - -- - • 

x ^ x 1 p ( X,X ) 

⑴若级数 f ^ a n < oo , 则对任何一个初值抑，迭代程序 { A n x 0 } 必收敛于映照欠的 

唯一不动点，并第 n 次近似解与准确解 Ax = x 的逼近程度. 

( ii ) 若 i ^ fa n < 1，则4有唯一的不动点，并给出一种收敛于准确解 Ax = x 的迭代程 
序以及 n 次 &似解 与准确解的逼近度. 

3. 设 a jk ( j , A : = 1,2,…， n ) 为一组实数,适合条件 

n 

( a ik — ^jk) 2 < 1 , 

j ， k=l 

其中当 j = A : 时为1，否则为 0. 那么代数方程组 


( CK 11 ai2 Otln ^ 


〈 xi 、 



OL21 CK22 Oi2n 


X2 

= 

b 2 

CH n 2 CX-nn ) 


\Xn / 
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对任何一组固定的 6 i ,6 2 ,--- ,& n, 必有唯一的解XI ,... ,x n . 给出迭代程序以及 n 次近似解 
与准确解的逼近度. 

4. 写出，并且利用不动点原理证明，关于方程组 

盖= fu ( x , yi , - - - ， y n )，iy = 1，2, ... ,n 

的解的存在性与唯一性定理. 

5. 在定理 4.8.3 的假设下，证明方程 (4.8.10) 的解为 

( f ( s ) = f ( s ) + J K x ( s , t ) f ( t ) dt , 

这里 K x ( s , t ) 为如下的连续 函数： 


K x ( s , t ) 


00 r b 


K ( s , ' --火⑷― 1 ， t)dti … dt n - i . 


6 .设 f ( x ) 为 0 < a: < oo 上的连续函数,用定理 4.8.4 证明方程 


具有唯一的连续函 数解: 


( p ( x ) = A / e* 一V⑷ ds + f ( x ) 

Jo 


if(x) = f ( x ) + A / e ( x + lKx ~ s ) f ( s ) ds . 


7 . 设函数为 


K ( x , s ) 


x , (0 ^ x ^ s ) 
s , (s 彡 x 彡 1) 


求出方程 


咖 )~ To Jo K ( x ^ s )^( s ) ds=1 


的近似的连续函数解，其误差要不超过10一 4 . 

8. 证咏对于定理 4.8.2 的 B 及 n 以及在 R 中任一点 rr 0 有 

a [?] 


p ( x \ B m x 0 ) 


a 


这里 c = max p ( B k xo J B n + k xo) J [—1 表示巧的整数部分. 
o 彡 fc 彡 n_i 「、 L n J n 

9. 设从完备度量空间丑到丑的映照 T 满足如下 条件: 在开球 O(x 0 ,r)(r > 0) 内适合 
p(Tx^Tx) < 6p(x 1 x f ),0 < 0 < 1, 

并且 

p(xo,Txo) < ar. 

证 明⑴当 a < 1 — 6> 时，: T 在 O(xo, r) 内必有不 动点， 并且唯一 . （ ii) 当 a < 1 - 6> 时, 
如果： T 在闭球 5(xo, r) 上连续 ，则 ： T 在 5(xo, r) 内必有不 动点， 并且唯一. 
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§4.9 致密集 

1. 致密集的概念第一章中曾在实数直线上证明过 Weierstrass 定理：任 
一有界点列必有收敛子列.数学分析中一些重要定理（例如^ 6] 上连续函数必 
可取到最大值、最小值以及最大值和最小值之间的一切值）的证明要用到它.然 
而对于一般的度量空间，有界点列却未必含有收敛的子列. 



图 4.6 


例1 


在闭区间 [0,1] 上作连续函数列4 = {/ n ( x )}, n = 1,2,3,…，其中 


0 , 

fn{p^) = < 

1 — nx, 


^ — 



显然，作为度量空间 C [0,1] 中的序列，因为 


Il / n || = max \fn{x)\ ^ 1, n= 1,2,3,••-, 

所以 {/ n } 是 C [0,1] 中有界序列，但不可能有子序列在 C [0,1] 中 收敛. 事实上, 
如果 {/n fc (X)} 在 C [0,1] 中按范数收敛于 /(X), 应有 

/( x ) = fe lim /„,(,) = 1 = ^ 

这和 / Or ) 应在 a ; = 0具有连续性矛盾（这也顺便证明了 4是闭集，因为它没有 
极限点).所以 Weierstrass 定理在度量空间 C [0,1] 中不成立. 

因此，在一般的度量空间中，不是每一个有界点列都有收敛子点列.这就有 
必要引入下述致密集的概念. 

定义 4.9.1 设 i ? 是度量空间，4是 i ? 中的集.如果4中的任何点列必有 
在 i ? 中收敛的子点列，就称4是 （ i ? 中的）致密集（或称作列紧集).如果丑自 
身是致密集，就称丑是致密空间（或列紧空间). 
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容易看出致密集有下面的几点 性质： 

1°有限点集是致密集. 

2°有限个致密集的和集是致密集. 

3°致密集的任何子集是致密集，因此,任意一族致密集的交集是致密集. 

4°致密集的闭包是致密集. 

事实上，设 4 是致密集，任意取一列 {x n } C 3, 那么对每个 n, 有 2 / n e 4 
使得 P ( x n , y n ) < 因为4是致密的， 有点 y 6 R 及子列 {2/ nJ , 使得 — 
y(k — ► cxd). 所以 a: nfc — ► 2/. 因此3是致密的. 

5°致密集中的基本点列必然收敛,致密的度量空间是完备的. 

事实上,如果 { x n } 是致密集4中的基本点列,那么必有子点列 { x nk } 收敛 
于度量空间 i ? 中的一点 Xo . 根据 §4.7 引理1之 （ ii ), 有 x n 4 x 0 . 

现在我们先在 n 维欧几里得空间五 71 中证明 Weierstrass 定理,它是直线上 
相应的定理的拓广. 

定理 4.9.1 n 维欧几里得空间五 71 中的有界集必是致密集. 

证设是4的任一点列，如 { x n } 作为点集是有限集，显然，必 
有收敛子序列.因此不妨设 { x n } 作为一个集，它是无限集，记为如能证明 
中任一有界无限集必有极限点”.那么立即就可得到：必有吻 G 41. 从而根 
据 §4.4 引理2,存在4中一列点 0/ fc } 收敛于吻，记 2 /fc = 显然可以做到 

n k < n k+u (必要时，用 0/ fc } 的子序列代替{糾}即可)，即子序列 { x nk } 是收敛 
的.因之我们只 要证: P 中任一有界无限点集至少有一个极限点. 

为此,我们称 W 中的点集 

I = \^\\ x% - x o\ ^ 誉 ， < = 工 ， 2 ,…. , n ， a 〉 ◦} 

为 n 维立方体，这里 x = ( x 1 ,^ 2 , ••- , a ; n ), a ：() = «…，咕)，点吻称为立方体 J 
的中心， a 是它的边长.立方体 J 是以中的闭集.容易看到，任一有界集4必 
含在某个 （ n 维）立方体 J 中，即有 J D A 

设有界无限点集4含在边长为 a 的 n 维立方体 A 之内.将 A 等分为 
m 二 2 n 个 n 维立方体 J n ， 八 2 ,… , h m , 图 4.7 是二维的情况.由于 A 是无限集， 
必有某个“与4的通集 AClhk 是无限集.记这个 b 为込同样等分心为 
m 个 n 维立方体 ,^2 m , 同样有一个 / 2fc = / 3 与4的通集有无限多个 
点.如此继续下去,得到一列 n 维立 方体： 

A D 心 D … D 4 D • • • 

每个4与 A 的通集中含有无限多个点,而且包含在一个半径为_的闭球中. 
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当 fc — 0 C 时,半径趋于零.因此，交集 h 4 (这是一个闭集）中必含有一点 X 0, 

fc=l 

而且只有这一点（见 §4.7 引理 2). 对于邱的任何£>环境 O ( o ：()， e ：), 只要 fc 充分 
大,便有4 C O ( x 0 , e ). 又由于 Ap \ I k c AflO ( xo ^), 所以 AC \ O { x 0 , e ) 中含有 
无限多个点，即 xo 是 A 的极限点. 证毕 





Il2 



Iii = h 


h3 

Il4 


图4_7 

2. 致密集和完全有界集 五"中有界集 4 为什么成为致密的？定理 4.9.1 的 
证明过程清楚地表明主要依靠下列两点 •• ⑴对任何 “〉0, A 总是分布在有喂个 
半径不超过“的小正方 体中； （ ii ) 选出一串一个包含一个正方体序列（半径趋于 
零）后 ， M E n 的寒备悖就得到收敛（完备性保证极限存在）子序列 • 在一般度 
量空间中讨论致密性时，如果暂时撇开空间的完备性，那么由 （ i ) 启发我们有必 
要引入如下概念. 

定义 4.9.2 设 4 是度量空间 i? 中点集， B 是 4 的子集.如果正数 q 使 
得以 B 中各点为心，以 e 为半径的开球全体覆盖八即 

|J 0( x , e ) D A , 

xeB 

那么称 B 是 A 的 e - m . 如果对任何 e 〉0,集 A 总有有限的&网 { x lr ••,〜}〔 
A (点的个数 n 可以随 e 而变)，那么称 A 是完 全有界的集. 

显然，度量空间中集 4 的有限&网概念正是定理 4.9.1 中有限个半径不超 
过〜的正方体覆盖 4 的抽象.由定理 4.9.1 就启发我们得到如下的度量空间中 
的定理. 

定理 4.9.2 集 4 是度量空间 i? 中完全有界集的充要条件是 4 中任何一 
个点列 { x n } 必有一个基本的子点列. 
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证 必要 性：设 C A 因为4完全有界,所以存在4的有限的^网 
{^i n) , •• - ，4^)},n = 1,2,3,….因为 UO(xi 1} , 1) D { y u }, 从而 

V 

0(4”，1)，…， 0(0 

之中的一个球——设为 0(x^, 1) ——含有{如}中的无限 多项. 又因为 

U ° (4 2) ，备 ) 3 {办}， 

所以 0(a^ ， l)nUO(4 2 )， ❸ 

中包含{^}中的无限多项.因此,有限个通集 

0 { x ^\, l ) f ]0 (4 2) ，臺)，=1，2,…， fc 2 

之中必有一个——设为 0(x^1) AO ——含有 {〜} 中的无限项. 

这样继续下去,对每个自然数 n, 有集 



含有 {〜} 中的无 限项. 所以可以取子列 { y kn }^ 使得 

并且 fcn < fcn+1, 那么当/X < n 时 

P { Vk ^ X ^\) < 

r 

因此，当 /x 彡 n 时 

2 

p{yk^yk n ) ^ p(yk^x^l) ^ p(y kn ,x { ^l) < 

所以是丑中的基本的子点列. 、 

充 分性： 对任意给定的 e 〉0,从4中取一点心，如果0(%句 ：） 隼那 
么定理已证得.如果不对，就有 a：2 e A - 0 ( xi , e ), 因而 p(a：i,a：2) > e •如 
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果 OO ^ dUCKa ^ e ) D 也就不需要再做什么了.不然，就应有 x 3 eA - 
( 0 ( x !, s ) IJ0 ( x2 , e )), ^rK mm ( p ( x 1 , xs ) ) p ( x2 , x 3 )) ^ e . 如此继续下去，若进行了 
n 次，得到 xi , ••- , x n , 它们适合 min p { x u , x ^) ^ e , 并且 

n 

U 0{ x k , e ) D A , 

k=l 

那么定理已经证得.不然一直进行下去,就从4中找到无限点列 { x n }, 适合 

p{x v ,X^) ^ £：, v 辛卜 

这种点列显然不能含有基本子点列，这和假设相冲突.因此,对任何 e > O , A 0 
有有限&网，即4是完全有界的. 证毕 

下面是完全有界集和致密集关系的定理. 

定理 4.9.3 ( Hausdorff ) (i) 度量空间中致密集必是完全有界集；⑼在完 
备度量空间中，完全有界集必是致密集. 

证 (i) 如果 4 是度量空间 i? 中致密集，根据致密集的定义，任何点列 
{ x n } C A , 必有收敛子点列，自然必有基本的子点列，所以4是完全有界的. 

(ii) i 免 4 是度量空间 i? 中完全有界集，对任何点列 {x n } C i?, 根据定理 
4.9.2, 必有子点列 { x nk } 是基本的，但只是完备的,所以 KJ 是收敛的子点列, 
因而4是致密集. 证毕 

系 完全有界集必是有界集，因而致密集必是有界集. 


证 取 e = 1,设 {以, •••，〜} 是完全有界集 A 的有限 1- 网,那么 （J 0( x k , 

Jq — 1 

1) D A . 因此,对每个 x G A , 必有使得 p ( x , x u ) < 1. 所以对一^切 a :， 
p ( x , Xi) < p ( x , x u ) + p { x u , Xi) ^ 1 -h max p { x v , Xi), 

因此 4 是有界集.根据定理 4.9.3 的 （ i ), 致密集必是有界集. 证毕 

本节的例1也说明度量空间中有界集并不就是完全有界集.一般说来，完全 
有界性强于有界性. 

另外,定理 4.9.3 中的 （ ii ) 的完备性条件是不能除去的,不但如此,而且更进 
一步有 

定理 4.9.4 设丑是度量空间，如果 i ? 中每个完全有界集都是致密集，那 
么 R 必是完备的. 

证设是 i ? 中基本点列，于是对任何 e 〉0,必有自然数 AT , 使得 
n,m 彡 iV 时， p{x n ,x rn ) < £. 因此 { a ： i ， … ,x N } 就组成集 {x v \v = 1,2,3,…}的 
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有限—网，即作为集 { x n } 是完全有界的.由假设 { x n } 是致密集,从致密集的性 
质5°, { x n } 是收敛的基本点列，即存在 e 只， 使得〜 — x Q . 证毕 

定理 4.9.5 完全有界集是可析的，即其中含有有限的或可列的稠密子集. 

证设4是完全有界集，令 , x ^} Ji A 的有限 l 网 （n = l , 2 , 
3, …),那么集 


B = { x^\iy = 1,2, ••- , A : n , n = 1，2,3, . • •} 


是有限集或可列集.只要证明 B 在4中稠密好了.事实上，对于4中任何一点 X, 


及任一正数 I 取|<匕由于必有^使得 xeO 

i/=i \ / 

即 p { x , x ^) < — < e . 因此 a ： S n ) G 丑门0(3：,£：).所以 B 在 A 中 稠密. 
由于致密€是完全有界的，我们得到下述 推论： . 



证毕 


系致密集是可析的. 


3. 某些具体空间中致密点集的特征 从定理 4.9.3 知道，在完备的度量空 
间中致密性与完全有界性是一致的.下面我们就在某些具体的完备空间中给出 
点集是完全有界集的充要条件.我们总是设法把问题引导到有限维欧几里得空 
间.因为在有限维空间中完全有界和有界性是一致的，而有界的条件较易掌握. 
我们只以 C[a,b]AP 为例来说明处理这类问题的基本方法,其余的空间如 l'c 
空间中点集是致密集的条件都可以类似地给出. 

设4是 a < a ; < 6上的一族连续函数, 4 C 卟若对任何一个正数 h 有 
5 > 0, 使得对于区间 [ci, 中任何两点 x, a/ e [a, 6], 当 |x - :z/| < J 时，对 4 中每 
个函数/都成立着 


(即 J 不依赖于 A 中个别的 /), 那么称 A 是 等度连续的函 数族. 

“等度”的意思是族4中各个函数的连续程度是同等的. 

例如,设 L 和 a 是两个正数, 4 是在上适合 Holder 连续性 条件： 

\ f { x ) - f ( x f )\ ^ L\x - x f \ Q , x , x f £[ a , b ] 

的函数/所成的函数族时, 4是等度连续的函数族. 

前已指出，度量空间 C [ a ,6] 中点集的有界性不足以推岀致密性，但是，只要 
再加上等度连续性的条件就行了. 

定理 4.9.6 ( Arzela - Ascoli ) C [ a , b ] 中有界的等度连续函数族必是致 密集. 
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证设4是 C [ a , b ] 中的有界点集同时又是等度连续的，因为 C [ a , b ] 是完 
备空间，由定理4.9.3,只须证明4是完全有界的.对任意给定的正数 I 由4的 
等度连续性，有正数5,使得当中的点 x ，/ 适合 - x f \< S ^, A 中每个 
/必适合 

\ f ( x )- f ^)\<^ (4.9.1) 

利用这个5,任意取定中的有限个分点 


a = x\ < X2 < ' -' < x n = b, 

使得 -^_!| < 5 .因为 4 是有界集，有常数 K >0 使得对每个/ G A 11/11 = 
max \ f ( x )\ < K , 因此，点集 

xe[a,b] 




组成 n 维欧几里得空间中的有界集 


^nK . 由定理 4.9.1 


和定理 4.9.3, A 是完全有界的，所以有八 ，/ 2 ,…， A e A 使得个点 


( fA x l )^ 以心)，…， U ( x n )), 1/ = 1，2,… • ， 

组成 I 中的网.现在来证明 { f U f 2 , …， fk } 是乂的&网就行了.事实上，任 
取/ e A ， 由 （/( A ) ，… • ， f ( x n )) e A , 所以有1，2,…，中的 Z / 使 

. 史 l /“〜)-/ M 2 < !， 

、 / x=l 

所以 lf ( x M )- < |，/x = 1，2,… ， n . 对于 [ a ， 叫中的点 x ， 设 a ; 落在子区间 

o 

[ a ; T , a ; T + i ] 上，由不等式 (4.9.1) 得到 


\f(x) - fA^)\ ^ \f( X ) - f ( X r )\ + \f(x T ) - U (^ r )\ 

+ |/"( 工 T) _ < I 

因此， P(/，D = 11/ — HI < e ，即 / G 证毕 

如果用函数列的均匀收敛的概念来叙述，定理 4.9.6 就 是说： 上一致有 
界而且具有等度连续性的连续函数族4中，任一无限序列必有在 [ ci ， 上均匀收 
敛的子序列. 
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定理 4.9.6 中所加的“等度连续性”的条件是必要的，即定理 4.9.6 的逆也成 
定理. 

定理 4.9.7 C [ a , b ) 中的致密集必是等度连续的有界集. 

证设4 C ^是致密集，致密集是有界的.现在只须证明4是等度连 
续的.对任意的 e > 0,必有4的有限网八，/2,…，因为每个九⑷在 
[ a , 6] 上连续，所以有正数夂…=1，2,…， A ;) ®#[ a ,6] 上的 x〆 ， 当 - a /| <夂 

时， \ Ui x ) - U ( x； )\ < |，取 J = min {5 i , ••- ,4}. 我们证明：对每个 f e A , 只要 

[ a , b ] 中的两点 x , a / 适合 - a /| < 5,便有 

\ f ( x )~ f ( x f )\ < e . 

事实上，对于/ G A 有 K 满足1彡 M 卜使得 〆 /，/,)< |，因此 

1/⑷—/(^)1 ^ 1 /⑷一 fA^)\ + \fA x ) - fA x， )\ + I/〆/) - /(^)1 < ^ 

即4是等度连续的. 证毕 

再来考察空间> 1) 作为数列空间的例子. 

定理 4.9.8 空间 P 中的集4成为致密集的充要条件是4为有界集而且 
对任何正数 e ， 有自然数 n e , 使得对一切 x = { x ,} e A 成立着 

oo 

& (4.9.2) 

i /= n e + l 

证因 P 是完备空间，设 4 是有界集而且适合条件(4.9.2)，只要证明4是 
完全有界的.对任一 7/ > 0,取 e = min (* d /， 1 } 那么有 iV = n e > 0使 
(4.9.2) 成立.作 

A = {( xi ,... , x N )\x = { xi , … ， x n ，...} e A }， 

oo 

由于 A 是有界集，有 K 使得当 0； G 4 时， || x|g = f |〜| P 彡 KP . 因此 |〜| 彡尺， 

v—\ 

所以 \ f > y | 2 < •因此 1 是#维欧几里得空间中的有界集，因而是 

\ i/=i 

致 密的. 于是有 x ( fc ) € A，fc = l ，2, …， Z 使得 

(工严，… , x$),k = 1，2，... " 
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成为 I 的现在来证明是乂的7/-网.事实上，对任何一个 
x e A, 必有 k < I 使 (XU2, … ,x N ) e O ((#) ，…，#))，会)，即 



因此|〜 - x ^\ < — ,而且 

"X - X ⑻ || p < (AT— + 2 p 2e) < 77 ， 

所以 a ; G 0( x ^ k \ rj ). 

反过来，设 4 是完全有界集.只要证明 （4.9.2) 成立好了.这时对任何正 

数 £ ，必有有限的网&⑴， x ⑵，…， xW }. 因此必有自然数 n ， 使得对每个 
△ 

z / = 1,2, • • • ,iV 成立着 

i x ir ) i p< 会， 

fc=n c + l 

其中 0 ；(〃) = { a ； H . 由 Minkowski 不等式，对每个 a ; = { x u } G 有 

p\ pi pi 

x E 1^1^. E i4> + \ E 

\ k=n e -\-l y k=n e -\-l \ fc=n e + l 

< + II 卜 #)"?>， 

但因为 x ⑴，… ， x ㈤ 是 A 的所 以有! /使上式右边小于证毕 

△ 

条件 （4.9.2) 对应于 C [ a , b ] 中的等度连续性，可以称作“等度收敛”. 

4. 紧集我们知道在实数直线上，和 Weierstmss 定理等价的是对闭区间成 
立着 Heine - Borel 覆盖定理.利用它们还可以证明闭区间上连续函数的基本性质， 
如最大值定理和均匀连续性定理等等.只要仔细考察一下这些定理的证明，就可 
以发现，我们可以把这些定理推广到直线上的致密（即有界）闭集.因此，在极限 
论中致密闭集有较好的性质.这对于一般的度量空间也是如此. 

定义 4.9.3 度量空间中的致密闭集，称作紧集. 

显然，4是紧集的充要条 件是: A 中任一点列必有收敛子点列收敛到4中的 
一点.对于全空间来说，致密的概念和紧集的概念没有区别，致密的度量空间又 

称作紧 (度置） 空间. 
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下面我们给出紧集的一些基本性质.首先，度量空间丑中的紧集4看成 i ? 
的子空间时是完备的. 

事实上，由致密集的性质5°，紧集4中任意的基本点列 { x n } 必收敛，设 
— X 0. 由于4是闭集，所以 x 0 G A 就是说4中每个基本点列必收敛到 A 
中的点，所以4是完备的子空间. 

下面我们把直线上的 Heine - Borel 有限覆盖定理拓广到一般的度量空间，进 
而推出紧集的特征性质. 

定理 4.9.9 ( Gross ) 设4是度量空间丑中的紧集，爹是丑中的一族开 
集.如果爹覆盖 A 即 \J O DA , 那么必有爹中的有限个开集(^,02,…， 0 n 

oe 汐 

覆盖 A : 

n 

[jO k DA. 

k=l 

证对 4 中的每个点 X ，必有穿中的开集 O 含有 X ，因此有0；的一个 p ■环 
境 O ( o ;， p ) C O . 记 p ( x ) 为使得0(0；， p ) 含在穿中某个开集之中的这种 p 的上 
确界，那么 p ( x ) > 0. 今证明 


inf p ( x ) = po > 0 . 
xeA 

由下确界的定义，显然有4中的点列 { a n } 使得 p ( a n ) po . 由于4是致密的 
闭集， {〜} 中必有子列 { a nk } 收敛于4中的一点 cio . 因爹覆盖 A 必有开集 
O € ^ ,使得 ao G O . 因此有正数 p 使得 0 ( ao , p ) C O . 由于 a nfc — > ao , 当 A ; 充 
分大时,例如当 fc > fc 0 时， p ( a 0 , a nfc ) < 因此 ， O ^n fc , 0 C O ( a 0 , p ) C 0•这 

样一來当 fc > fc 0 时有 p ( a nk ) > P ~. 所以 po ^ f > 0. 称正数 po 为紧集 4 的 
Lebesgue 数. 

因为 4 是致密集，由定理 4.9.3, A 中必有有限个点 { xi , x 2 r - ,^ n } 组成 
乂的 . Po - 网，这里 po 是4的 Lebesgue 数.由于 po = inf p ( x ), 所以 p { x u ) ^ 

z xeA 

p 0 ( z / = 1,2, ♦•- , n ), 从而 〆 ‘）> - po .由 p (^ u ) 的定义，必有爹中的一个开集 
0^ D 0 (xp ， 臺 Po) ，因此 


[jO^D (jo(x u ^po) DA. 
u=l u=l 乂 ' 

这个定理也称为有限覆盖定理.它的逆命题也正确. 


证毕 
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定理 4 . 9 . 10 设 A 是度量空间丑中的点集，如果丑中每个覆盖 A 的开集 
族中必有有限个开集覆盖 A 那么 A 是紧集. 

证（反证法）如果 4 不是致密集或闭集，那么 A 中必有一列互不相同的 
点 {x,}, 它不含有收敛子点列或它收敛于％但 yeA . 在不含有收敛子点列情况 
下，作集 C 二 {〜}; 用 （ a) 表示仅含一个点 ci 的集，在 {〜} 收敛于?/的情况 
下，作集 C = {〜}U ⑼.显然，在任何情况下， C 是丑中闭集.同理，对任何 
1 / = 1 ， 2 , 3 ,…，集 (7 -( 〜）是闭集.因此余集=(〜) U(^ - C ) 是 开集. 又显 
然有 R — C D A — {〜}，所以 

OO OO 

|Jg,= U[(^)U(^-c)]d 

u=i i/=i 

即 {Gd 是 A 的开覆盖.由假设，应有自然数 n， 使得 \ Jg . dA , 但是 

U =1 

71 

U Gy = {a ； i ， … ， x n }U(il - C), 


所以 x n+1 G Q G ,. 这是矛盾，因此 4 是紧集. 证毕 

根据定4.9.10,我们可以给出度量空间中紧集的另一个定义:设4 
是度量空间丑中的子集， pMR 中每个覃葷4昀汙率哮中矽可荜串有喂个幵 
集舉葷 4,那冬称4畢紧集 • 


5. 紧集上的连续映照 我们现在把闭区间上的连续函数的基本性质拓广到 
度量空间的紧集上来. 

定理 4.9.11 设 D 是紧集， f 是 D 上的连续映照，那么 D 的像五= f(D) 
也是紧集. 

证设 {2/n} 是五中的一列点，相应地有 D 中的点列 { x n } 使得 2/n = 
f(x n ),n = 1，2,3，....因为 D 是紧集，所以 {x n } 含有收敛子列 { x n J , 并且 
Xn k Xo e D. 由于 / 在 X 0 处连续，所以 f(x 0 ) = f(x nk ) = ?/ nfc •因 
此 ，五 是致 密集. 显然 f(xo) =yoeE. 所以五是闭 |T°° — 证毕 

定理 4.9.11 的证明也常用下面的 方法： 设穿是 f(D) 的一个开覆盖，对任 
何0 €爹，因为/是连续的，所以 f ~ 1 (0) = G 是开集.显然，负= { G |/- HO ) = 

71 

G ，0 e Sf } 是 D 的开覆盖，因此存在有限个 G u .、 G n ，[ jG , D D , 从而 

i/=i 

[jO^D /⑼，其中 (X = /( G ,). 这就是说 f(D) 是 紧集. 
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从定理 4.9.11 的第一个证明的过程可以看到成立着下面的 

系 1度量空间丑上的连续映照必然把致密集映照成致密集. 

系 2度量空间丑中的紧集 D 上的连续函数/必然有界，而且上、下确界 
可达. 


证由于 f ( D ) 是实数直线上的紧集，所以 f ( D ) 是有界的，即有常数 X ， 
使得 l/WI ^ K , xeD . 又因为 f ( D ) 是有界闭集， f ( D ) 的上确界的及下确界 
Vo 也在/⑼中，于是在 D 中有 x 0 , x 1 使得 f ( x 0 ) = 2/0, f ( xi ) = 2/ i . 证毕 

系 3 紧集上的一对一的连续映照必是拓扑映照. 


证设/是紧集 D 到五上的一对一的连续映照，要证明逆映照/- 1 是连 
续的.事实上，只要证明 /- 1 的逆映照/把 D 的任何闭子集 A 映照成闭集好 
了.因为 D 是紧集，所以闭子集 A 也是紧集.因此 f ( A ) 也是紧集.广 1 和/ 一 
样是连续映照，所以/是拓扑映照. 证毕 

我们可以仿照闭区间上的函数那样定义度量空间中函数的均匀连续性，可 
以证明，紧集上的连续映照具有均匀连续性.也可以像在闭区间上一样地定义等 
度连续函数族，并且把 Arzela - Ascoli 定理拓广到度量空间中的紧集上去.这些证 
明几乎和在闭区间上的一模一样，我们这里予以从略，读者可以把它们一一写出， 
那将是很好的练习. 


6. 有限维赋范线性空间 我们现在要讨论有喂维昀赋范线性空间（又称作 
Minkowski 空间) • 


定理 4.9.12 设是 n 维的赋范线性空间，…， e n 是凡的一个 
基，那么必有正数 c 1? c 2 , 使得对于中的每个 x = 成立着 


C2 






Ew 2 , 


(4.9.3) 


而且映照 A : (xi,x 2 , - - - ,x n ) 是 n 维欧几里得空间到的拓 

扑麵. "=i 

证 因为 x = 〜〜，所以 





(4.9.4) 
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n 

取 °i = a yz ii 〜 ii 2 , 那么 q 〉0,而且 m q 

、 i/=i 

另一方面，作五 " 中的单位 球面： 

S = ^ (^1) 2^2) ) *^n) |^|x„| 2 = l|. 

考虑 S 上的函数 

n 

f (»^1 5 *^2 ，’ • • ， *^n) ~ E Xj/Si/ ^ 

l/=l 

那么 / 在 S 上处处大于零.现在证明/在 S 上的下确界 C 2: 




因为 S 是五"中的有界的闭集，因而是紧集，由定理 4.9.11 的系2,只要证明/ 
是连续的，那么/在 S 上的下确界 C2 是/在 S 上某点的函数值，这样就能得 
到 c 2 > 0•由 (4.9.4) 


|/( 工 1 ， … ， $n) — fiVU-. ,2/n)| 

71 71 

= 〉: - 〉: 
l/=l l/=l 

n n 

^ > : ( 工 t/ - ^ > : I 工 i/ _ 2 /i/| 2 . 

v—\ \ v—\ 

所以 / 是 s 上的连续函数，由于 s 上没有零向量，根据范数的唯一性条件得到 

C2 > 0. 

n 

对于 E n 中的非零向量 a ； =作匕 = X =-.,v = 1，2,…， n . 

… 1 'EM 2 

、 l/=l 

那么 f > l 2 = l ， 因此 



,Cn) ^ C 2 , 


所以 （4.9.3) 成立. 
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由 （4.9.3) 知道 _ 土/|| 彡 CiUe - r / ll ， 并且 

\\ A~ l x - A ~ l y \\ ^ -\\ x - y \\. (4.9.5) 

C 2 

所以，4和 A - 1 都是连续的映照.又显然乂是 P 到凡上的 一一 对应，因此4 
是拓扑映照. 证毕 

系 1设在有限维线性空间上定义了两个范数 || • || 和 || • III 那么必有 
常数 M > 0及 K > 0,使得对于任何一点 ^ peB n 成立着 

事实上，只要对 II • II 及 HI i 应用 (4.9.3) 就 行了. 

为了说明定理 4.9.12 中的结论，我们对一般的线性空间（不一定是有限维） 
引入如下的 概念： 

定义 4.9.4 设丑是一线性空间， || • 和||.|| 2 是在丑上定义的两个范数. 
如果存在正数 Cl 和 C 2 , 使得对于每一点 x G 丑，有 

Ci || x||2 < Iklli < c 2 || x || 2 , (4.9.6) 

就称范数 IMk 和 || • || 2 是 等价的 

如果存在正数 d 、 c 2 使得 （4.9.6) 成立，那么，令 ci = G V 2 = cr 1 ， 便有 

ci || x||i < || a;||2 ^ C2 || a ;|| i , x e R . (4.9.7) 

所以，如果范数 HU 和 Hj 2 等价，那么 IM | 2 和 HU 也是等 价的. 

设在线性空间丑上有两个范数 HI :和 || • || 2 ,尺按这两个范数分别成为赋 
范空间，记为 （丑， II . Ik) 和 （丑， II • || 2 ).那么，范数 II • 和 II • || 2 等价的充要条件是 
在 （丑， || • no 与 （丑， || • || 2 ) 中点列收敛的概念是一致的，也就是说， || x n - xh-^o 
与||〜 - x || 2 — o 这两件事是等 价的. 

因此，当 || • h 和 || • || 2 等价时，（丑， || • lb ) 和（丑， || . || 2 )是拓扑同构的. 

定理 4.9.12 的系1说明，在有限维线性空间上，任何两个范数都是等价的， 
任何两个 n 维赋范线性空间都拓扑同构. 

系2 有限维赋范线性空间是完备的. 

证设 { pm } 是有限维赋范线性空间中的基本点列，由（ 4 . 9 .5)有常数 
C 2 > 0使得 

\\ A~ l (Pm ~ Pl )\\ < —\\ Pm - pi\l 
C 2 

® 与范数等价有关的有范数强、弱的定义,参见 （ 5.4.3). 
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所以{^ 1 〜}是 P 中的基本点列，因此有 g €五' 使得 

II 乂一 Vrn _ gll — 0, (m — oo) 

再由 （4.9.3) 得到 

— Pm\\ 0, 

所以是完备的. 证毕 

由于度量空间的完备子空间是闭的，所以又得到 

系3任意赋范线性空间的有限维线性子空间是闭子空间. 

从定理 4.9.12 又可得到 

定理 4.9.13 有限维赋范线性空间中任何有界集是致密的. 

证设是 n 维的赋范线性空间，那么和 n 维欧几里得空间拓 
扑同构.记凡到五"的拓扑映照为/， 那么广 1 也是拓扑映照.对于凡中的 
有界集為/⑷是中的有界集，由定理4.9.1，/04)是五 n 中的致密集，而致 
密集在连续映照/- I 下仍是致密的，所以 f ( A ) 的原像4是中的致密集. 

证毕 

反过来，我们可以证明：如果在一个赋范线性空间中每个有界集都是致密的， 
那么这空间必是有限维的. 

为此我们先介绍 F . Riesz 的一个引理. 

在欧几里得空间中，对任一线性真子空间，必有一单位向量与此子空间的 
“距离”等于 1. 但对于一般的赋范线性空间， F . Riesz 证明了下面的 

引理1 设 E 是赋范线性空间丑的闭子空间，并且五#凡那么对于任一 
6,0 <e <1, 必存在尺中的单位向量 x 0 , || a ; 0 || = 1，使得 


p(x 0 ,E) > £. 


证由于 E 是丑 的真子集，任取一点 xeR - E . 又由于五是闭的，由 
§4.4 的第5小节知道 p (无， E )= d >0 (如果 〆 无， E ) = 0,那么无€ E E 了)•因 

为& > d , 必有五中的一点 a / 满足 
£ 

"无 _ 工’" < 餐， 


作= 


x — x 1 

睥-蜊’ 


那么 llxoll == 1. 对任何 x G 尽因0/ + Wx -^ WxeE , 应该有 


II 无 —( a ;’ + II 无 — a /|| a ;)|| X 
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因此 

h — 3:11 = ||#^I- X || = 定 — (x ' + 1|5 - x，l|x)l1 

> d 
〆 脖 - 均， 

于是 p ( xo ^ E )^ d /{\\ x - x f \\)> e . 证毕 

下面的定理指出了有限维空间和无限维空间的一个本质性的差别. 

定理 4.9.14 如果赋范线性 空间丑 是无限维的， 那么丑 中必有不致密的 
有界集. 

证其实单位球 || x || < 1就不是致密集.在 i ? 中任取一个单位向量： 
|| xi || = 1.令 i ? i 表示由: ri 张成的一维子空间： 丑1 = { a;|:r = axi , a 是数 }, 于是 
Ri ^ R . 由定理 4.9.12 的系3知道 Ri 是 R 的闭子空间.由上述 Riesz 的引理， 

存在 a；2 G 丑，||$ 2 || = 1，使得 p ( x 2 , Rl ) > 我们用丑 2 表示由 ^ 1 ,^ 2 张成的二 

维子空间， R 2 是 R 的闭子空间并且丑 2 #凡于是又可以对丑 2 应用 Riesz 引理. 
这样继续做下去，从丑中选取了一列单位向量 { x k \k = 1,2,3,-..}, 以及一列闭 
子空间 {Rk},Rk ^ {$1，3；2, … 而且 

p(xk-^i,Rh) > ^,/c = 1,2,3, ••- 

因而当 p p 时， 由于 〜 G R^-i 

\\ X fjL _ ^I/|| ^ P{ X fl ， Rfl—l) ^ 2 5 

这种点列 { x k } 不可能含有收敛的子序列.所以有界集|| 0 ；|| < 1不是致密集.证毕 

7. 凸紧集上的不动点定理 Brouwer (勃劳威尔）首先用拓扑学的方法证明 
了在欧几里得空间中由凸紧集 K 到 K 自身的连续映照必然有不动点.这就是 
Brouwer 不动点定理. Schauder 后来把它推广到很一般的情况，这里我们只叙述 
一下在赋范线性空间中的有关结果. 

定理 4.9.15 ( Schauder ) 设丑是赋范线性空间， A 是丑 中的一个凸紧集， 
/是 A — A 的一个连续映照，那么必有 x G A 使得 

f ( x ) = x . 

由于这个定理的证明较为复杂，我们把它略去，参见 [4]. 这个定理的更一般 
形式是定理 4.10.1 .在 §5.6 中将给出这个定理的一个重要应用.不过在那里直接 
用到的是下面的不动点定理. 
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定理 4.9.16 ( Schauder ) 设 X 是 Banach 空间， S 是 X 中的凸闭集，少是 
S 到 S 的连续映照，并且像 ^( S ) 是致密集，那么在 S 内必有％使得 a : = ^{ x ). 

为了利用定理 4.9.15 来证明本定理，还需要用到下面引理. 

引理2设 X 是 Banach 空间， A 是 X 中致密集，那么 A 的凸包 / i ( A ) 必 
是 X 中的致密集. 

证由于 A 是致密的，所以它是有界集，因而存在 r >0 ,Ac 0(0, r ). 因为 
开球0(0, r ) 是凸集，所以 h ( A ) C 0(0, r ). 因而对任何 y G h ( A ), || y || < r . 

由于 X 是 Banach 空间，要证 h ( A ) 是致密集，只要证 h ( A ) 是完全有界集 
就可以了.下面就来证明这一点. 

对任何 e 〉0,现在证明集 


/ I ⑷ 


r n n 

S ^aiXilaj ^0,Xi e 

V «_1 0—1 


1 ， i = 1,2,... , n , n = 1,2,3, 


有有限 &网如下： 对任何 e 〉0,由于 A 是致密的，所以存在 A 的网, 

n 

: r ?，... e A , i = 1，2,…， / c . 对任何 y = ^ajXj G h ( A ), 考察 ，…，: r n 

2=1 

中所有落入 O ( x ^ € ~) 中的点，不妨设为（必要时可重新编号）&， … ，心然后 
考察叫 +1 ,… ，杯 中所有落入 O ( W ， |)中的点，不妨设为（必要时可重新编号) 

ll I2 Tl 

叫 + i ， …，％ 2 ,如此依次考察•记 a = 卞户 , Pk = ^2 a “ 

i=l i=li~\~l i=Zfc_i+l 

k n 

显然 A>(M = 1，2, …， A ;， Ea = E % =1, 如记 Zq = 0, Zfc = n , 而且有 




E 


E 心 -E a j x j 


i=l j=ii_i+l 
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这说明对 h ( A ) 中任何一点 y = Yl OLiXi ^ 必在凸集… 

1=1 

彡 = i | 中找到相应的一点沪= YA 丸 使得 

i=l j i=l 


，工 2) = { E 知? 
v 


ll 2/-2/ o ||<|. (4.9.8) 

可是 h { xl …， #) 是有限维空间（显然是由…，4张成的 X 的子空间）中的 
有界集，它是致密集，所以 ㈣ ，…， #) 有有限•- 网: 此 …， t y ^ = J 2 处)4, 
ji = 1，2,…， m . 因而对任何 2 /o € h { x \, - - - , x ° k ), 必有某个 必 使得 

ll 2/ o - ^|| <|, (4.9.9) 

再由 (4.9.8), 就得到对任何2/ G / I ⑷，必有相应‘使得 

\\y ~ Vk\\ < E - (4.9.10) 

显然的 e h ( x ^ • • • , a ；2) c H A )J = 所以{奶是 h ( A ) 的有限 

e - m . 证毕 

系 在引理假设下, W ) 是凸紧集. 

证因为 h { A ) 是致密集，所以 h ( A ) 是致密闭集.因为 h { A ) 是凸集,所以 
h { A ) 也是凸集，因此 W ) 是凸紧集. 证毕 

定理 4.9.16 的证明 记 4 = <?(5),AC5, 因而凸紧集 h(Aj C 5. 又显然 
^( HA))C <?(5) = Ac MA ), 因而少可以视为凸紧集 h ( A ) 到自身的连续映照， 
由定理 4.9.15 知道必存在: c G Ml) C5, 使得 re = ^( x ). 证毕 


习题 4.9 


1. 下列复数集哪个是致密集？ 

⑴{^||^| ^ 1}; ( ii ) { z\zz = 2}; ( iii ) { z \ e z = 1}; ( iv ) {^11^1 是不大于 1 的有理数}. 

2. 设 K 是一个复数集，它在实轴和虚轴上投影都是致密集，证明 K 是致 密集. 

3 . 举一个度量空间，在它上面有一个完全有界集不是致密的. 

4. 设 A 是欧几里得空间五 n 的子集， { O x \X G 3} 是 A 的开覆盖，证明必可从 { O x \Xe 

oo 

A } 中最多选出可列个开集 {Oxnh 使得 U 3 A 

5. 证明习题4中空间换成可析 ii 空间丑时，结论仍成立. 
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6. 如果将完全有界集定义中的有限网 {X1,X2, ••- ,Xn} 的点要求 Xi G 乂 (i= 1,2 ,…， 

n ) 条件减弱为只要仏 = , n ). 证明这样定义的完全有界集与原定义等价. 

7. 设叉是赋范线性空间， A 是 X 的有界子集.证明 A 是完全有界的充要条件是：对任 
何 e > 0,必有 X 的有限维子空间 M e ，使乂中每个点与 M e 的距离都小于二 

8•设 A 是度量 空间丑 中的紧集， { F A } 是乂的一族闭子集，如果 { F a } 中任意有限个 
F Al5 -.. , F An 的交集都不空，那么「| F a 也不空. 

反之，如果集 A 具有如下性质/对于 A 中任意相对于 A 闭的子集族 { F a }, 从任意有限 
交集不空必可推出 f ] F x 不空.那么 A 必是紧集. 

9. 如果在度量^ 间丑 中采用下述相对闭的概念： B，A 是丑中两个子集，如果 B 是 
度量空间 A 的闭子集，则称 B 相对于 A 是闭的. 

证明集 A 是丑中紧集的充要条件是对丑中任何相对于 A 的闭集族 { F a }, 总能从 

{ F a } 的有限交在 A 中非空推出不空. 


举例说明：存在度量空间丑以及丑中非紧集牵但满足下面性质：对丑中任意一族闭 
集{心}，总能从 { f x } 的有限交在乂中非空推出 qf x 非空，但门 A 是空集. 


10. 证明无限维的 Banach 空间不能分解成可列个致密集的和. 


11.设 X 是无限维的 Banach 空间，证明必不存在一列有限维的子空间 { X n }, 使得 

OO 

X =[ jX n (从而可析无限维 Banach 空间中不存在可列个向量 { ej 构成 Hamel 基). 

]" 2 了设 C a [ a ，&] 是 [ a , 6] 上满足 Holder 连续性条件 


1/ ⑷ - /(0I 彡 - t f \ a ^t, i! G [a, 6], 

而且 /( a ) = 0 的函数全体，这里 M,a 是正的常数，并且0 < a < 1.在 C a [ a , b ] 中规定范 
数如下：对于 /G 0,6], 令 


11/11 = 


sup 

t ， t’e[a ， b] 


\m-m\ 

\t-tr 


写出 C a [ a , b ] 中的点集是完全有界集的一些条件. 

13. 设丑和坧是度量空间， D C 丑,/是 D 到柘中的映照.如果对于任一正数 I 有 
如下的正数5,当 a;，〆G D , 而且适合< 5时，总有 p ( f ( x ) J ( x f )) < q 便称/在 
D 上是均匀连续（一致连续）的. 证明： 紧集 D 上的连续映照是均匀连续的. 

14. 设 X 是赋范线性空间，仍， •. • ，％是 X 中 n 个向量.证明，对任何 xGX , 必存在 


数入?，… ， A ^ 使得 




9i 


inf 

入 1 ，…，入 1 


- 入办 


其中 Ai ，…， A n 是 n 个任意数.（进一步，如果入是严格赋范的， gu .，.， gn 是线性无关的， 
那么达到上述极值的 A ?,... ，是唯一的，参见 §4.4 习题 14.) 
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15. 举例说明引理2中 X 仅仅是赋范线性空间时，结论未必成立. 

§4.10 拓扑空间和拓扑线性空间 

1. 拓扑空间前面各节中已经建立起利用距离来描述极限的理论，并且引 
进了与极限有关的概念如开集、闭集、紧集等.但是分析数学中有些极限概念并 
不能利用距离来描述.例如函数列处处收敛的概念就是如此. 

例1设 X 是一集, R(X) 表示 X 上的实函数全体.又设{/ n } c R(X)Je 
R(X). 如果对一切 xgX 

lim f n ( x ) = /( x ), 

n—►oo 

那么称函数列 {/ n } 在 X 上处处收敛于 /, 记为 f n — f •当 X 是有限集或可列 
集时，这种收敛概念可以纳入度量空间中收敛的范畴.例如设 

x = { x n \n = 1,2,3, •••}， 


当 f , geR ( X ) 规定 


— 1 l /( x n ) - g (^ n )| 

那么 ( R ( X ), p ) 是一度量空间，而且 {/ n } 在 X 上处处收敛于/就等价于 

P ( fn , /) 0. 

然而当 X 是一个不可列集时，就无法定义 R(X) 中的距离 P (f，g), 使得 {/ n } 在 
X 上处处收敛于/等价于 P (/ n ，/) — 0. 

例如 X = [0,1]， { rj 是[0, 1] 上有理点 全体. 对任何 n ， 显然存在 [0,1] 上一 
列实连续函数 { f n ，klk = 1,2,3,… •} 处处收敛于 

J 1, a ; = n ，…，〜， 

又易知 { p n ( x )} 在[0，1]上处处收敛于 Dirichlet 函数 D(x). 先证不存在 [0,1] 上 
实连续函数列 {/„} 处处收敛于 D ( x ). 事实上，如果连续函数列 {/ n } 处处收敛 
于 D{x), 那么对任何实数 c ， 


X{D < c ) = U UfW/“ c 


:1 fc=l n=k 


m 
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由于 X (/n < C —;) 是[0, 1] 上闭集，因而门 X (/n ^ C — 也是闭集，从 

71—fc 

而 X(D < c ) 是可列个闭集的和.特别取 c = 便得到 [0,1] 上无理数全体可以 

表示成可列个闭集的和，这不可能（参见 §1.4 习题).现在来证明[0，1]上处处收 
敛不能用距离收敛来描述.假如有某个距离 p . 函数列处处收敛等价于按 p 收敛. 
这样，对每个 n ， p ( f n , k ，( p n )— Q ( k -^ oo ). 从而存在 A ： n ， 使得 p ( fn , k n ^ n ) < 
又因为 p((Pru D ) — > 0,所以 

P ( fn , k n , D ) 0, 

即有连续函数列 { fn . kj 处处收敛于显然这是不可 能的. 这就是说，[0，1]上 
函数列的处处收敛概念是不能距离化的. 

因此，我们现在需要沿别的途径来建立比度量空间更为一般的极限理论.在 
§4.1，第4段我们知道点列收敛的概念可以不用距离来描述而用环境来描述，而 
环境是用开集来定义的.因此，如果我们在一个空间中用某种方法来规定其中某 
些集为开集，这样就可以利用开集来定义环境,再利用环境来定义收敛点列的极 
限等.根据 §4.4 开集应该满足定理 4.4.1 中的三个条件，我们就利用这三个条件 
来作为规定开集的三条公理. 

定义 4.10.1 设 S 是一不空的集，是 S 的某些子集组成的一个集类.如 
果它满足条件： 

( Ol ) 空集0与全空间 S 在 达中； 

(02) ( S 中任意个集的和集在 中； 

(03) ( B 中任意两个集的通集在中. 

那么我们称为空间 S 中的一个拓扑（结构)，而称 (5, ( B ) 为一拓扑空间，有时 
简写（5,幻为中的集称为 S 的开集,空间 S 中的元素称为点.如果开集 t / 
含有点 X ，称为点 x 的环境（或邻域).任何开集 Oe ( B 的余集 S - O , 称为 

闭集. 

如果 ( S ,( B ) 又满足如下的 条件： 

(04) 对任何两个 x , t / G 5, 当 x 弄 y 时必然有2/的环境 t / 和 F 使 

Uf]V = 0 , 


那么称（5,达）是 Hausdorff 空间. 

在度量空间中，我们总是把按 §4.4 的方法定义的开集全体作为拓扑，因此度 
量空间自然地成为一个拓扑空间，而且是 Hausdorff 空间.例如是欧几里得 
空间，按欧几里得距离导出的拓扑称作欧几里得拓扑， ( E n ^ n ) 称为欧几里 
得拓扑空间. 
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例 2设 S 是非空集.令是 S 的子集全体，显然这时成为一个拓扑， 
称作离散拓扑.离散拓扑空间是 Hausdorff 空间.如果我们取 

^ = {0，外 

这时也成为一个拓扑，称它为平凡拓扑.当 S 中不止有一点时， S 按照平凡拓 
扑不是 Hausdorff 空间. 

但是我们要直接给出一个空间中的拓扑有时是比较费事的.例如在度量空 
间中我们是先给出每点的一种特殊的〜环境，然后再定义一般环境以及开集.因 
此，有时我们也要利用在一点的一族特殊的环境来定义开集. 

定义 4.10.2 设（5,岣是一拓扑空间， XG 5. 又设發 ㈤ 是 x 点的某些环 
境所成的环境族，如果对 x 点的任何环境 V 必有 G 發⑻使得 U CV , 那么 
称 货 ( X ) 是拓扑6在 CC 点的环 境基. 

例如当丑是一个度量空间， xGR.m 货 ㈤ = {0(x,r)jr 是正数 }, 那么它就 
是在 x 点的环境基.显然，欢⑷ = {0(x,r)\r 是正有理数 } 也是 x 点的环境基. 

引理 1设（5, ( S ) 是一拓扑空间， ^{ x ) 是在: r 点的环境基，那么它必然满 
足条件： 

(N1) 每个€ ^(x) 含有点 x ; 

{N2) 对任何 f / 2 G 欢 ( x ) 必有 Ue^{x) 使得 

(N3) 设 f / e 欢 ( x )， WRyeU, 那么必有 F e 皆 (y) 使得 VcU. 

证 由环境的定义得到 （ iVl ). 当 U u U 2 e 欢 ( x ) 时，也是开集而且 
也含有 x , 因此它是 x 点的环境.由 ^{ x ) 是环境基的定义有 t / € ^( x ) 使得 
U C 所以满足 ( N 2). 再证 ( AT 3): 设 t / G 發 ( x )， 那么 [/ 是 开集. 如果 

2 / e t /， 那么 t / 是 2 /的环境.由于 货 ( y ) 是 y 的环境基，有 F e ^( y ) 使 y c t /. 

证毕 


上述三个条件不但是集族成为环境基的必要条件，而且也是充分条件: 


引理2设 S 是一集，如果对每点 xeS 指定了 S 的子集族欢 ㈤ 满足（引 
理1中的）条件 （ iVl )、（ TV 2 )、 ( N 3), 那么必有 S 上的唯一的 拓扑达 使得發 ( x ) 
成为6在^点的环境基. 

证 我们利用 ^{ x\x eS ^ X ( B 如下：任意取 S 中若干点（允许重复取) 
{ xa|A G A }, 并且对每点 m 任意取 ^{ x \) 中的一个集 J / a ， 作 *5 的子集 

U =[ ju x , (4.10.1) 

AG-A 
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由 ^( x ), xeS 造出的这种类型的集 t/ 的全体再加上空集0记为I现在证明 
它满足拓扑的三个条件. 

我们对每个 xe S 取一个€欢⑷，由欢 ㈤的（引理1中）条件 ( N 1) 
可知 S = |JC4 e (5,所以 (8 满足条件 (Ol). 条件 (02) 是显然被满足的.再证 

X 

(03》设 w ^ w 2 e ( B , 任取 


y eW = WiC{W2, 

由于2/ G W l / ( u = 1,2), 由于 (4.10.1), w ,= [j U ^\ 所以存在[/^(^),使得 

入 ez 

ye U ^\ x u ), 从而必有 ％ e 料〜)，使得 y eU , cW , {^ LU , = U { ^\ x v ) 即可) • 
由条件 ( NS ) 必有 K e 皆 ( y ) 使得 R d 由于 G ^( y ), 由条件 (iV2), 
对每个 yew 得到 e ^( y ), 使得 

2 2 

VyCf^Kcf^U^cW, 


因此 


LK. 

yew 


这样一来， We ( B . 所以 (E 成为拓扑. 

还要证明 ^( x ), xes 是这样造出的的环境基.首先说明每个 C/ e ^( y ) 
是开集：事实上，只要在 (4.10.1) 中仅取一个点 x A = y， 取相应的 Ux 为 U 立 
即知 t / 是中开集.其次，任取在2/点的一个环境 O , 由于0 G (8,根据 
(4.10.1)， o = U C/ A ， 因此必有某个 xeS,U e 發 ( X ) 使得 yeu GO , 由条件 

( N 3) 有 F G ^( y ) 使得 VCUCO , 所以 ^( y),yeS 是环境基. 

最后再证拓扑的唯 一性： 如果有另一个拓扑 f， 由于对一切 x e S ^( x ) C 
( B \ 所以 (8 中任一个 U =[ jU x e ( B , . 反过来，如果 K 是 f 中任何一个元素， 

xeA 

对任何 x e f/', 必有 ^( x ) 中的 0(x) C V，因而 U f = |J 0( x ) e ( B . 所以 

0( x )= U , 

= 证毕 

定义 4.10.3 称引理 2 中的拓扑 (8 为 ^{ x ), xeS 导出的拓扑. 

如果我们要给出拓扑，根据引理2,只要给出满足条件 （7V1 - #3) 的集族 
^( x),x G S 就行了. 
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例 3我们考察例1中的集 R ( X ) 中任何一个子集对每个/ e 每个 
正数 a 和任意有限个 xi , x 2 , …， x n 6 X ，定义 

U(f;x lr •- ,x n ,a) = {g\g e 5, \g{x v ) - /(〜)| < a, i/ = 1 ， 2,… ， n}. 

我们又令發 (/) = { J 7(/; Xi , - - - , x n ; a )| n 为自然数 ， 〜 G X , a > 0}, 那么易知 
^( f)J e S 满足条件 （ iVl )、（ TV 2 )、( iV 3). 由引理 2 , 它导出唯一的拓扑 ( S , 使 
欢 (/)，/ GS 是环 境基. 

我们仿照度量空间的情况 ，一 样地在拓扑空间中引入点列收敛的概念. 

定义 4.10.4 设（5, (8) 是一个拓扑空间，是 S 中的点列， xeS . 如果 
对于 x 的任何环境0,有自然数 TV , 使得当 n > AT 时， x n € 0,那么称 x n (按拓 
扑迮收敛于 x. 记为 x n x 或 x n — > X. 

我们来证明.这时在例 3 中的函数列 {/ n } C S 处处收敛于/的充要条件 
是 fn /• 

先证充分性：设 /n 对任何 XGX , 任何正数6由于 f /(/; X ， e ) 是/的 

环境，这时必有自然数 iv ， 使得当 n > AT 时 , / n e U [ f ; x ， e )， 即是 \ fn ( x )- f ( x )\ < 
e , 因此 { f n ( x )} 处处收敛于 /• 再证必要性：如果 / n 处处收敛于/，对于/的任 
何环境 0, 必有 XI , ••- , x n G X，a > 0 使 ，… , x n ; a ) C O . 由于 {/ n } 处 

处收敛于/，对每个〜必有自然数使得当 n >凡时， \ f n { x v ) - f { x u )\< a , 
因此只要取 AT = ，…， iV n )， 那么当 n 彡 AT 时 

fn ^ U ( f ; x lr - ,x n ;a) C O. 


证毕 

定义 4.10.5 设 (5, ( B ) 是一拓扑空间.如果 S 的每点 x 都存在一个环境 
基 皆 ( x ) 是可列集，那么称 ( S ,( S ) 是满足第一可列公理的. 

显然，度量空间 ( R , p ) 是满足第一可列公理的.因为 ^( x ) = {0( x , r )\ r 为正 
有理数 } 就是: r 点的可列的环境基.可以证明,对于例3中的 S 取为只( X );当 X 
是不可列集时,它不满足第一可列公理.事实上，假如满足第一可列公理,对/三 
0,就有可列环境基 { u n (0 )\n = 1，2,3,…}，记如⑼= [7(0; #)，•..， x 恕; 知)，显 
然 Ao = { x\ n ^\i = 1，2,…， m n ，n = 1，2,3, • • • } 是可 列集. 由于 X 不可列，因而 
X - A 0 不空•任取以及数 a >0. 考察/三0的环境 J 7(0; x o ; a ): M 
然函数 

f a + 1, x = x 0 , 

( fix )= < 

I 0， x G X - xq , 

属于 ⑼ (n = 1,2,3, • • •)• 但是 W ( x ) 否 t /(0; x o ; a ). 因而对任何 n ，? x n (0) 夂 
t /(0; x 0 ; a ). 这就与假设 ( n n (0)} 是环境基相 矛盾. 所以在例3中，当 S 取为 
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丑( X )，而 X 是不可列集时，拓扑空间 R ( X ) 不满足第一可列公理. 

可以仿照定理4.4.4,证明下面的 结论： 

引理 3 设（5,岣是拓扑空间， AcS . 如果4为闭集，那么4中任何收敛 
点列必收敛于4中一点.设 (5, e ) 又是满足第一可列公理的，那么当4中任何 
收敛点列必收敛于4中的一点时，4是闭集. 

因此，在满足第一可列公理的拓扑空间中能够用收敛点列的极限来描述闭 
集，也就是描述拓扑.但是我们注意，引理3中 (5,(5) 满足第一可列公理的条件 
不可除去. 

例4设炉是实数直线，但其中规定拓扑 如下： ^ = { i ? 1 - B\B ^ R 1 

中的任一有限子集或可列子集或空集或只这时容易看出中没有一个 
收敛点列.因此任取中一个不闭的集為例如 A = [0, oo ) (它的余集不是 
开集)，它满足这样的条件： 中任何收敛点列必收敛于 A 中一点”（因为4中 
根本就没有收敛点列).但是4不是闭集. 

所以在不满足第一可列公理的空间中就不能由收敛点列极限来描述拓扑了. 
需要把点列的概念推广如下. 

定义 4.10.6 设 Z 是一个半序集，而且对任何 心， A 2 e A 有 A e A 使得 
Ai < A, A 2 < A, 那么称 Z 是定向半序集. 

是一^空间，设4是一 '个 定向半序集， A | — “(A G A ) 是 yl 到 *5 的一个映 
照，称 { x x \ XeA } 为半序点列. 

显然当 iV 是自然数全体按自然顺序所成的全序集时，通常点列 { x n \ neN } 
就是一种特殊的半序点列. 

例5设 （ S ， 岣是一个拓扑空间 ，X e & 發⑷是 X 点的一个环境基，我们 
在發 ㈤ 中规定当 f/ C V 时为 y < f/， 那么这个顺序称为逆包含顺序.显然 
^{ x ) 按逆包含顺序成为定向半序集.对每个 t / e 發 Or )， 任取 〜 e t /. 那么 
{ x u \U G ^( x )} 就是一个半序点列. 

我们现在把点列收敛的概念推广到半序点列. 

定义 4 .10.7 设（5,旬是拓扑空间， {x a |A € yl} 是 S 中半序点列 ， xo e 
如果对 xo 的每个环境 O 必有 A 中的指标 Ao 使得当 Ao < A 时 

XA G 0 ， 

那么称半序点列 {xx\\eA} 收敛于 x G ， 记为 X A A x G 或者 x A — x 0 . 

容易看出 Hausdorff 空间中任何一个收敛的半序点列必然只收敛于一点. 

例6容易看出例5中的半序点列^ 




• 104 . 


第四章度置空间 


利用半序点列就可以描述闭集，因此也就可以描述拓扑了. 

引理4设05, (8) 是一个拓扑空间， Ac 5,那么4成为闭集的充要条件是 
A 中任一收敛半序点列必收敛于4中的一点. 

证必要 性：设 4是闭集， { x x \X e vl } 是4中的半序点列， x A — t 如果 
xGA , 那么 S - 4是 x 的环境，由 x A — x 必有 x A e S - A 这和 A e A 冲突, 
所以 x G A , 

充分性：设 4 中每个收敛的半序点列 { x a |A G A } 必收敛于4中一点.今证 
是开集.不然的话, mxeS - A , 而且对 x 的环境基欲 ( x ) 中每个环境 
U 必有 xt ； e A 因此半序点列 { x v \U G 欢 ( x )} 它是收敛于 x 的，但是 x 百八这 
和假设冲突.因此4是闭集. 证毕 

定义 4.10.8 设 S 是一集， Mi / = 1,2) 是5中的两个拓扑，如果6 C 心. 
就称拓扑6弱于或6强于 

我们注意这里4弱于心，包括可能6 =心这种情况. 

显然任何拓扑弱于离散拓扑强于平凡拓扑（见例 2). 

引理5设 *5 是一集 ， ^ v [y = 1， 2) 是 S 上的两个拓扑, 达1 c &•设 { xa|A g 
A } 是 *5 中的半序点列，$0 € *5. 如果 : ca 邱，那么 CCA 工0. 

换句话说，半序点列如果按强的拓扑收敛，必然按弱的拓扑也收敛于同一点. 

证因为对 X 0 的每个环境0 € 自然有 O e 匕，由半序点列收敛的定 
义立即可以得引理 5. 证毕 

例如在一集 S 中一个点列 { x n } 如按离散拓扑收敛于 xo , 那么当 n 充分大后 
x n = : ro , 因此按别的任何拓扑都有 x n — x 0 . 又 S 中任何半序点列 { x a |A G A } 
按平凡拓扑总是收敛，并且收敛于 S 中每一点. 

又如 X 上一致有界函数全体 B ( X ) 按距离 

p ( f , g )= sup \ f ( x )- g ( x )\. 

xe [ a , b ] 

所决定的拓扑强于例 3 中所定义的处处收敛的拓扑，即函数半序点列的均匀收 
敛推出处处收敛. 

显然，对拓扑空间中的闭集，定理 4.4.7 仍然成立. 

我们现在把度量空间中的致密闭集推广到拓扑空间. 

定义 4.10.9 设 (5, ( B ) 是一拓扑空间， AcS . 如果4中的任何一个点列 
{ x n } 必有子点列 { x nk } 收敛于4中的一点,那么我们就称4是列紧的. 

下面我们再把度量空间中的有限覆盖性质加以抽象化引入如下的 概念： 
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设 S 是一集，4 c S .{ Ox\X e A } 是 S 的一族子集，如果 \ JOxDA 就称 

入 ez 

{ O a |A e M 是4的一族覆盖.如果 S 又是拓扑空间， { O x } 又都是开集,那么称 
它是一族开覆盖. 

定义 4.10.10 设 (5, ( B ) 是拓扑空间， AcS . 如果4的任何一族开覆盖 
{ O x \\ eA } 中必可挑出有限个 {0 Al ，… ，0 An } 来覆盖 A 那么称4是一个 紧集. 

根据定理 4.9.9 和定理 4.9.10, 当是由距离导出的拓扑时，这里紧集概念 
和列紧概念一致，这也就是我们在度量空间中把致密闭集称作紧集或列紧集的原 
因.但是在不满足第一可列公理的拓扑空间中紧和列紧这两个概念是不一致的. 

在离散拓扑空间0?，幻中，只有 S 的有限子集才是紧集.当(5,€)是平凡 
的拓扑空间时， S 的每个子集都是紧集. 

我们又可以把 §5 的连续映照概念拓广到拓扑空间中来. 

定义 4 .10.11 设^, = 1,2) 是两个拓扑空间， 4 C /是 A — & 

的 映照. 对于 x 0 € A 如果对于 /( x 0 ) 在 ( S 2 中的每个环境 O (/( x 0 )) 必有 x 0 在 
( Si 中的环境 O ( x 0 ) 使得 


/(O(xo)n^) C O(/(x 0 )), 

那么称/在吻点连续.如果/在4上每点都是连续的，那么称/是连续映照. 
显然/是连续映照的充要条件是对每个 O €心 

/ _ 1 ( 0 ) = {x\x G A, f(x) G 0 } G 达1门儿 

例如当 = 1,2) MS 上的两个拓扑时，恒等映照 


I : x x,x E S. 

作为巧,(£ 2 )到 (5,^) 的映照成为连续映照的充要条件是6 c ( S 2 . 

定义 4.10.12 设/是 ⑸， 6) 到 ( S 2 ,( B 2 ) 的一对一的 映照. 如果/以及 
它的逆映照/- 1 都是连续的,那么称/是拓扑 映照. 

当/是 A — &上的一对一的映照时，显然/成为拓扑映照的充要条件是 

达2 = { f (0)\0 € € i }. 

在第三章中讨论过两个空间的乘积，在 §4.5 中讨论过乘积度量空间，现在我 
们进一步推广定义乘积拓扑空间. 


定义 4.10.13 

们作 


设 { S v ^ v )(y =1,2) 是两个拓扑 空间. 令 S & x &，我 






e€jj = h2 
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(显然上述 (£ 确实为拓扑）称 0 S ，(£) 是和(5 2 ,(£2)的 乘积拓扑空间 ，记 
为 

乘积拓扑空间的概念可以推广到任意个拓扑空间的乘积的情况，（一般说来， 
它上面的邻域实质上是取各式各样有限乘积的邻域）参看 [4]. 

例如欧几里得拓扑空间（五与的拓扑积就是欧几里得拓扑 
空间 ( E n + m , g n+m ). 

2. 拓扑线性空间 比赋范线性空间更为广泛的是度量线性空间. 

定义 4.10.14 设 ( R ， p ) 是一个度量空间，丑又是实数域或复数域 F 上的 
线性空间.如果丑中的线性运算是连续的，就是说： （ a ) 加法运算是连续的：如 
果 {〜} 、 { yn } C R ， x n — x ， y n — y ， 那么 x n + y n — x + y ; ( b ) 数乘运算是连续 
的：如果 { a n } C F , a n —► a , { x n } C R , x n ^ x , 那么 a n x n -> ax . 这时我们就说 
( R , p ) 是一个度 量线性空间. 

特别如果 ( R ， p ) 是完备的度量线性空间,就说 （ i ?, p ) 是 FVechet (弗雷歇）空 
间 （它与 §4.7 习题10的定义在拓扑等价意义下是一致的). 

显然赋范线性空间是一个度量线性空间.我们现在举一个不是赋范线性空 
间的度量线性空间如下. 

例 7我们考察§1例4、5中的 S 、 W 以及 C °°[ a ,6], 它们都是度量线性空 
间而不是赋范空间. 

现在我们可以进一步推广度量线性空间的概念.当 F 是实数域或复数域时， 
我们用表示 F 按照通常距离所引入的拓扑. 

定义 4.10.15 设丑是实数域或复数域 F 上的线性空间，又设（丑， (£) 是一 
个拓扑空间.它满足如下的条件： 

( i ) ( i ?，€) 是 HausdorfF 空间； 

( ii ) R 中的线性运算是连续的： （ a ) 加法运算（: r , y ) x + y 作为 


的映照是连续的，而且 （ b ) 数乘运算 ( a , x )^ ax 作为 

( F ,( E f ) x ( R ,( E ) ( R , (£) 


的映照也是连续的. 

那么称（丑， (£) 是 拓扑线性空间 (或 拓扑向量空间). 显然如果 ( R ， P ) 是一个 
度量线性空间，在丑中按距离 p 引入拓扑(£，那么 ( R ^) 成为拓扑线性空间. 
在分析数学中最常用的是下面的一类拓扑线性空间. 
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定义 4.10.16 设丑是实数域或复数域 F 上的线性空间， { Pct ( x)\a G M 是 
R 上的一族拟范数，也就是说，它们是丑上的一族函数，满足条件 （ i ) 非负 性：当 
: r G 丑 时 Pa(x) ^ 0; ( ii ) 齐 次性：当 A G F，:r G 丑 时， ( Ax ) = | A | p a (: E); ( iii ) 三 
角不等式：当 x，y G 丑时， p a (x + y ) < p a ( x ) + p a ( y ). 如果它们再满足条件 （ iv ): 
对每个 : E G iZ ， 当 : E # 0 时必有 a e A 使得 p a ( x ) 7 ^ 0. 那么称 i ? 按 { Po\ol G A } 
成为赋（一族）拟范线性空间. 

特别当 Z 是可列集时，称丑是赋可列拟范空间. 

例 8设 h 6] 是一有限区间， C °°[ a ,6]^[ a ,6] 上无限次可微的函数全体所 
成的线性空间，我们在 C °°[ a ,6] 上引入一列拟范数 

|| x|| n = max ^ \ x ^ n \ t)\,x e C °°[ a , b],n = 1,2,3,…. 

这样 [ a , 6] 按 {|| • || n |n = 1,2,3，...} 成为赋可列拟范空间. 

例 9设 X 是任一集，丑( X )是 X 上的实函数全体所成的线性空间，在 
R ( X ) 上定义一族拟范数 { Px (-)\x e X } 如下： Px ( f ) = 1/ ⑻ I ，/ e 丑 P 0. 那么 
丑 ( X ) 按{仏 ㈠ |X e X }成为赋（一族）拟范线性 空间. 

对赋拟范线性 空间尽 如果 { v a \a G ^1} 是它的拟范数族,我们引进类似于 
例3的一族邻域基如下：当 : r G 丑时，任取有限个 ai ,--- G ^任取正数 e 
作 

[/(巧叫，… ， Q n ，6：) = { y \ PaAy ~ x ) < C = 1，2，... ， n } 

对于每个 x e 

發⑷= { C /( x ; ai , - - - , a n ; e)\n 为自然数, ai , … , a n e A,e > 0} 

那么容易验证它满足引理 1 中的条件 （ iVl )、（7 V 2)、(7 V 3). 由引理 2 ,它导岀唯一 
的拓扑,祢它是由拟范数族 { Pa . aeA } 导岀的拓扑，容易证明丑按这个拓扑成 
为拓扑线性空间.此后对赋（一族）拟范线性空间总是这样地引入拓扑.这样得 
到的拓扑线性空间又叫作局 部凸的拓扑线性空间 （关于局部凸名词的由来，我们 
不准备介绍了). 

§4.8 中的不动点原理可以推广到局部凸的拓扑线性空间的情况. 

定理 4.10.1 ( Schauder-TwxoHOB (吉洪诺夫 )） 设 i ? 是一个局部凸的拓 
扑线性空间，4是丑中的凸紧集.又设/是4 4中的一个连续映照，那么必 

有 p G 4使得 f ( p )= p . 

关于这个定理的证明参见问. 
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§5.1 有界线性算子 

1. 线性算子与线性泛函概念 算子概念（参见 §1.2) 起源于运算.例如代数 
运算、求导运算、求不定积分和定积分、把平面上的向量绕坐标原点旋转一个角 
度等.在泛函分析中通常把映照称为算子.而取值于实数域或复数域的算子也称 
为泛函数，简称为泛函.本书中着重考察赋范线性空间上的线性算子，这是线性 
泛函分析的主要研究对象之一. 

定义 5.1.1 设 Z 是实数或复数域， X 及 y 是域 Z 上的两个线性空间， D 
是 X 的线性子空间， T 是 D 到 F 中的一个映照，对 : r G D ， 记: r 经 T 映照后的 
像为 Tx 或者 T ( x ). 如果对任何 x . yeD 及数 a ,/3 eA , 成立着 

T(ax + (3 y ) = aTx + /3 Ty , 

就称 T 是线性算子， 称 D 是 T 的定义域，也记为 ^( T ). 而称集 TD = { Tx\x e 
是 T 的值域（或像域)，记为深 ( T ). 取值为实数或复数的线性算子 T (即 
深 （ T ) C 小分别称作实的或复的线性泛函，通称 为线性泛函. 

本书中今后所讨论的算子（泛函）都是线性算子（泛函). 

下面举一些例子. 

例 1设 iT 是 n 维（实系数或复系数）向量空间，在 iT 中取一组基 
{ ei ， e 2 , … ， e n }， 相应于任意一个 n x n 阵(^),作 iT 1 — 丑 72 的算子 T 如下：当 
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71 

x = ^2 工 a 时 

i/=i 

n 

y = Tx = 

fj,=i 

而 Pfi = = 1，2,…， n . 显然，这样定义的 T 是一个线性算子,这个算 

子在线数中称为线性变换.算子 T 显然由阵唯一确定，有时就直接记 
为 T = ( t ^). 

反过来，设： T 是 — iT 的任何一个线性算子，由于7 ^是 ei , e 2 , …， e n 
的线性组合，所以必有阵(^),使得 

TSi/ = + •.. + tjii/Sji , p = 1 ， 2， • • • ， Ti. (5.1.1) 

n n 

因此，当 a ; = 时，由 T 的线性可得而这里的= 

l/=l /l=l 

n 

即 t 是对应于阵 ( t ^) 的算子. 

" =1 由此可知，在有限维线性空间上，如果将基选定后，线性算子与矩阵是相对 
应的. 

71 

设（的，…， a n ) 是一组数，那么当 X = G 时 


f { x ) = Y , a - x - (5.1.2) 

U =1 

必为 W 上的线性泛函.反过来，如果/是俨上的线性泛函，记〜= fM,iy = 
1，2,…， n . 根据/的线性可知，/必表示为 (5.1.2) 形式.由此可知， n 维线性空 
间上线性泛函与数组（&，••• ， a n ) 相对应. 

例2设 P ( t ) = 是常系数的多项式，那么将函数: r ⑴映照成 

U—1 

尸 ( 去)刪的算子 

P(D) : x(t) ^ P ( 去 ) 工⑷ 

sc fc [ a ，6] ac [ a ，&] 的线性算子. 

又对于匕6]中任一定数 to 映照 

/ : x{t) ^ P ( 去 ) 冲） 




.110 . 


第五章有界线性算子 


是 C k [ a , b ] 上的线性泛函. 

例3设五是线性空间，映照 

T : x f —>■ cxx ( a 是定数） 

是五上的线性算子，记作 a /， 称为相似算子（或称作倍单位算子).如果 a = 0 
时， T 是零 等于,记作0.当 a = 1时，称为竿偉等于或惇 f 等干，记作 J . 

例4设是测度空间， K ( s , t ) 是 ⑷ x x B ，// x W 上可测函 
数，并且 

JJ \ K ( s , t )\ 2 d ^{ s ) d ^( t ) < 00 , 

由 Cauchy 不等式容易知道（参见 (4.3.5) 及例 1) 

( Tx )( s ) = f K ( s , t ) x ( t ) dfi ( t ) 

Jq 

是 L 2 ⑷， — L \ Q , B ^) 的线性算子，它是线性积分方程理论中最基本的 
算子之一，通常称为 Hilbert - Schmidt 型积分算子. 

例5设: r ⑷ G L (— 00, +00)，那么算子 

/ +oo _ 

e iat : r ⑷ dt (即7 1 : a ; ⑷ h x ( a )) 

-OO 

是 L (— 00 , + 00 ) —> (7(— oo , + oo ) 中的线性算子. 

特别地，对任何固定的 ao G (- oo ，+ oc ) 

f : x ( t ) — x ( a 0 ) 

便是 L (- oo ,+ oo ) 上的线性泛函. 

现在引入与线性泛函有关的一些几何概念. 

设 X 是线性空间， f 是 X 上的线性泛函.如果/不是零泛函（即/笋0)， 
那么对任何实数（或复数，视空间 X 为实或复空间而定） c ，称 X 的子集 

L c ( f ) = ( x |/( x ) = c } 

为 X 的一个超平面，它的方程就是/( ㈣ = c . 特别当 c = 0时，超平面 L c 成为 
X 的线性子空间，称为泛函/的零空间. 

例如 X 是有限维空间 iT 时，采用例1中记号，任何一个线性泛函/形如 
(5.1.2)，这时超平面 L c 就是通常所说的超平面 


a \ X \ H - h a n x n = c . 
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mmm / 睁了可熊 _ 拳一个窜擎固于夕 .卜, 可以 _ 它昀雩 $ 同來 $ 串牵•关 
于这一点证明如下：不妨设/ # 0.设彳 (/) (简记为 ，)是 f 的零空间，那么 

，# X . 任取 y 0 百，，由于 f ( y 0 ) + 0,可以作: r 0 = 那么就有 f ( x 0 ) = 1, 

fyyo) 

对于空间 X 中任何向量 X ， 作向量 y = X - f(x)x 0 , 由于 /( y ) = 0,所以 yeJ ^. 
因此对任何 : r e X ，必有 y e 乂，使得 

X = y f { x ) x 0 . (5.1.3) 

如果 g 是 X 上的线性泛函，也 是以乂 为零空间， 

那么由 （5.1.3) 得到 

9(^) = 9(y) + 咖 0 )/( 工 ）= g ( xo ) f ( x ), 

对一切 XGX 成立.即有下面泛函 等式： 

9 =咖 o ) f , 

H 此 P 与/只相差一个常数因子 9( xo ). 

分解式 (5.1.3) 可以被形象地 说成： “非零线性泛函 

的非雩$1旬实质上晕一维昀 •” 

我们也很容易看出，两个线性泛函 f 、 g , 如果对某 
个 c # 0,超平面 L c ( f ) 与超平面 L c ( g ) 一致，从而超平面 f = c f { d 是任意非零 
数）与超平面 g = d 一致，由此又推岀，(/)=，⑷因此 

f = g . 

2. 线性算子的有界性与连续性 在度量空间中已介绍过连续映照的概念. 
线性算子由于具有可加性，所以关于连续性有更进一步的结果. 

定理 5.1.1 设 T 是赋范线性空间 X 到赋范线性空间 r 的线性算子.假 
如 T 在某一点 x 0 e ^( T ) 连续，那么在上处处连续. 

证 对任意一点 : r G 级 ( T ), 设 x n e ^( T ), 且: E n — X ，于是 x n - x -\- x 0 x 0 , 

由假设 T 在: r 0 处连续，所以当 n — oo 时， 

T ( x n -x + x 0 ) = Tx n -Tx + Tx 0 Tx 0 , 

因此 — Tx ， 即 T 在 a ; 点是连续的. 

由此可知，要验证线性算子 T 是连续的，只需验证 T 在 : r = 0点连续就可 
以了. 
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例 6有限维赋范空间中线性算子是连续算子.事实上，因为定理 4.9.12 已 
证明有限维赋范线性空间中依范数收敛等价于依 Euclid 范数收敛，或等价于按 
坐标收敛.所以有限维赋范空间中一切线性算子是连续的. 

定义 5.1.2 如果算子 T 将其定义域 ^( T ) 中 的每个有界集映照成一个有 
界集，就称 T 是有界算子. 不是有界的算子就称 为无界算子. 

赋范线性空间中的相似算子显然是有界的. 

通常我们说一个线性算子 T 是 X 到 y 中的算子是指 ^( T ) = X . 

用 Zorn 引理可以证明，任何无限维赋范线性空间上必存在定义在全空间上 
的无界线性算子. 

定理 5.1.2 设 T 是赋范线性空间 X 到赋范线性空间 r 的线性算子.那 
么 T 是有界算子的充要条件是存在常数 M > 0,使得对一切 xGX 


|| T : rKM ||: r ||. 


(5.1.4) 


证设 T 是有界的线性算子，那么 T 把单位球面 S = {2 /IHyll = l,y GX } 
映照成一个有界集，所以有一个常数 M 彡0,对于 y 6 *5,有 || Ty || < M .当: r = 0 
时 (5.1.4) 自然成立，当: r 笋0时，作 y = ^，那么由 y £ S , 得到 

INI 


T 




= M 
— W 


彡 M, 


因而 (5.1.4) 对一切 xGX 成立. 

反过来，如果 (5.1.4) 成立，设: r 在一有界集4中，就有常数 K ， 使得 : r e 4 
时， || x || < 因此由（5.1.4)，对一切 xeA 

|| Tx || ^ MK , 


即是有界集. 证毕 

本书今后如无特殊申明，有界线性算子的定义域 9{ T ) 总假定为是全空间， 
即= X . 因此，对赋范线性空间上的线性算子，以后就可用 （5.1.4) 作为有 
界性的定义.与此相关，引入下面基本概念. 

定义 5.1.3 设 T 为赋范线性空间 X 到赋范线性空间 Y 的有界算子，称 


imi 


sup 

x^O 


\\ Tx \\ 

In" 


为算子 T 的 范数. 

由定理 5.1.2 立即得到有界线性算子的范数是有限的. 
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对有界线性算子 T ， 成立着 

|| Tx ||<|| T |||| x || ( xGX ) (5.1.4，) 

并且还有如下简单性质： 

|| T || = sup || Tx || = sup || Tx ||. (5.1.5) 

M=i 

事实上，显然 || T || 彡 sup || Tx || ^ sup || Tx ||. 另一方面，对任何 y # 0, 由 

II 工 Ki IMI =1 

于^是范数为 1 的向量，立即得到 

T ] j 7 T | ^ SU P 11了工11， 

112/11 || x||=i 

上式左边取上确界后得到 || T || < sup || Tx ||, 由此得到 （5.1.5). 

j | x || = l 

显然，当 T = J (单位算子）时， || J || = 1. 

称 || Tx ||/|| x || 为 T 在 x 方向的伸张系数， || T || 的几何意义是一切方向伸张 
系数的上确界. 

现在举一个具体空间中具体算子的范数求法的例子. 

例7 X 利壬何 / eL [ M ], 作 

( Tf )( x ) =「 (5.1.6) 

J a 

把 T 视为 L [ a , b }^ C [ a , b ] 的算子时，那么 || T || = 1. 

事实上，任取/ e L [ M ], 使 ll/IU = 1，由于 

\\ Tf \\ C [ a , b } = a maxJ ( T /)( x )| = J f ( t)dt 

< J \ f ( t)\dt < J \ f { t)\dt = 1, 

即 || r || < 1. 另一方面，取 / 0 = 显然 ||/ o|U = 1，那么又有 

b — a 

|| T || = sup || T /|| 彡 || T / o || = max f 

||/|| = 1 a^x^bj a 0 — a 

=[ b ^—dt = l, 

J a b — a 

即 || T || > 1，所以 || r || = i . 
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如将 (5.1.6) 式所定义的算子看成 L [ a ,6] L [ a , b ] 的算子时，那么 || T || 
(b — cl ). 

事实上，任取/ G L [ a ，&]， 使 II / IIl = 1，由于 

rb 


\\Tfh 




dx < 






\ f ( t)\dtdx 


\ f ( t)\dtdx 


ldx = (6 — a ). 


即 || T || <(6- a ). 另一方面，对任何使得 a +-< b 的正整数 n ， 作函数 

Tb 


n , x e 


fn ( x ) 


Qj^d -\ - 

n 


0， x G { aH — , b 
V n 


显然 H/nlU = 1, 而且 

\\Tfnh 




*a+_ 


dx 


n(x — a ) d : 


*6 


+ / ldx 


(“)—心 


所以又有 || T || > sup || T/ n || L = ( b - a ). 从而 || T || = ( b - a ). 

一般说来，求 Si 具体算子的范数的值并不容易. 

我们来证明对于线性算子而言，有界性与连续性是等价的. 

定理 5.1.3 线性算子 T 是有界的充要条件是 r 是连续算子. 

证显然，有界算子在点 : r = 0是连续的.由定理5.1.1，有界线性算子 : T 
处处连续. 

反过来，设 T 是连续的线性算子，我们只需证明 

M 0 = sup || Tx || < oo , (5.1.7) 

||x|| = l 


假若不然，设 Mo = oo , 那么就在单位球面 ||: r || = 1上存在点列 {〜}, 使得 
|| Tx n || = A n — oo . 考察点列 y n = 显然， y n 0. 由 T 的连续性，得到 

An 

Ty n — > 0. 但是实际上 || T2 / n || = 1,这是矛盾.因而 Mo < 00 ，即 T 是有界 算子. 

证毕 




§5.1 有界线性算子 


• 115 - 


本节中例1到例6所举的算子（按所指定的定义域的空间和像域的空间）都 
是有界算子，读者自己可以 一一 加以验证. 

本书今后如无特殊申明，连续算子的定义域总假定是全空间. 

显然，并非每个算子都是有界的. 

例8设 X 是 ㈨ 6] 上具有连续的一阶导函数的函数全体，视 X 为 C [ a ，6] 
的子空间（就是说， X 中的范数就取为 C [ aM 的范数，即当 : r G X 时， || x || = 
⑷ I )时， X 也成为一个赋范线性空间.在 X 上定义算子 D 如 下：当 

xeXH, (Dx)(t) = 那么 D 显然是 X 到 C[aM 的线性算子 . D 是无界 

dr 

的.因为如果取 x n (t) = 容易算岀 || Xn || = 但是 = 

因此，当 n 00时， || Dx n || = n — oo . 

对于赋范线性空间 X 上的线性泛函/，我们总是把它看成由 X 到由实数 
(或复数)全体所成的线性空间 Z 时， || y || 就是 y 的绝对值 | y |) 的线性算子. 
因此关于泛函的连续性及有界性就不再复述.对于有界线性泛函/，由于 / Or ) 
是数，所以 ||/( x )|| = |/(2；)|，因而线性泛函的范数可以写成 

ll/ll = sup |/( x )|. (5.1.8) 

||x||=l 


对于线性泛函还有下面的和连续性等价的条件. 


定理 5.1.4 设 X 是赋范线性空间 ， f 是 X 上线性泛函，那么/是连续的 
充要条件是/的零空间，= {x\f(x) = 0} 为 X 中的闭子空间. 

证 必要 性：设 /是连续线性泛函.当 x n G 〜 —: r 时，由/的连续性 
得到 /⑷== 0. 因此 a : G 所以/是闭集. 

充分性是闭集，如果/不是有界的，那么 sup |/( x )| = oo . 因此必 

|| x || = l 

有一列点〜，适合 || x n || = 1， |/( x n )| > n . 作 

_ x n _ X 1 

Vn ~ f(x n ) /( 工 1 )’ 

那么 f{yn) = 0, 因此 y n G c / K . 然而由于 

x n _ 1 _^ q 

f(Xn) 1/( 工 n)| — ’ 

这样就得到 — -志 •但是 /(ygO = 一 1 ，即為百， 这和，为 
闭集的性质矛盾，因此/是有界的. 证毕 
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3. 有界线性算子全体所成的空间现在我们考察线性算子之间的初等运算. 
设 X 、 F 是两个线性空间.我们以 （X — F ) 表示由 X 到 F 的线性算子的 
全体,类似于函数的初等运算我们也可引入算子的初等运算. 

当 A B G (X —► y ), a 是数时,作算子 A + 5、 aA 如下：对于任何 x e X, 

规定 


(A + B)x = AxBx , 

( aA)x = a ( Ax ). 

显然 ， A + B , aA 都是属于 （X — y ). 称 A + B 为算子 A 与 B 的和， aA 为数 
a 与 4 的积.容易知道 （X — y ) 按照上述的线性运算构成一线性空间. 

设 Z 是又一个线性空间，如果 B e (X — 7)，4 € (F — Z ), 作 X 到 Z 的 
算子如下： 

(乂. B)x = A { Bx ), x G X , 

显然，是由 X 到 Z 的线性算子,称为算子 A 与 B 的积，常简写为 
AB . 特别地，当 X = F Z 时,如果 A , Be ( X -^ X ), 那么 AB e (X — X ),并 
且易知 （X — X )按照上述线性运算及乘积成为一个线性代数®,并以 J 为单位 
元.一般说来不一定等于 BA 如果 = 凡4,就称 A 丑是可交 换的. 

当 U 是赋范线性空间时，以 ®(X Y ) 表示由X到7的有界线性算子 
的全体.假如 A^B e »(X y), 那么 A + B e »(X 4 Y),aA G »(X — 7)， 

这里 a 是任意的数,并且 


||A + ^ K || A ||+ ||5||, (5.1.9) 

11^411 = Mill (5.1.10) 

等式 （5.1.10) 是显然的.至于 (5.1.9) 可证明 如下： 任取 XGX , 那么 


||(A + 5) xK || Ax || + ||^||^|| A |||| x || + ||5|||| x || 


= (PII + _) IWI ， 

从而 (5.1.9) 成立.又显然 P || 彡0,而 P || = 0只限于 A = 0 . 所以得到结论如 
下： 

①设五是线性空间，如果对五中任意两个元素 x , y , 规定了积 x ^ yeE , 适合如下条件⑴ 
乘法结 合律: 当： r ， y , z e 五时 ，: r . (y . 幻 =(X • y ). q ( ii ) 乘法及加法的分 配律: 当： r , y，z e 五时， 
x -{ y -\- z ) = x - y ~\- x - z ,( y + z)-x = y x+z x \ ( iii ) 当 a 是数，: r，y G 五时， a ( x - y ) = ( ax)-y = x -( ay ), 

就称 E 为线性代数.在代数中常简记: c . y 为: cy . 详见奥库涅夫著《高等代数》. 
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定理 5.1.5 设 X ， y 是赋范线性空间 ， »(X — 10是 X 到 y 的有界线性 
算子全体，那么 ®(X - Y ) 按通常的线性运算及算子范数成为赋范线性空间. 

此后,如不另外说明，我们总把 ®(X ^ Y ) 了解为上述的赋范线性空间.特 
别地，对于 X 上的全体连续线性泛函有 


定义 5.1.4 设 X 是赋范线性空间 . X 上的连续线性泛函全体记作 X *，它 
按通常的线性运算及泛函的范数作范数构成一个赋范线性空间，称为 X 的共轭 

空间. 

设 X 是赋范线性空间，当 e ©(X — x ) 时，也是有界线性算子， 

而且 

PBBPIIII 缚 (5.1.11) 


事实上，当 x e X 时 




从而得到 （5.1.11). 

一般地，设丑是赋范线性空间同时又是代数，如果其中元素的乘积满足 

M ^| N ||| y ||, (5.1.12) 

就称丑是赋范 代数. 因此 ®(X ^ Y ) 是赋范代数，完备的（作为赋范空间是完 
备的）赋范代数又称为 Banach 代数 • 

如果在一个 Banach 代数中，乘法是具有幺元的（或称单位元的)，称它为具 
有幺元的 Banach 代数. 

定理 5.1.6 设 X 是赋范线性空间， r 是 Banach 空间，那么 ®(X Y ) 
是 Banach 空间. 

证设 { T n } 是 ®(X ^ Y ) 中一列元素，并且是基本的，即对于任何 e > 0, 
存在 N , 当 n ， m 彡 TV 时 

\\T n — ^ 771 1 | < 

因此对任何 x € X ，当 n，m > iV 时 

|| T n x - T m x || ^ e || x ||, (5.1.13) 

所以固定 i 时， { T n x } 是 r 中的基本点列，由于 r 是完备的，所以存在 y ， 使得 

y = lim T n x . 

n—>oo 




.118 • 


第五章有界线性算子 


作算子: T 如下： 对每个 x e X ,令 Tx = y = ^ TnX . 容易知道 T 是 
X ^ Y 的线性算子•在 （5.1.13) 中，令 m — oo , 就得 SjH n > iV 时 

|| T n x - Tx ||= lim || T n x - T m x \\ ^ e || x ||. 

m—>oo 

由于 e 不依赖于 X , 所以上式说明，当 n > AT 时 

|| T n - T ||- sup ||( T n - T ) x || 
lkll=i 

即 T n - T e ®(X ^ Y ). 从而 T = T n + { T - T n )e ®(X ^ Y ), 并且 

lim || T n - T ||=0. 

n—^oo 

因而 »(x ^ y ) 是完备的赋范线性空间. 证毕 

由于实数全体或复数全体以绝对值作为范数时，构成完备赋范线性空间，所 
以立即得到下面的重要结论. 

定理 5.1.7 赋范线性空间的共轭空间是 Banach 空间. 

其次，我们从定理 5.1.6 还可以得到下面的结果. 

定理 5.1.8 当 X 是 Banach 空间时，那么 ®(X X ) 是具有幺元的 Ba - 
nach 代数. 

有共关轭空间的某些基本问题我们将在下一节专门讨论.下面举一些 Ba ¬ 
nach 代数的例子. 

例9设叉是赋范线性空间，是仅由单位算子 J 的倍数 aJ 全体所构成 
的集，即= { al\a e A }, 那么是 Banach 代数.事实上，因为和数域义 
(取数的绝对值为范数）所成的 Banach 代数是同构的. 


例10取 X 二是上的连续函数.对每个 X ，作相应的 
X — X 的线性算子 如下： 对任何/ e L [ a , b ] 

x : f ( t ) i-> (5.1.14) 

显然，算子 z 是 X - X 的线性算子，通常称它为乖积等于.今证 z 是有界算子， 
并且 

NI = max |x(0|. (5.1.15) 

事实上，对任何/ e L [ M ]， 由于 

J |x(0/W|d^ max |x(0| J \ f ( t )\ dt , 
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即 || x /|| ^ maxjx (0|||/||, 因此 || x || 彡 maxjx ( t )|. 另一方面，闭区间上连续函数 
| x (0| 的极值是可达到的， 必有妃 

|x(^o)| = max^ \x(t)\, to e [a, b]. 

因此，对任何 e > 0,必有区间 J Jo € J C [ a ,6]， 当亡 € J 时 

| x (^ o )| — e < \x(t)\. (5.1.16) 

记 5 为 J 的长度，在 L [ a , 6] 中取 / 5 如下： 

0 ， tel ， 

fs(t) = < x 

b ， 叫 

显然/ <5(0 彡 0, 且|旧卜 1. 根据 (5.1.16) 就有 

pb pb 

/ {\x(t 0 )\-e)fs{t)dt^ / \x(t)fs(t)\dt, 

J a J a 

即 


\\xfs\\ > \x{t 0 )\ -e = max \x(t)\ - e . 

也就是说 || x || > max | x ⑷ |- e . 令 e — 0, 便得到 || x || > max \x(t)\. 因此 (5.1.15) 

a^t^b a^t^b 

成立. 

(5.1.15) 说明：如果把 C[a,b] 中元素: r ， 作为 L[a,b] L[a,b] 的乘积算子时, 
作为算子的范数和作为 Banach 空间 C[a,b) 的元素的范数是一致的. 

此外，对 C[a,b] 中的所有元素 x , 按 （5.1.14) 方式把它作为 L [ a , b ]^ L[a,b] 
算子时，显然构成一个代数.又根据 (5.1.14) 以及 C [ a ,6] 是完备的，易知这个代 
数是 Banach 代数. 证毕 

在一个 Banach 代数 B 中，如果 B 中的两个元素以、 x 2 对于 B 中的乘法 
是可交换的，即 XiX 2 = X 2 Xi , 就称 Xi 、 X 2 是可交换的. 如果丑中一切元素彼此 
都可交换,就称 B 是可交换的 Banach 代数. 设级是 B 的线性闭子空间.以 B 
的乘法作为级中的乘法，如果21成一个代数时，就称21为 B 的 Banach 子代数. 

简言之，21是 Banach 代数 B 的 Banach 子代数,意即21是对线性运算和乘 
法运算封闭的闭子集. 

定理 5.1.9 设 X 是 Banach 空间，4 € ®(X ^ 中一切可 

与4交换的算子全体记作那么是 ®(X — X )的 Banach 子代数. 
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证先证是 ®(^ ^ X )的线性子 空间： 如果 C，D e 2 U ， 由于 CL 4 = 
AC, DA = AD, 易知对任何两个数 a ,/3, 便有 

(aC + / 3 D)A = aCA + ( 3 DA = A(aC) 4 - A{( 3 D) = A(aC + / 3 D), 

因此 （aC + e 2 U ， 即 2 U 是线性子空间. 

再证中两个元 C 与 D 的积 CD e 2 U . 事实上，由于 {CD)A = C(DA )=. 
C(AD) = (CA)D = (AC)D = A(CD), BP CD e 所以队 4 是 ®(X — X ) 的 
子代数. 

最后证 2 U 是闭子空间：如果 { C n } 是中的一列元素，并且 C n -^C e 
X). 由此得到对任何 fex 

Cf= lim C n f. (5.1.17) 

n—^oo 

由于 A 是连续的，根据 (5.1.17) 就得到 

A(Cf) = A lim C n f= lim AC n f = lim C n Af, 

n—^oo n—^oo n—^oo 

用 Af 代替 （5.1.17) 中/，便得到 

A(Cf) = C(Af), 

即对任何 / e X ，都有 ACf = CAf. 因此 AC = CL 4, 即 C € 2 U . 证毕 


Banach 代数是泛函分析中专门研究的重要对象之一，不可能在本基础教材 
中多介绍，这里介绍的已能满足本书以后的需要，暂时介绍到此为止. 

以后研究算子谱时要用到 Banach 代数的一个下述结果. 

定理 5.1.10 设 B 是 Banach 代数，则对任何 x e B 极限 


lim 

n—^oo 


存在，而且等于 inf 

n^l 

证记 r = inf v /|| x n ||, 显然 lim v /|| x n || 彡 r . 所以只要证明 

n^l Tl—KX 

( 5 . 1 . 18 ) 

n—^oo 

由下确界定义，对任何正数 e ， 必有 m ^ l , 使得 


Vll x7n ll <r J te, 
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对任何正整数 n ， 有非负整数 k n ， l n , 0^ l n < m , 适合 


n = k n m + l n , 

重复应用（5.1.12)，便可得到对任何 A :， ||/|| < || xf . 从而 

_"|卜叫 |<(|| x | 卜 || 斤)是 

(\\ x \\ 1 -^ (r ^ e) 11 ^ , 


因此 

lim V||:r n || 彡 r+ e ， 

n—OO 

再令 e — 0,就得到 (5.1.18). 

显然，定理 5.1.10 对赋范代数也是成立的.特别有如下的系. 
系设 T e 那么极限 

lim y /\\ T ^\\ 

n—^oo 

存在，并且等于 inf ^/ n ， 


证毕 


习题 5.1 


1. 在例1中，如果规定向量 X — Xi/Gi/ 的范数为 M = max | x ,|, 求出例1中算子 
T 的 范数; 如果规定向量 x 的范数为 " =1 

IWI = ( I 2 )， 

证明例1中算子的范数适合 

m ^ x 1‘| 2 ) 彡 II 了"彡1“| 2 ) — 

^ \ M=1 / \^= 1 U=1 / 

2. 作赋范线性空间 l p (oo > p > 1) 中算子 T 如下： 当 x = {〜} G P 时 ， Tx = {%}， 

其中 

OO 

y^i = 〉: — 1 ， 2 , 3 , • • • 

u=\ 

而且 D ^ IVl'j 9 < 00, ^ = 1 •证明 T 是 P 上有界线性算子.又问 P 上有界线 

性算子 M 是否& 是这个形式. 
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3. 设 K ( x , y ) e L q ( R 2 , m ) J ( y ) e L p ( R \ m ) 且 i + i = l，p > 1 .证明 

P Q 

T : /( x ) h ip { x ) = J K ( x , y ) f ( y)dy 

是 L p ( i ^， m ) -> L q { R l , m ) 的有界线性算子. 

4. T 是 C [ a ,6] m C [ a , b ] 的积分 算子： 

( Tip )( s ) = J K ( s , t )( p ( t ) dt , ip G C[a,6], 

其中是 [ a , 6] x [ a , 6] 上二元连续函数.证明 

\\ T \\= ma^ b J " \ K ( s , t )\ dt . 

5 . 设 T 是 C [ a , b ] 上有界线性算子，记 

Tt n = n = 0， l ，2，.... 

证明 T 完全由函数列唯一确定. 

6. 设 r 是赋范线性空间 X 到赋范线性空间 F 的线性算子.如果 T 的零空间 ，( T ) = 
{ x\Tx = 0} 是闭集，问 T 是否有界？当 T 是有界算子时， /( T ) 是闭集吗？ 

7. 证明^是 C k [ ai b ]( k 是正整数，参见 §4.1 的例3和 §4.2 例 12) 到 C [ a , b ] 的连续 

线性算子，并求岀它的范数. 

8. 在复 C fe [0, l ] ( k 是正整数）定义 



I 工 ⑷⑷I 

i\ 


采用通常的加、乘运算，证明 C fc [0,1] 是具有幺元的 Banach 代数. 

9. 令表示次数不超过 n 的复系数多项式 a: = ^ a k t k 全体，加、乘运算如通常 

fc =0 

的，但乘时出现超过 n 次的项当作零.取 |M| =^ 2 \ a k \. 证明尺⑷是具有幺元的 Banach 

fe =0 

代数. 

+oo 

10. 在绝对收敛级数 a = ^ 2 an 全体上，规定“乘法” 如下： 当 a = {a n },6 = { f 3 n } G 

— OO 

“时， 

r +oo I 

O^b — \ 〉: OLn—mPm / 

Lm= —cx> ) 

+oo 

加法、数乘如通常的.并规定 M = E |a n |. 证明 h 是具有幺元的 Banach 代数. 
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11. 在 " 空间上定义乘法 如下： 当 a = { a n }. b = {/5 n } G " 时， 

ab = { a n Pn } 

证明 " 是 Banach 代数，但没有幺元.并求出 

12 . 设 X 是赋范线性空间. — 

⑴如果 T 是久上有界线性算子，那么必有常数 A (例如取 | A | > || T ||), 对任何正整数 
n ( T - XI) n ^ 0. 

( ii ) 证明不存在 X 上两个有界线性算子 A ， 使得 [ A ， B ] = I (这里 [ A ， B ] = AB - BA , 
称为 A 、 B 的交换子.（提 示： 用反证法，利用⑴，可不妨设# 0 (n = 1，2,…），否则用 
(B - XI ) 代替 R 然后算出 [ A , B n ] = nB n ~\ 由此找出矛盾 .） 

13. 设 T 是线性空间 X 到线性空间 Y 的线性算子 ， A C 切 ( T ), 并且是凸集，证明 TA 
是 r 上的凸集.如果 X ， r 都是赋范线性空间， T 是连续线性算子 mT ) = X ) 问当 A 是 
凸闭集时， TA 是否是闭集. 

14. /是实赋范线性空间 X 上的线性泛函， c 为实数.证明 

( i ) 超平面 L c ( f ) 和超平面 L c ( f ) 决定的半 空间： { x \ f ( x ) ^ c }, { x \ f ( x ) ^ c }, { x \ f ( x ) > 
c },{ x |/( x )< c } 等都是 凸集； 

( ii ) 当 / 连续时， L c (/), { x \ f ( x ) ^ c }, { x \ f ( x ) ^ c } 是闭的， { x \ f ( x ) > c }, { x \ f ( x ) < c } 
是 开的； 

( iii ) L c ( f ) 和半空间中任何一个具有非空的核时, / 必连续. 


§5.2 连续线性泛函的表示及延拓 


1. 连续线性泛函的表示 为了应用泛函分析的一般理论于具体场合，如果 
能知道具体空间上连续线性泛函的一般形式，即具体了解一个线性空间 X 的共 
轭空间中每个元素的形式将是重要的.在这一段中我们要把一些常用的空 
间如 LP [ a , b ] 等等的共轭空间表示出来. 

首先我们引入同构概念. 

定义 5.2.1 设是两个赋范线性空间. [/是 X 到 F 的映照，而且对 
一切 x € X ，有 \\ Ux \\ = || x ||, 那么称 [/是 X 到 F 的一个保范 算子. 如果 t ； 不 
但是保范的，又是线性的，而且还实现 X 到7上的一一对应，那么我们就称 U 
是 X 到 y 上的（保范） 同构映照. 如果空间 X ， F 之间存在一个从 X 到 F 上的 
(保范）同构映照，我们就称 X 和 F 同构. 

如果 


U : x ^ Ux 

是实现了 X 到 y 的一个同构，我们把 I 与 t / x 同一化（即把 x 与[/ X 视为同一 
的)，那么就可以把 X 和 y 同一化而不加区别. 
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在泛函分析中，常把两个同构的空间同一化，这是泛函分析中一个基本的 
观念. 

一般说来，一个抽象的赋范线性空间，如果能与一个具体的赋范线性空间同 
构，我们就把这个具体空间的形式称为抽象空间的一个 表示. 所谓赋范线性空间 
X 上连续线性泛函的表示,就是研究 X * 这个赋范线性空间能和怎样的具体空间 
实现同构.这类问题的研究方法通 常是： 先在 X 中取适当的元素集使得衣中 
元素的线性组合在 X 中稠密.这种元素集$称作赋范线性空间 X 中的母牙缉. 
先把泛函/在 s 上的形式表示出来，再利用 s 中元素的线性组合在 X 中的稠 
密性以及/的连续性，从而把 f 在 X 上的形式表示出来. 

(1) I 1 的共轭空间 （0* 是严. 

I 1 是满足 f > i | < oo 的数列 X = ( X !, X 2 ,...) 全体按通常线性运算和范数 
2=1 

00 

|| x||i = ^2 \ X A 所成的 Banach 空间 • 是有界数列 i = { xi , x 2 , • • •) 全体按通 

i/=i 

常线性运算和范数 llxlloo ^ sup |〜|所成的 Banach 空间•（见 §4.2). 

n 

在 Z 1 中取衣为一列“单位”向量 e n = (0,..-，0， l ,0 ，...)，n = l ，2,3，.. ••因 
此对任何 : r = ( xi , a ：2, …）€ Z 1 ， 显然 

n 

x = lim 

n—>oo ^ 

l/=l 

对任何 / e ( Z 1 )*， 记 ％ = f { e v ){v = 1,2,3,..). 显然， W < 11/11 IIMk = 11/11，因 
此 r / e 〖°°，而且 

Nice ^ ||/||. (5.2.1) 

作 （0* — 严的映照 U : f^rj = (/( ei ),--. , /( e n )， …). 显然， 1/ 是线性 
映照，易知非零元/映照成非零元 r / = [//，并且 \\UfWoc ^ ||/||. 

为了证明 [/是 （ Z 1 )* 到的同构映照，现在仅需再证 [/( I 1 )* = 1 °°，并且 
||^/|| ^ ||/||：对任何 r / = ( r / i ， …，如 ，…） e Z 00 , 由于 sup | r / n | = || r/||oo < oo 以及 

n 

Z = ( m ） e 丨 1 时，;是绝对收敛级数，所以£ 也是绝对收 

敛级数，因而 1-1 " _1 

OO 

/ ㈤ (5.2.2) 
1/=1 

可以视为 Z 1 上的泛函，显然/是线性泛函，而且 

OO OO 

\ f ( x )\ ^ l x 4 l < Moo^M = || r /|| ooN | i ， 
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即/是 Z 1 上的连续线性泛函，而且 

ll/ll ^ Woo. (5.2.3) 


由 （5.2.2) 所定义的泛函/显然是满足 f ( ei ) = = 1，2,3 ,…)， BP C // = 7/. 这 

说明 (/( l 1 )* = 1 ' 根据 (5.2.3) 还有 ||[//|| oo ^ 11/11- 

既然 （ Z 1 )* 和同构，我们把 #)* 和严同一化，所以可以说 Z 1 的共轭 
空间是即 G 1 )* =严.读者应特别注意， （ Z 1 )* =严 K 晕同构章义下昀 f 萃， 

所以卒翠用这孽“等车”未琿讨華他间_日丈，译伞项袒同构睐 f 、, 丈如以考率 • 
忽视这一点将会发生错误,今后有关共轭空间表示的等式都应注意这一点.有的 
书中常用“，代替“=”，以示区别. 

(2) P {\ < p < + oo ) 的共辄空间 ( P )* 是 19 (H = 0 . 

l p 是满足£ W P < OG 的数列 ( X !, X 2 ,...) 的全体，是按 || x || p = 泛 | x n rV 


所成的 Banach 空间， J 的%法和 Z 1 的情况一样.对任何/ G ( F )\ 仍记％二 
j { e v ),v = 1，2,3，.... 先证卩 < oo :作点列 如下: 

V =1 

令心 =arg t ^!/， 


.( 爪） 



i / < m , 
v > 


显然, x (m) G P ， 由此得到 


/(/—) = = f >^， 

v=\ v=l 

ll ， )ll P = (f>i m )l p ) P = (f>J) 

根据 ll / ll 得到 

(ew 9 ) % ll/ll, 


再令 m — oo , 便得到 7/ G P ， 而且 


IHI,^ ll/ll. 


( 5 . 2 . 4 ) 
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这时,对任何 : r = (: ri, …） G Z p ， 由 Holder 不等式得到 

Y ^\ r ] ux u \ ^ I 〜 r) = hiuiwip ， 

v—\ \1^=1 / \l^=l / 

即是绝对收敛级数.因此，由 
1/=1 

n / n \ 

x = lim > 和 f ( x ) = lim / [ > 1 

n ~^°° 1^=1 n ~^°° \iy=i / 

得到 / 的与 (5.2.2) 形式上完全相同的表达式 

OO 

f ( x ) = 〉: 


(5.2.5) 


作俨)* — 卜的算子 


C/ ： /^(/(ei),/(e 2 ), ••- 集)，…)， 

显然是一对一线性的，并且 \\ Uf \\ ^ ||/||. 

反过来,对任何由（5. 2 .5)就保证用 (5.2.2) 的方式定义的/是卩上 
一个线性泛函，由 (5.2.5) 又得到 


ll/ll ^ Wvh ， (5.2.6) 

即由 (5.2.2) 定义的 f 是 IP 上连续线性泛函. 

显然,/ ㈤=仏，即 鄭 ）= iq ， h 人 (5.2.4)、 （5.2.6) 容易知道7是俨)*到口 
上保范线性算子.在同一化的意义下，就得到 （P)* = K 

我们注意，当 p 〉1, g 〉1, i i = 1时，称 p、g 是一对对傳擎，如果把 

p = 1^ = 00 也算作满足^ + - = 1的一对对偶数，那么 （Z 1 )* =就成为 

P Q 

w = i q + i = 的特殊 情况. 此外还有 （z 2 )* = z 2 , 即 z 2 的共 

轭空间就是 自身. 读者还应注意(/°°)*并不就是 Z 1 (参见§ 5 . 3 习题 4 ),而 c 0 的 
共轭空间才是 Z 1 (见本节习题 11). 

下面用类似的方法考察函数空间. 

(3) L p [ a , b](l ^ p < oo) 的共辄空间是 L q [ a , 6] Q ^ = 1^ . 
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先证 p 〉1的情况.利用积分的 Holder 不等式，易知对任意给定⑷€ 

L q [ a,bl 


f ( x ) = J x ( t )/3( t ) dt , : r ⑴ eL p [ a ，6] (5.2.7) 

是 LP [ a , b ] 上连续线性泛函，并且11/11 < m \ q . 

作 L q [ a , b ] — > L p [ a , b ] 的算子 (7 _1 : ⑴显然是线性的、一对一 
的算子,并且 WU - 1 ^ < ||/3|| g . 我们仅再需证明： （ i ) LP [ a , b ] 上任何连续线性泛函 
/,必存在 /?⑷ € L %，&]， 使 (5.2.7) 成立； （ ii ) ||/3 || g < 11/11. 

对任何 t e ⑷礼令的特征函数为 


u t (0 — 



t <^ b , 


由于上任何阶梯函数必可表示成 { u t \t e [ a ,6]} 的线性组合，根据§ 4 .6知 
道， { u t \t e [ a ，&]} 在 LP [ a , b ] 中稠密.取衣为 { u t \t e [ a ,6]}. 对任何给定的 
/ G ( L »])*， 令夕⑷= f { u t ). 由于= 0,所以夕⑷= 0. 下面证明夕⑴是 
全连续函数：设 {& = ( Tj , tj)\j = I , 2 ,…， n } 是 [ a , 6] 中互不相交开区间，令 
ej = e_ Wj (这里心 = arg ( 夕⑹ - g{rj)) 就有 


1夕(匕)一 咖 )1 = 夕⑷）一 认丁 j )) 

j=l j=l 

/ n 

=/ I ^^ e j( U tj ~ U Tj) 


^ ll/ll - 


J2 e j( U h -^rj) 




ii/ii - t j ) 


由此可知贞是匕 6] 上全连续函数. 

当 p 是阶梯函数,等价地，即存在分点组 a =钇< h <…< = 6,和数 
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^(o = y^^k(ut k (o - 叫^以)）时，由于/是线性泛函，所以 


/(^) = XI C ^{tk) - 咖 -1)) = ^2 c k 分’⑴出 


ip { t ) g \ t)dt 


(5.2.8) 


下面证明 （5.2.8) 对 [a, 6] 上有界 Lebesgue 可测函数 p 也 成立. 事实上，对 
任何有界 Lebesgue 可测函数以必存在常数 M > 0,以及一列阶梯函数 {^ n }, 
使得 |^(0I ^ M> n (0l 彡 M, 并且 _ n lim ^n(0- 因此，由 Lebesgue 积分 
控制收敛定理得到 " 


II # — ^ nll ; 


IW(0ln(0| P de — 0. 


因为/是 LP [ a , b ] 上连续线性泛函，所以/(⑷= Jim /(^ n ). 另一方面，利用 
(5.2.8) 对^ 1 成立,并注意到 \ Mt ) 9 f ( t )\ < M \ g f ( t ) U ( t ) 是可积的，从而可以用 
控制收敛定理得到 

f ( cp ) = lim f (( p n ) = lim [ ( p n ( t ) g f ( t)dt 

n—^oo n—^oo J a 

=[ 冰)〆⑴机 

Ja 

即 (5.2.8) 对有界 Lebesgue 可积函数成立. 

再证明〆⑴€ L g [a ,&] :令沒⑴= arg〆 ⑴,作函数列 


h n [t) 


V⑴ |H e - i 0 ⑴，当| 〆 ⑷ 时； 

0, 其他的 1,2,3，. 


对每个有界可测函数 /i n , 应用 (5.2.8), 


{\9 f (t)\ q }ndt = f(h n )( ||/||||Mp 


^ ii/ii / { W ( m n dt 


{ W ( t)n 


I 着，当 I 着 
0, 其他的 1,2,3, 




从而 
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{\9 f m n dt 


< 11 / 11 ， 


再令 n — 00 ,便得到 g '( t ) € L q [a, 6], 并且 


II/II- (5-2.9) 

相应于给定的/，如取=，根据 （5.2.9), 易知,为了 /?适合⑴、⑼要求, 
仅需证明对一切 p € L p [ a ,6], (5.2.8) 成立就可 以了. 作泛函 

F{^p) = J ip(t)g f (t)dt. 

因为 Y € L ^[ a ,6], 所以 F e ( L ^[ a ,6])*. 由于 [ a ，&] 上有界 Lebesgue 可测函数全 
体在 LP[a,b] 中稠密，所以对每个 p € LP[a,b], 必有有界可测函数列{^},使得 
Hn - ^fWp ^ 0. 又因为 f(xP n ) = F(lP n ) 以及 /, F 都是连续泛函，所以 


f(<p) = lim f(xp n )= lim F(ip n ) = F((p) 

n—►oo n— 

=[ w ⑴ 〆 ⑷此 

Ja 


因此，当 p > 1 时， LP [ a ,6] 的共辄空间是 L^[a,b\. 

在 p = l, g = oo 的情况可以完全类似地证明.所要注意的是： 
是 

Halloo = inf sup |/3(t)|, 

m(E)=O te [ ab ]^ E 

Ec{a,b] 


的定义 


泛函的一般形式仍是 （5.2.7). 

特别 {L 2 [a,b)y = L 2 [ a ,&] (即 L 2 [ a ,6] 是自共轭的).然而 ( L °°[ a ,6])* 并不是 
L l [a,b}. 这一点我们将在 §5.3 中证明. 

在常见的函数空间中还有一个重要的赋范线性空间 C [ a ,6], 要获得它的连续 
线性泛函的一般形式，需要用到赋范线性空间中一个基本定理，即泛函延拓定理. 

2. 连续线性泛函的延拓设 X 是赋范线性空间， G 是它的子空间，如果 
已知/是定义在 G 上的连续线性泛函，我们要研究如何把/延拓成整个 X 
上的连续线性泛函 F ， 并且保持范数不变.就是诜 F(x) = f(x\x e G , 而且 
||/|| G = || F ||. 这里 

II/IIg= sup |/(x)|. 

xeG 

| 卜 ||=1 


自然更一般地对算子也有延拓的问题. 
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定义 5.2.2 设 X , y 是赋范线性空间，4是货 0 )(C X )到 F 中的线性算 
子,又设 G C 货⑷. 如果 

\\ A\\ g = sup \\ Ax \\ 

xeG 
"x" = l 

是有限数，称 4 在 G 上有界，又称 Pile 为4在 G 上的范数. 

设 A B 是赋范线性空间 X 的子空间到赋范线性空间 y 的两个有界线性算 
子，如果 B 是乂的延拓（即 9{ A ) c ^( B ), 并且对 z € ^( A ) 0 t , Ax = 及 r ), 那 
么 

|| J 5|| 二 sup \\ Bx \\ ^ sup \\ Ax \\ = \\ A \\, 

xE ^( B ) xE ^( A ) 

M=i M=i 

所以算子延拓时范数不会减少. 

定理 5.2.1 设 X 是任一赋范线性空间， Y 是 Banach 空间，又设 G 是 X 
的稠密的线性子空间，4是 G 到 Y 的有界线算子.那么4必可延拓成 X 到 
Y 的有界线性算子 B , 并且保持范数不变，即 || B || = || A ||. 

证 设 : r G X ,必有 G 中一^列兀素 { x n }, 使： r n — ： r . 由于 

ll^^n — -^-^771 1| ^ ||^|| ||^n — ||) 

而且 hrj 是 X 中的基本点列，因此 { Ar n } 是 y 中的基本点列.由 Y 的完备 
性,点列 { Ax n } 必有极限.在 X 上定义算子 B 如下： 对每个 XGX , 规定 

Bx = lim Ax n . (5.2.10) 

n—yoo 

今证这样定义的 Bx 不依赖于 { x n } 的选取.事实上，如果< — %那么由 
II 工 n — 工’』 — 0,立即可以得到 \\ Ax n - Ax^W — ^ 0. 所以即 Rr 
有确定的意义，特别当 z G G 时，取〜=% n = 1,2,3,…，就可以知道 B 
是4的延拓.又根据极限具有线性，即可得出 B 是 X 上的线性算子. 

再由前述,延拓时范数不会减少，所以 || B || > P ||, 但另一方面，由 （5.2.10) 

得到 

㈣ 卜 lim IKKPH lim || x n || = P ||| N |, 

n— ►cxd n— ►cxd 

所以 B 是有界算子,而且 I 网彡 p ||. 所以|问|二 p ||. 

再证这种延拓的唯一性.事实上，如果4又可延拓成另一个有界线性算子 
C , 那么对任一点 a : € X ，取: r n € G , 〜 — a :， 在: r n 上 B : r n = = C : r n ，由 

B 、 C 的连续性，即得 


Bx = lim Bx n = lim Cx n = Cx . 
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证毕 


上述定理自然对于泛函完全适用.利用这种延拓，我们就不妨设有界线性算 
子4的定义域 ^( A ) 总是 X 的闭子空间，因为如果不然,总可以把4唯一地延 
拓到_上去.这种延拓定理虽很重要,但从可延拓性来看，却是明显的.如 
果_不是全空间 X ，一个算子能否保持范数不变地延拓到 X 上去却是一个 
复杂的问题.对于连续线性泛函是肯定地回答了这个问题,这就是下面的基本定 
理，在泛函分析中常常用到它. 


定理 5.2.2 ( Hahn-Banach (哈恩-巴拿赫 )） 设 X 是赋范线性空间 ， G 
是 X 的线性子空间,对于给定在 G 上任一有界线性泛函/,必可以作出 X 上的 
有界线性泛函 F , 使它满足 条件： 

⑴当 a : G G 时， F ( x ) = / Or ); 

⑼ ll/llc = ||F||. 

为了证明这个定理，先证明一个引理. 

引理1设 X 是实的赋范线性空间, 4是 X 的线性子空间， 〆 : r ) 为子空间 
A 上的实连续线性泛函.对于任一向量吻 e X - 隼设応是4与吻张成的线 
性子空间.那么在皋上必有连续线性泛 函仍， 使得 
⑴当 : r G A 时, gi { x ) = g ( x ); 

⑻ || 仍 || Al = yu. 

证 Ai 中的元素 2 /形如 x + tx 0 {x e A , t 是实数).由于: r 0 否 A , Ax 中的元 
素2/通过表示式 


y = x -h txo, x e A, — oo < t < oo . (5.2.11) 

由 2 /唯一确定了 x 及 t . 事实上，如果又有2/ = x f + G A , t f e (- 00 , 00 ). 

当 f 一 f 时, eA, 这是不可能的，因而只有 f A 由此得到 x = ， 

此后中的元素总是分解成 (5.2.11) 的形式. 

我们先分析一下，如果 g 可以延拓成応上的线性泛函仍，那么由仍的 
线性，夕1的形式必然是这样的：当 x G 4时，分 i(t +仏0) = 9 i { x ) H - tgjxo ) = 
g ( x ) + tgi { xo ). 因此，我们在 A 上作泛函夕 1 如下：对于 y = x -\-txo e Ai,x e 
A , t G (— oo , oo )， 规定 


9i(y) = g(x) + tc . 

利用 (5.2.11) 分解的唯一性,就知道仍在4上有确定意义，而且是皋上的线 
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性 泛函' 此时 C = ^( X 0 ), 而且条件⑴成立.现在就是要取适当的 C , 使得⑼ 
成立. 

由于有界线性泛函延拓时范数不会减少: ll ^ iiu , ^ II ^ IU . 所以只要证明可以 
选取 c , 使得它适合不等式 

\g(x) + tc\ ^ ll^mik + tx 0 \\ (x e A, -oo <t <oo) (5.2.12) 

事实上，只要取 c, 使不等式 

g(x) +tc < || 夕 ||a||x + tx 0 || (5.2.13) 

对任何 x GA,tG (- 00 , 00 ) 成立就可以了.因为在 （5.2.13) 中换 x 为 -x，t 为 
—t, 就得 

g(x) +tc> -||^mi|x + tx 0 \\, (5.2.14) 

把 (5.2.13) 以及由它推出的 (5.2.14) 结合起来便是 （5.2.12). 

现在解不等式 (5.2.13): 当 6 = 0 时,对一切 c, (5.2.13) 式成立.当 6 〉 0 时， 
记那么 (5.2.13) 式等价于 

C ^ ||^||a||w + ^o|| - g(u),u£ A; (5.2.15) 

当亡 < 0 时，记 Y = 七, 那么 (5.2.13) 等价于 

夕 ( w ’) — IMUI 卜 ’ — x o|| < c ，€ A (5.2.16) 

因此,只要能取到 c， 使得 （5.2.15)、(5.2.16) 成立,那么 (5.2.13) 就是可解的 • 
下面证明可以取到 c 使 （5.2.15)、 （5.2.16) 成立.由于当 w〆G 4 时 

g(u) + g(u f ) = g(u + u f ) ^ || 分 |Ulk + w’ll 

^ II^IU(||^ + Toll + || 乜 ’ - ^o||), 

所以， xt 任意的 uyeA 成立着 

g(u f ) - II 夕 IUIK - Toll < IMUI 卜 + 工 oil — g(u), (5.2.17) 

①如果 3/1 = 351 -f tlXO^ y2 = X2 + t2X0, a 、 /? 是数，那么 

ayi -f Py2 = + (3x2) + (odi + /^2)a ； o ， 


因此 


9i(otyi H- ft/ 2 ) = g(otxi + (3X2) -f (ail + /^ 2 )c = agi(yi) + Pgi(y 2 ). 




如果记 
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M ( x 0 ) = inf {\\ g\\ A \\u -\- Xo\\ ~ g ( u )}, 

u^：A 

m ( x 0 ) = sup { g ( u f ) - \\ g \\ A \\ u f - x 0 \\}. 

u f eA 

根据 (5.2.17) 得到 M ( x 0 ) ^ m ( x 0 ). 因此只要任意取一个 c , 适合 M ( x 0 ) ^ c ^ 
m ( x 0 ), 那么 （5.2.15)、（5.2.16) 成立，因此 (5.2.13) 成立，从而 (5.2.12) 成立,这样 
作的仍使 （ ii ) 成立. 证毕 

定理 5.2.2 的证明 （ I )先假设 X 是实的赋范线性空间，/是实的线性泛 
函，在此情况下来证明本定理.如果子空间 G + X , 首先在 G 外任取一个 
设 G 与 a 张成的子空间记为 G l 5 由引理1,必可把/延拓成 G 上有界线 
性泛函而且保持 H / IIg = H / iIIgx - 如果 Gi 仍然不是 X ,再在 Gi 外取一 
个它和 G 张成 G 2 , 再由引理1将 A 延拓成 G 2 上有界线性泛函/ 2 ,且 
||/||g = ||/i||gi = H / 2 1| g 2 - 如此继续下去，最后总可以延拓成全空间的有界线性 
泛函，且保持范数不变. 

然而上述的证明是不严格的，因为延拓的手续是无限的，一般说,不属普通 
数学归纳法所能证明的范畴.为了把这种无限延拓过程的可能性确切地表述岀 
来,我们用 Zorn 引理加以论证. 

设多是满足下面三个条件的线性泛函 g 的全体： 

⑴货⑷是 X 的线性子空间； 

( ii ) g 是 f 的延拓，即 这 ( g ) 〕 G , 而且当 x g G Ht , g ( x ) = /( x )； 

(iii) 9 在定义域 外 g ) 上有界,而且 \\9 U {g) = II/IIg, 

再在多中规定顺序如下：如果仍、仍 e 多,而仍是％的延拓（即 ^( gi ) 3 
货(夕 2), 而且当 T e 货(夕 2 ) 时,仍⑷=仍⑷）就规定 

92 -< gi , 

显然，这确实是多中的一个顺序.设 y 是多中的一个全序集，我们要证明多 
必有上界.作一线性泛函/ I 如下：/ I 的定义域 m ) 规定为 


U 0⑷， 

ge^ 

当 ： c e 货(/ 1 )时，必有一个 g e 使得 x e ^( g ), 这时规定"⑷= g { x ). 

今证/ I 是夕的一个上界： 

(1) 首先证明 /I 有确定意义，即如果 X e 并且有 ^1, 92 e 使得 
XG 货(仍） n 货(仍）时，必然有 gi ( x ) = g 2 ( x ) = h ( x ). 事实上，由于7是全序集， 
不妨设仍 — 仍，因此 gi { x ) = g 2 { x ). 
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(2) 其次证 / i 是线性 泛函. 因为如果 x、y e S >{ h ), 必有 gi ， g 2 e ST , 使得 
x e 货 ( gi),y e 这 ( g 2 ). 由于夕是全序集，不妨设仍 s 仍，这时 x、y e 货(仍)，因 
此对任何数 a 、 /3 

h(ax + Py ) = gi(ax + py ) = agi ( x ) + (3 gi ( y ) = ah ( x ) + Ph ( y ). 

(3) 证 h 为 f 的延拓.因为 x e G 时，对任何一个夕 e ST , g { x ) = /㈤，自然 
h ( x ) = f ( x ). 

(4) 证 ||/i| 卜 ||/|| G . 如果 x e 释), 必有 geST , 使得九㈤= g ( x )， 所以 

IM^)I^NINI-II/ IIgINI ^ 

即/I为 级 ( h ) 上有界线性泛函，而且 ||/i|| < II/ IIg . 但泛函延拓时范数不会减少, 
所以 I问I = II/ IIg . 

(5) 证/ I 是夕的上界.当分 e 夕时，显然 ^( g ) c 夕⑻，从/I的定义知道对 
于任何 x e S >{ g ), h { x ) = g ( x ), 即分 s / i . 

由 Zorn 引理知道，在多中有极大元.设 F 是多的一个极大元.只要证明 
这 ( F)=X 好了. 

如果 勿 ( F ) 妾 X ， 分别把 这 ( F )、 F 看成引理中的4 与仏 根据引理必有 
gie^.F < g u 而且 S >{ gi ) 确实比货 (F) 大，即仍#厂这和厂是极大元冲突. 
所以 網 =X.因而 F 就满足定理的要求. 

当空间X是可析空间时,证明这个定理可以不利用 Zorn 引理.事实上，由于 
X可析,所以有点列％ &,…，〜，…，它在久中稠密.作 G 与 n 的线性和得到 
G 1? 再作 Gi 与心的线性和，如此继续下去得到一列线性空间 G n ,n = l ,2,--- 

G c Gi c G 2 c • • • c G n c • • • 

利用引理 1, 顺次地把/延拓到 G U G 2 , …， 得到线性泛函序列 fuh ， …，使得 
当 m 彡 n 时， / n 是 / m 的延拓，而且对每个 n, ||/ n || Gn = ||/|| g •令 

oo 

G., = |J G n , 

n=l 

在 G w 上作泛函 / w 如下： 当 a; e G n 时 

/ u ；( x ) = / n (工)， 

易知九是 G w 上的有界线性泛函，而且是 / n 的延拓.因而是/在上的延 
拓.显然 \\ U \ g . = II/ IIg . 由于 { Xn } C 所以线性子空间 Gw 在 X 中稠密. 
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再利用定理 5.2.1, U 立即可以保持范数不变地延拓成X上有界线性泛函 F. 容 
易知道这个 F 就是定理中所要求的了. 

(I) 现在证明当 X 是复空间时泛函延拓定理也成立.对于任一复线性泛函 
/作 一 — 

r / x f ( x ) + f ( x ) f ( x ) - f ( x ) 

Ji{ x ) = - 2 - , 胁 ） = - 2\ - ， 

分别称八,/2为/的宰部、 率部. 这时 fuf 2 是 货 (/) 上的实线性泛函. 

因为/本来是^(/)上的复线性泛函，所以/的实部、虚部都应该适合 

〆 

i[A0r) + i/2 Or)] = i /卜） = f ( ix ) = fi ( ix ) + i/2 ㈣， 

取实部，当 x G 货 (/) 时, f 2 ( x ) = 因此得到表达式： 

/㈤= fi{x) - i/i(ix),x G 货 (/), 

这说明/可以由它的实部 A 完全决定出来.因为 

l/x^HlRe/^)!^ |/(x)|^||/||||x||, 

所以 A 是X上有界线性实泛函，且 UAH < 11/11. 

如果原来/是给定在 G c X上的，由于X本身也可以视为实空间，利用 
对实泛函已被证明的结果，立即得到X 上的实连续线性泛函使得 F x (x) = 
fi { x\x e G， 且 ||/i|| G = IIAII . 用 A 在 X 上作泛函 K 

F ( x ) = Fi(x)- iFi ( ix),xe X , 

显然当 a: € G 时, F ( x ) = f ( x ) = fi ( x ) - i/i(ix), 并且 

F(x + y) = F ( x ) + F ( y ), 

如果 a 是实数,那么 F ( ax ) = aF { x ). 又因为 

F ( ix ) = F 1 { ix )^ iF 1 ( x )= iF { x ), 

所以当 a + i/3 为任一复数时，有 

F((a + i (3) x ) = F ( ax ) + iF ((3 x ) = (a + i/3)F(x), 

因此 F 为复的线性泛函.对任一点 x G X,当 F ( x ) # 0时，令 

6 = argF(x), 
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那么 


0彡 F ( x ) e~ ie = F ( e ~ w x ) = Re { F { e ~ ie x )) = F ^ e ^ x ) 
^ ll / llG || e - i 0 x || = ||/|| G || x ||， 


因此 


即 IINI < II / IIg . 但是泛函延拓时，范数不会减少，由于 F 是/的延拓，所以有 
M = 11/11。 证毕 

注意，一般说来， G 上的一个有界线性泛函保持范数不变地延拓成 X 上有 
界线性泛函 F 时，可以有不止一种方式，即延拓不是唯一的. 

’ 例 1设 X =丑 2 ,即 X 是点 a ; = { x u x 2 ) 的全体 ， W = W + | z 2 |. 又设 
G 二{(%())}，/是定义在 G 上的 泛函: f {( x u O )} = %显然/是 G 上连续线性 
泛函，而且 |/{( x 1? 0)}| = |^| = 11(0^0)11，即 II / Hg = 1. 然而,对任何数 上 

的连续线性泛函 F {( x u x 2 )} = Xi ^(3 x 2 都是/的延拓.由于 

\F{(xi,x 2 )}\ = \xi +/3x 2 | ^ max(l, \p\)\\(xi,x 2 )\\, 

所以只要 |/3| <1, F 都是/的保持范数不变的延拓. 

我们还要强调两点：⑴在定理的证明中并没有用到范数的如下性质：“||利= 
0蕴涵 : c = 0”. 也就是说，在定理的假设中可以换范数为半范数.所以定理 5.2.2 
又可以改写成 

定理 5.2.2 f (Hahn-Banach) 设 X 是线性空间， G 是 X 的线性子空间， 
又设 X 上定义了一个半范数 p ( x ), 对于 G 上给定的任何一个线性泛函/，当它 
满足条件 


k = sup \ f ( x )\ < oo 

时， / 必可延拓为 X 上的线性泛函 F ， 满足条件 

sup | F ( x )| = k . 

xex,p(x)^i 

这是局部凸拓扑线性空间（赋半范线性空间）理论中的一个基本定理. 

( ii ) Hahn-Banach 定理是纯代数的，虽然它假设了线性空间上有范数或半范 
数.但是定理的表述和证明过程都没有用到空间的任何拓扑性质（或极限概念). 
对于定理的纯代数性质,在第4小节中将可进一步看出. 
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3. 泛函延拓定理的应用 泛函延拓定理是一个非常有用的定理，除了本节 
下面所介绍的而外，今后也是常常要用的.下面利用 Hahn - Banach 定理证明满 
足一些特殊要求的有界线性泛函的存在性定理. 

设 X 是赋范线性空间， G 是 X 的子空间 ，: co G I 设/是 X 上的连续线 
性泛函，而且在 G 上为0,那么必有 

l/(^o)KII/||^o,G), (5.2.18) 

这里 p ( a ： o ， G ) 是吻和子空间 G 的距离（见 §4.4). 

事实上,取一^列〜6 G ， 使得 || - $ o || — p ( x 0 i G ), 那么由范数定义，得到 

|/(^ o )| = \ f { x n - x 0 )\ ^ ||/|||| x n - x 0 || ||/|| p (工 o ， G ). 

反之，我们 要问： 是否存在不恒为零的连续线性泛函/，在 G 上为零，而且 
使得 (5.2.18) 式中等号成立？这个问题的回答是肯定的. 

定理 5.2.3 设 X 是赋范线性空间， G 是线性子空间 ，： co G X ，而且 d = 
p ( x 0 , G )>0. 那么必存在 X 上的连续线性泛函/适合 条件： 

⑴当 a : G G 时 f ( x ) = 0; 

( ii ) f ( x 0 ) = d \ 

㈣ ll/ll = 1. 

证 考虑由 GAx 0 所张成的子空间儿由于吻百 G ， 所以 >4中任一元素 
x 能唯一地表示成 


X — X -\r txo (x f G G ), 

此时规定 

g ( x ) = td , 

那么 g 是 A 上的线性泛函，而且 g ( x 0 ) = d •又当 : c G G 时， 〆 z ) = 0. 所以分适 
合定理中的 ( i ), ( ii ). 由于 

|| a :|| = || a / + k 0 || 二 | t ||| a : 0 + a // t || 彡 \ t \ p ( x 0 l G ) 

= b ⑷ I ， 

所以 g 是 4 上的有界泛函，且 \\ g\\ A ^ 1. 

根据 Hahn - Banach 定理，必有 X 上的连续线性泛函/，它是 g 的延拓,而且 
ll/ll = II ^ IU . 由于/是0的延拓，所以/也适合定理的⑴及⑻•再由 (5.2.18) 


从 II^IU ^ 1 便得到 II/II = 1. 


ll/ll ^ 1, 


证毕 
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下面是常被引用的推论. 

系 1设 X 是赋范线性空间，对 任何吻 eX , x 0 ^ o , 必存在 X 上的连续 
线性泛函/，适合 
⑴ fM = ll ^ oll ; 

⑻ ll/ll = i . 

证只要将定理 5.2.3 中的 G 取为 {0} 就可以了. 证毕 

因此，在任意非零赋范线性空间上，必存在非零的连续线性泛函，而且在无 
限维赋范线性空间中必有无限多个线性无关的连续线性泛函（见习题 7). 

系1还具有如下几何意 义:设 是实空间 X 的子集.对 
X 上的任何线性泛函/，作超平面 L c = { x \ f ( x ) = c,x e X},c 
是实数.如果对 n 中所有的点成立着 /bK C (或 /( a ;) > c )， 

就称 P 位于超平面 L c 的一侧.如果进一 步有耶 G l 2 f | L c ， 就 
说超平面 L c 在: co 处支持着12 (如图5. 2 ).如果 P 是 X 中 
的球 { x \\\ x \\ ^ r }, 系’1便 是说： 在球面 ㈣ = r 上的每点: c 0 
处, 必存在一 个在吻 处支持着 P 的超平面 L c . 这是因为，当 
o : G P 时 

f ( x )^\\ f \\\\ x \\= r , 

而且 f { xo ) = ll^oll = r . 

利用系1又得到一个重要的 推论： 

系2 设 X 是赋范线性空间，对 任何吻 G X ，那么 

II 工 oil = sup \ f ( xo )\. 

11 / 11=1 
fex * 

证当 / G X *， 且 ll/ll = 1 时，显然 

\ f ( xo )\^\\ f\\\\xol 

由此立即得到 sup \ f ( xo )\ ^ || xo ||. 另一方面，根据系1，必有/， II/II = 1，使得 
11 / 11=1 
fex * 

f ( xo ) = lko ||, 所以 sup \ f { x 0 )\ > || x 0 ||. 证毕 

ll/ll=i 
fex * 

从上面讨论中可知泛函的延拓定理与凸集关系密切.在局部凸拓扑线性空 
间上有如下重要结果. 
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定理 5.2.3' 设4是实局部凸拓扑线性空间 X 上凸闭集，如果 吻百 那 
么必存在连续线性泛函/，使得⑴ f ( x 0 ) = 1； ( ii ) 当 : c G 4时， /( z ) < 1. 

泛函延拓定理还有其他一些特定的形式，在本节的第4小节还将介绍一种 
形式，我们这里不拟多述，可参看 

现在利用连续线性泛函延拓定理来找出 C [ aM 上连续线性泛函的表示，即 
求出 { C [ a , b\y (或简写成 C [ a , bY ) 的具体形式. 

根据第三、四章的介绍知道 V 0 [ aM 是赋范线性空间 V [ aM 的线性子空间， 
对于任何 g G Vb [ a ，6] (即 g 是 〆 a ) = 0,在 （ a , 6) 上右连续的有界变差函数)，作 
C [ a , b ] 上的泛函巧如下： 



x ( t ) dg { t ), 


x G C [ a , b }. 


(5.2.19) 


根据 §3.8 的广义（带符号）测度论知道 G 是 C [ a , b ) 上的线性泛函.而且由定理 

rb b 

3.8.3 的4。知道 \ F g ( x )\ ^ J \ x ( t )\ | d ^| ^ ma ^ | x ( t )| V (^), 这就是说 


I 巧 ㈤ KNHMI ， （5.2.20) 


这里的_ = Y ⑷.所以 K 是有界泛函，即 F g eC[aM\ 而且 IIGII 彡易 
知 U : g H F g k 6] 到 C[a,bY 的线性算子•由 （5.2.20) 知 C 7 是连续的，且 
陶 < NI. 

利用广义测度的唯一性，易知 c / 还是一对一的.因此我们如能证明 （ i ) 对任 
何 F G C [ a , b }\ 一定存在 V 0 [ a , b ] 中某个仏使得 



x { t ) dg { t ), 


x ( t ) e C [ a , 6], 


(5.2.21) 


即 卿） = C [ a , b ]\ 而且⑻ ||厂|| > ||分|| (即 \\ Ug \\ ^ ||^||), 那么就证明了 C [ a ,6]* 
与 V 0 [ a , b ) 是线性保范同构，即 


C [ a,bY = V 0 [ a , b }. 

定理 5.2.4 ( F . Riesz ) 设/是 C [ a , 6] 上的连续线性泛函，必有唯一的分 G 
Vo [ a , 6], 使得当 a : e C [ a ,6] 时 

f ( x ) = [ x { t ) dg { t ), (5.2.21) 

J a 


而且 ll/ll = NI- 
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证 我们仅证 Ch M 是实空间的情况，复 C[a， 叫空间情况由读者自己证明. 
首先分析一下，假如对给定的/，满足 (5.2.21) 式的0存在，如何求出根据分 
是广义测度，并且 g G Vo { a , b ], 得到 

9{0 = 〆[〜《])=/ XM ⑴如⑷， 

J a 

其中 X [a ，d ⑷是 [aj 的特征函数,我们就简记为义并规定X。= 0. 这样就启发 
我们应先把 C [ a , b ] 空间的泛函/延拓到有界函数空间 B[aM 上去，然后由延拓 
后的泛 函在& 上的值来定 w 

设列是卜洲上的有界实函数全体，按通常线性运算及范数 
||x|| = sup 卜(亡 )|， x e B [ a , b ] 

a ^ t^b 

所成的赋范线性空间，那么是 B [ aM 的线性子空间，根据延拓定理，/可 
延拓到 B [ a , b ] 上得到 F， 而且 ||F|| = II/H. 

置 

HO = F ( X ^) (“ …)， 

现在利用/I⑹表示出 F 在任何: C e c [ a , b ] 上的值.先证明 /i(0 e :设 

=《0〈〈 • • • 〈 = &， 

记 q = sgn[/i ⑹-峨 i-1)]， 那么 

n n 

E i fe (^) - h ^- i )\ = J 2 e ^ h ^- 

2=1 Z=1 

=F 私 - X€i-1 )) ， 

所以 

n n 

I " ⑹ - ^ te-i)i ^ ii^n - x^i-j - 

i=l i=l 

显然 B [ aM 中的向量 f>(XG -Xh) 的范数为1，而 Hi! = ll/ll .所以 

i=l 

11/11， 

2=1 

即 heV [ a , b ], 而且 

V ㈨ q/ll. (5.2.22) 

a 
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根据定理3.6.13,存在 g G Vo[a,b], h 的连续点 a : 以及6上， 〆 z ) = ㈤ - fe ( a ) 

b b 

(事实上， & ⑷ =0)， 而且 V (^)^ y ⑻. 

我们来证明 ° ^ 

F(x) = I z ⑷ d 夕⑷， x(t) G C [ a , b]. 

J a 

事实上，对任何 : c e C [ a ，6]， 在 [ a ，6] 上选取一分点组 

a = #)<^)< — <0 〜 

要求 = , n m - l ) 都是 / i ⑷的连续点，而且 

lim max (< n ) _ t ^) = 0. 

n-^oo 

对这样的分点组，作 B [ aM 中函数 


，办 m 

工 n ⑷ =^ 2 X ( t k l ) )( X t ^) - 叱)） 
k=l 

其中 Xt 表示 [ a 』 的特征函数.根据: c ⑷的均匀连续性,容易证明 || x n - x ||-，0 
(见§ 4 . 4 例 4). 由于 


F M = ^x(4 n) )[^(4 n) ) - H^k-i)} 


L (n) 


fc=l 

几 m 


1>心) 仙 ( O - Wd )] 

fc=i 

/ f 工 (4 n) )(x t f xC 


= / x n ( t ) dg ( t ) 

J a 

根据关于广义测度的积分控制收敛定理（见定理 3.8.3) 成立着 

lim F ( x n ) = [ x ( t ) dg ( t ), 

00 Ja 

另一方面，由于 F 的连续性，$ G C [ a , b ] 以及 lim || a: n - a :|| = 0,又得到 

n—^oo 

lim F ( x n ) = F ( x ) = / ⑷， 

n—^oo 

所以 b 

f { x ) = [ x ( t ) dg ( t ), x { t ) G C [ a ,6], 
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由 （5.2.20) 又得到 ||/|| < || 列.由 （5.2.22), 又有 

\\9\\=V(g)^V(h)^\\fl 

a a 

所以 ll/ll = 根据定理 3.8.8 的系，夕是唯 一的. 证毕 

为以后算子谱论的需要，对本定理作一明显的推论，并对周期函数的情况指 
出类似的结论. 

系 设 P 是^ 6] 上多项式全体，把 P 作为 6] 的线性子空间.设/是 
P 上连续线性泛函，那么/必可唯一地延拓成 C [ a , b ] 上连续线性泛函，而且存 
在唯一的 g e Voi ^ b ], 使得对任何 : c e C [ a , b ], 成立着 

f{x) = j x{t)dg{t). 

证 由 §4.6, P 在 C [ a ，6] 中稠密，再根据定理 5.2.1,/ 可唯一地延拓到 C [ a ，6] 
上.由本定理就导岀系. 

设 C 2 n 表示以 2 jc 为周期的连续函数的全体，按通常的线性运算以及 
范数 | M | = max |^(^)|形成的赋范线性空间.设 F 23 t 是 V 0 [ OM 中满足条件 


lini = ^(0) = 0 

x >0 

的函数全体所成的线性子空间.和定理 5.2.4 相仿有 


定理 5.2.5 设/是 C 2 jt 上连续线性泛函，那么必有唯一的 g G V ^， 使得 
当 a : e C 2 jx 时 

/ »2jt 

f{x) = / x(t)dg(t), 

Jo 

2jt 

而且 ll/ll = V (^). 

这个定理的证明留给读者. 

类似也有下面的推论. 


系设 r 是周期为加的三角多项式全体， t 作为 c 2 „ 的线性子空间.设 
/是 r 上的连续线性泛函，那么/ 一定可以唯一地延拓成 c 23t 上的连续线性泛 
函，并且有唯一的9 e f 23T ， 使得 


f( x ) = 



x ( t ) dg ( t ). 


证略. 
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4. 测度问题 现在再给出泛函延拓类型定理在经典分析问题——测度问 
题上有趣的应用. 

从测度观念来看， Lebesgue 积分成为比 Riemann 积分更强有力的工具的关 
键在于 Lebesgue 积分是建立在可列可加测度基础上，而 Riemann 积分是建立在 
只具有有限可加性的 Jordan 测度（定义在区间集上，并且等于区间的长度） 上; 
从积分来看，总希望可测集的类愈大（意味着可积函数愈多） 愈好; 从调和分析来 
看，非常重要而有用的经典调和分析理论之所以能建立，主要是依靠了 Lebesgue 
测度的平移不变性.因此曾提出如下一个问题，在（例如）直线上是否存在一个 
测度能够具有如下性质 “ i ) 可列可 加的； （ ii ) 一切直线上子集都是可 测的； （ m ) 平 
移不 变的； （ iv ) 非平凡的（即总存在一个有限区间，例如 [0,1] 的测度是有限的). 

如果放弃要求⑼，显然， Lebesgue 测度就满足 （ i ) 、 （ iii )、（ iv ); 如果放弃要求 
( iii ), 显然，由 Heaviside 函数产生的 Lebesgue-Stieltjes 测度就满足 （ i ) 、 （ ii ) 、 （ iv ); 
如果放弃要求 （ iv ), 显然，在直线的一切非空子集上测度值为无限大，空集上测 
度值为零的测度就满足 （ i )、（ ii )、（ iii ). 而⑴一 （ iv ) 要求同时都满足的测度是不 
存在的.这是因为第二章中所举的 Lebesgue 不可测集的例子证明中，仅仅只用 
了 Lebesgue 测度的平移不变、可列可加以及 m ([0,1]), m ([- l , 2]) 是有 限值. 

如果把可列可加性要求⑴降低成只要求：（ V 有限可加性. Banach 证明了 
满足⑴'、 （ ii )、（ iii )、 （ iv ) 的测度是存在的.为证明这一点，先建立如下的泛函延 
拓定理（这个定理是纯代数性质的). 

引理2 设 p (啲是实线性空间 X 上实线性泛函,并满足 

⑴（次可加性） p(xi - \- x 2 ) ^ p ( xi ) + p ( x 2 ), Xi , x 2 G X \ 

( ii ) (正齐性）对任何数 a ^ O.xe X , p ( ax ) = ap ( x ) (称 为凸泛 函). 又设 / 
是 X 的子空间 A 上定义的实线性泛函，且对任何 xeAJ ( x )^ p ( x ), 那么/必 
可延拓成 X 上的线性泛函 F , 并且对一切 xGX 

F { x ) ^ p { x ). (5.2.23) 

完全仿照泛函延拓定理的证明可证本引理. 

定理 5.2.6 存在定义在[0，1)的一切子集上的非负函数满足 

⑴（有限可加性）对任何及、五 2 C [0,1)，玢 f | 及=0， K ^ iU ^2) = 4玢)+ 
i/(E 2 ); 

( ii ) 当 E 是[0，1)中 Lebesgue 可测集时, v { E ) = m { E )\ 

( iii ) (平移不变性）对任何 E C [0,1), a G = v{E + a ), 此地 

E -V a = {x -\- a (mod l)|x G E }; 
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( iv ) (反射①不变性）对任何 E C [0，1)， KE ) = K 1 — 五)，这里 1 — E = 
{1 — x\x G jE / 

证 记货为[0，1)上有界实函数全体.我们证明在实线性空间货上存在 
正线性泛函 J (即对歆中任何非负函数/，/(/) >0)，使得 

⑴’当 f e 货，并且 / 是 Lebesgue 可积时， /(/) = ( L ) / f{x)dx; 

( ii ) ’ I{f{x + a )) = I(f(x)), 此地 : r + a 是 z + a ( mod 1) 的简写； 

( iii ) ’ I{f{l-x)) = I{f(x)). 

如果上述 J 存在，只要令 v{E) = I{ X e ){ xe 是集五在 [0,1) 上的特征函数)，易 
知 v 便是满足定理 5.2.6 所有要求的有限可加测度. 

对任何 f G 似，视 f 为 (- oo,+oo ) 上以1为周期的函数.对任何 a !， …， a n 
6B!， 令 


1 ^ \ 

M (/; ai , •• - , a n ) = sup - Y ] f ( xa { ), 

—oo<ac<+oo 几 卜 1 

p { f ) = inf ••- , a n ). 

ai， … ,a n 
n=l ， 2, … 

显然，对任何 a > 0, p ( a /) = ap ( f ). 下面证 p (/) 是货上次可加泛函：任取 
f 、 g e 驭 ,对任何 £： > 0, 存在 ai, ••- , a n ；/3 i , ••- 使得 

M(/;o ： i, •• - ,a n ) 《 〆/) + £ ：， M(^;/3i, •• - ， / 3 m ) ^ p{g) + 

对 mn 个分点 ％ + = 1，2,… ， n;jf = 1，2,…， m ) 

Pif + 9)^： M(f + 分;％ + 爲 ） =sup — ^2(/ -{- g)(x + 叫 + 仿） 

-c»<x<+oo nm ― 

=sup 

-oo<x<+c» m ^ n ^ 

3 * 

+ sup r ^ zr + 

-c»<x<+oo n ^ m ^ 

* 3 

< p (/) + s + p(w + h 

令 5 — 0,便知 p (/) 是發上次可 加的. 

货中 Lebesgue 可积函数全体记为皆 i ，《/(/)(/ G 皆 i ) 表示/的 Lebesgue 积 
分.现在证明 J 在负上满足 J(/K p ( f )： 事实上,对任何叫，…， a n ， 

1 f 1 

J { f ) = — [/(x + ai ) + • • • + /(x + a n )]Ax ^ MWoi ，… ， a n )， 

n Jo 

①这里是关于点 “ I ” 的反射. 
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从而 J (/) 

根据引理2, J 在歆上有线性延拓 A ， 使对任何/ G 歆, A(/K P (/) .显 
然， h 满足⑴' 下面证明 A 满足 （ ii 广任取 : Co G [0,1), 对任何/ G 欢，记 
g ( x ) = f(x + x 0 ) - / ㈤ ，取 


ol\ = 0, a2 = ^ 0 ? * * * iOi n = ( n — 1)xq, 


易知 


- { g { x ) + 分 (: r + 吻）+ …+ g(x + (n — l ) x 0 )) = nx 0 ) - f ( x 0 ))， 

n n 

记 ll/ll = sup \ f { x )\, 由此可知 

— oo<x<+oo 

2|| f II 

h{g) ^p{g) ^ sup M ( 分 ; Qi ， … ， a n ) 彡 - ， 

— oo<x<+oo 几 

令 n — oo , 就得到 I \( g ) 彡 0 •用一 / 代替/，就又得到 A (— 分）彡0，即 — ii ( i ) 彡 
0. 这样又得到对任何/ e ^ 0. 综上所述，对一切仏 A (9) = 0,即 

h { f { x -^ x 0 )) = h { f { x )). 

再证 A 是正线性泛函：因为当一切 : C e [0,1),/( x ) ^ 0时， p(/K o . 所以 
h {— f ) = ~ h { f ) ^ 0. 

为了满足 （ iii )'， 只要作 /(/) = i {/(/( x )) + J(/(l - x ))}, 易知了 满足 
⑼、 （ ii )\ 证毕 

如果将 [0,1) 上的 p (按定理 5.2.6 所得）以周期方式延拓成 （- oo ，+ oo ) 上 
集函数，那么便得在 （- oo ，+ oo ) 的一切子集上有定义，具有有限可加性、平移不 
变性的非负集函数，并且在 Lebesgue 可测集 E 上， v { E ) = m ( E ). 此外 v 还满足 
反射不变性. 


习题 5.2 

1. 证明： 对任何 F e L p (- oo ,+ oo)*(oo > p > 1) 必有唯一的 0 G L 9 (- oo ,+ oo ) 
Q + i = lj , 使得 F ( f ) = j f ( t ) P { t)dtJ e L p (- oo ，+ oo ) 成立. 并且映照 F ^ (3 

是 L p (- oo ，+ oo ； T 到 L 9 (- oo ，+ oo ) 的保范线性同构，即在这个意义下 L p (- oo ,+ oo )* = 
L 9 (- oo ,+ oo ). (提示：视 L p [- n , n ] 为 L p (- oo ，+ oo ) 的闭线性子空间 Ln = {/|/ G L p 
(- oo ，+ oo ); 在 [- n , n ] 的余集上 /( x ) = 0}，因而每个 F € L p (- oo ,+ oo ) 必有 F e 
L p [- n , n ]*, 利用 L p [- n , n ]* = L q [- n , n ) 来证明 结论. 或作（0, 1) 到（― oo ,+ oo ) 的可微 
拓扑映照，将 L p (- oo ，+ oo ) 的问题化为 L p (0， l ) 上考虑). 
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2. 将习题1的结论推广到 L p ( l 2, B ,/ i)(oo > p ^ l ) 的情况，此地⑷， B ，/ x ) 是全 a 有 
限测度空间. 

3. ⑴设是两个赋范线性空间，在 X xy 上规定 ||( x , 2/)||= ma ^ llMI ， 112/11)，证明: 
对任何 Fe(Xx Y )\ 必存在唯一的一对 f eX \ geY \ 使得 F (( x , y )) = f ( x )+ g ( y y , 
如果在 X * x y * 上规定 \\( f , g )\\ = ||/|| + || y ||, 那么 F h ( f ， g ) 的映照是 （X x F )* 到 
jt x r 的保范线性同构，即在这个意义下 ， （X x IT = xr + . 

( ii ) || . IU 、 ||.||2是线性空间 X 上两个范数，记（ X ， || . ||0 (i = 1， 2) 的共轭空间为 X ;， 
并在 X 上赋以范数 ||圳=(||4? + (或 ma ^ dl ^ Hi , |>|| 2 )等). 证明 ： F e ( X ， || . ||广 

的充要条件是存在 /i e xt(i = 1 , 2 ), 使得 f = a + / 2 . 

4 . 设 L 是 Banach 空间 X 的闭线性子空间，并且存在 X 的有限维子空间 E ( d\mE = n ), 
使得 Ef]L = {0 }，X = L + E , 这里 L-bE = {e + l \ eeE , leL }. 证明 X 上一切在 L 上 
取值为零的连续线性泛函全体是 JT 中的闭线性子空间、并且它的维数是 n . 

5 . 设{/|/( 0 ) = /( I ) = 0，/在[0，1]上全连续，并且 f G L 2 [0，1]}， 在 X 上规定 

ll/ll = (/ oirWI 2 ^) 1 . 证明 （ i ) ( X ，|| • II )是 Banach 空间； （ ii ) 当 F e X * 时，存在 

qf g X , 对一切 / e X ， F ( f )= f 1 /' ⑷ A ⑷出，并且 F if 是 X * 到 X 的保范线性 

Jo 

同构. 

6. 设五是赋范线性空间， ^1,... , a fe 是一组数，证明在 E 上存在线性 
泛函/，适合 

( i ) f ( x u ) = 知 ，= 1 ， 2, … ， fc; 

( ii ) ll/ll < M 

的充要条件是：对任意的数 h ，…， h 都成立着 


k 

ti/CLi/ 

u=l 


< M 


〉: tuX t 


7 . 设 {x a \a e A},{f a \aeA} 分别是赋范线性空间 X 以及 X * 的两族向量如果满足 
fa(xp) = 8 a p,a,f 3 G A, 那么称 {x a },{U} 是对偶族.证明 

(i) 当{〜}， {/a} 是对偶族时， { 〜 } ， {fa} 必分别是中线性无 关族； 

(ii) 如果 {x a } 满足下列条件 : x a espan{xp}( 3 ^a,Oi G A, 那么必存在 {/ a } ， 使得{〜}， 
{/a} 是对偶族 . 

(iii) 在 X 是线性空间情况下 , 对任何一族线性无关向量{〜}，必存在一族相应的线性 
泛函 {/a}, 使得 fa(x p )= 6 aPi 并且 {/ a } 必也是线性无关的 . 

8 . 设 { an \n = 0 , 1 , 2 ,..-} 是一列数，证明存在 [a ， 6 ] 上有界变差函数 a(t ), 使得 

f t n da(t) = a n , n = 0 ,l ， 2 , … 

J a 

成立的充要条件为对一切多项式 p ⑷=，成立着 


〉: Ct/CLu 

i /=0 
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此地 M 为一常数. 

9 .设 Co(-oo,-|-oo) 是全直线 (-oo,+oo) 上适合条件 lim f(x) = 0 的连续函数全 

| x |— >00 

体，按照通常线性运算所成的线性空间.当 : C e G )(- oo ，+ oo ) 时，规定 

IMI = max |:r ⑷ I ， 

— oo < t < + oo 

这时 Co(-oo,+oo) 成为 Banach 空间.设 F 为 C 0 (-oo,+oo) 上有界线性泛函，证明必有 
全直线上有界变差函数 a(t), 使得一切: c G C 0 (-oo,+oo) 成立着 

/+oo 

x(t)da(t). 

-OO 

10 . ( i ) X 是直线点集 A 上某些实函数，但包含常数函数在内的所成实赋范线性空间.如 
果存在常数 M ， 对一切/ G X,sup\f(x)\ ^ M ||/||， 则 X 上的正线性泛函 F (即对非负函数 

/, F (/)^ 0 ) 必是连续泛函，并 i || F || 彡 MF ( 1 ). 

( ii ) 设 F 是实 C 0 (-oo,+oo) 上正线性泛函，证明 F 是连续的. 

11 .设 Co 表示收敛于零的序列 z = {^ n } 全体，按通常线性运算和范数 

\\x\\ = sup \x n \ 

n 


成为 Banach 空间，证明 (coT = l 1 . 

12 . 用 c 表示严中收敛序列 : c = { x n } 全体所成的子空间，证明 

c * =切 + af 0 \ r ] ^ l 1 , a 是数 }• 

这里 

fo ( x ) = lim Xn , X = { Xn } G c , 

n—)-00 

换句话说，对每个 / e C ' 有 = { r ] n } e l 1 和常数 Q ： 使 

OO 

f ( x ) = 7 T ] n x n + a lim x n (x = { x n } G c ). 

’ 』 n—)-00 


而且 11/11 = IWIi+ l«l- 

13. 在有界数列空间上存在如下泛函 F : 对任何 { a n },{6 n } G /°°, 

( i ) F ({ a n }) = F ({ a n + i })； 

( ii ) FKan } + /50> n }) 是数； 

( iii ) 如果一切 a n ^ 0 (n = 1,2,3,-..), 那么 F ({ a n }) ^ 0; 

( iv ) 如果 { a n } 是实数列，那么 lim a n ^ F ({ a n }) ^ lim a n ; 

rwoo n—oo 

( v ) 如果 lim a n 存在，那么 F ({ a n }) = lim a n . 

n—>-oo n—>-oo 

常记为 l . i.m a n , 称为 Banach 极限.它还可以推广到函数空间上. Banach 极 
限在讨论经典分析和算子谱论中某些问题是很有用的工具.（提 示： 记 M 为中序列 
(<21，<22 — ai ， . • • ， <2 n - a n — 1， ...） 全体，其中 {<2 n } G 〖°°， M 是中闭线性子空间，易 
知 e = (1，1， .. • ，1， • •. ）G M . 考虑泛函 F •• || F || = 1， F ( e ) = 1, F|m = 0.) 
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14.设是两个赋范线性空间.证明如果 X # {0}，并且 ©(X — y ) 是 Banach 空 
间，那么 y 必是 Banach 空间（即定理 5.1.6 的逆命题成立). 

§5.3 共轭空间与共轭算子 

在 §5.1 中我们已经引入了共轭空间.在本节中我们要利用共轭空间的概念 
进一步引入二次共轭空间等等，并讨论空间的自反性.利用共轭空间我们又引进 
弱收敛的概念，并研究弱致密性.同时再考察共轭空间上的共轭算子.本节所讨 
论的内容大体上是引进基本概念和少量的基本定理，这些都是为了后面的应用. 

1. 二次共轭空间设 X 是赋范线性空间， X * 是它的共轭空间，由于 X * 
也是赋范线性空间，它也有共轭空间( X *)*,把它记为 X **,称 X **是 X 的第二 
次共轭空间. 继续下去就有 X 的三次共轭空间 X *** = ( X **)*,如此等等.这些 
空间之间自然是有联系的.重要的是要考察 X 与 X **的关系. 

对每个上的泛函: c ** 如下：对/ e X *，令 

x^U) = f{xl 


显然，这样作的是 X * 上的线性泛函.又由于 


I ，⑺ himiNi ， 

所以 X **是有界泛函，并且 [| x **|| < || x ||, 称泛函 X **为由 X 生成的. 

定理 5.3.1 设 X 是赋范线性空间，映照 ： c H x**{x G X )是 X 4 X **的 
保范的线性算子，即 

( i ) (ax + Py )** = ax ** + 

( ii ) ||，" = || x ||. 

证 ⑴是明显的.欲证 （ ii )， 只要再证 || x **|| ^ || x || 就可以了.对任何 
X ^ 0,由泛函延拓定理知道必有焱 G X % Wf x \\ = 1,而且 f x ( x ) = || a ;||. 因此 
lk *1 l>IUI = l / x ㈤ 卜114 证毕 

记 X 表示 X 经过映照 ： c H I **后的像， X c X **.那么定理 5.3.1 说明 
X 与 X 是线性保范同构，通常称算子 z ^ x ** 是 X 到 X **的自然嵌入（算 
子).为简单起见，今后往往不去区别 x 和 f *， 从而把 X 和爻视为同一，这样 
X CX**. 

定义 5.3.1 设 X 是赋范线性空间.如果 X = X **，就称 X 是自反的. 

当 X 是自反空间时， X * 也是自反的.事实上，这时( X *)** = ( X**y = x \ 

例如当1 < P < oo 而且 g 是 P 的对偶数即 i i = 1时，那么 L ^[ a,bY = 

V Q 
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L ^[ a ,6], L ^[ a ,6]* = LP [ a ,6], 就是说， L ^[ a ,6] 是自反的.但一般说来，一个赋范线 
性空间 X ，即便是完备的,不一定是自反的.例如 L ^ b ] 就是一例.为了说明这 
个事实,我们先证明 

定理 5.3.2 设 X 是赋范线性空间，如果 X * 是可析的，那么 X 也必是可 
析的. 

证由于假设 X * 是可析的，所以在 X * 中有一列 {/ n }, 它在 X * 的单位 
球面上稠密.对每个 / n ， 由于 sup \ f n ( x )\ = ||/ n || > I 在 X 的单位球面上必有 

x n , 使得 \ fn ( Xn )\ > ^ 这时把 { x n } 张成义的线性闭子空间记作不)，如果 X 
不可析，那么必然不)笋 X . 从而在 X * 中存在 / o , ||/ o || = 1，而且当 X G 為时， 
fo ( x ) = 0. 然而对任何正整数 n 

||/n — /oil ^ \ fn { x n ) ~ fo { x n )\ — |/ n (工 n )| 〉孓， 

这与在 X * 的单位球面上稠密的假设冲突.所以 X 是可析的. 证毕 

从 §5.2 习题7还可以知道， X 的“维数”不超过 X * 的“维数”. 

利用此定理还立即 得到： L ^ b ] 不是自反的.事实上，如果 L ^ b ] 是自反 
的，即 L l [a,b]^ = 由于 L l [a,b] 是可析的，所以 L l [a,bY 也应该是可析 

的. 可是根据 §5.2 知道 L x [ a ,6]* = L °°[ a ,6]. 然而当 a < A < 6时，区间 [ a ， A ] 的 
特征函数 XfM ⑷是 L °°[ a ,6] 的单位球面上的一族（以 A 为参数）向量，并且显 
然当 A / A ' 时 


IIX[a,A] - X[a,V]|| = 


min sup 


| X [ a , A]W - X [ a ，； V ] ⑷ I = 1， 


即 { X [ a , A ]} 彼此间距离为 1. 而这族向量是不可列个，这就是说 L ^[ aM 不可能 
是可析的.因而以^6]不是自反的. 

我们注意，定理 5.3.2 启发我们用共轭空间 X * 的性质来研究原来的赋范线 
性空间的性质.这个方向的进一步的发展就是局部凸拓扑线性空间理论中的对 
偶理论，它对于研究空间的拓扑结构是很有用的，参见 [4]. 

2. 算子序列的收敛性 在经典分析中 ，一 列函数的收敛性常常用到的是处 
处收敛和一致收敛概念.由于所考察的问题的需要，不同场合采用不同的收敛概 
念.对于算子序列类似于函数列的一致收敛和处处收敛，也常常用到下面几种形 
式的收敛性. 


定义 5.3.2 设 X , y 都是赋范线性空间，如果 A n ,A e Y)(n = 

1,2,...), 而且 || A n - 肩 — 0, 称序列 { A n } 是按算子范数收敛于 A ， 或称为一致 
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收敛于 A 如果对每个 xgX , \\( A n - A ) x \\ ^ 0 ,称序列 { A n } 强收敛于八记 
作或 A = ( 强 ）lim 乂„，或 A =⑹ lim 人. 如果对每个 a ; G X ，以 

n—►oo n—►oo 

及任何 / G Y * J ( A n x )^ f ( Ax \ 称序列 { A n } 弱收敛于 A 记作見 A 或 
A = (弱） J ^ im ^ A n , 或 A = ( W ) \\ m ^ A n . 

显然果 { A n } 一致收必然强收敛于 A ; 如果 { A n } 强收敛于 A ， 
必然是弱收敛于儿下面的例子说明它们的逆命题一般不正确. 

例 1 (强收敛而不一致收敛的算子序列）在> 1 ) 中，作“左移”算子 

A 如下：当 ： E = ( 2 ； 1 ，❿，…） G 时 


Ax =(工2，尤3，...）， 

显然， A 是有界线性算子.而算子序列 { A -} 强收敛于零.事实上，对任何 


OO \ P 

E w p ，由 

i=n+l / 


x = ( xi , x 2 r -), A n x = ( x n + 1 ， x n+2 ，...）. 因此 || A n x|| p = 

于 (fl I妁 rj P < oo, 所以 M n x|| p — 0,即 { A n } 强收敛于零.但是 {^} 在汗 
上并朱 L 致收敛 于零： 事实上,令 e n = (0,…，0,1，0,0,…）（其中除第 n 个坐标 
为1外，其余为0)，显然 A - e n + 1 = eij 所以 ||A-|| ^ =1. 因而 { A -} 

ll e n + l||p 

不一致收敛于零. 

例 2 (弱收敛而不强收敛的算子序列）在> 1 ) 中作算子序列 { A n } 如 
下：当 2 ； = ( xi , x 2 , …） G Z p 时 


A n x = xie n , n = 1,2,3, • • , 

其中〜 是例 1 中取的向量.显然是有界线性算子，且 

|| 乂71尤 一 = H^lCn 一 = |$ l |2 p , 

所以当 A / 0时， { A n } 不是强收敛的.然而，对 P 上任何连续线性泛函 y (必 

OO 

属于 l q ), 即 y = ( yi ， y 2，...)， 而且 y ( x ) = y ^ x ^. 那么 

i/=l 

y ( A n x ) = y ( xie n ) = xiy n , 

由于 I ] l ?/ n| g < oo , 因而 y n — 0,即 y ( A n x ) 0. 这说明 { A n } 弱收敛于零 • 

引理 1 设 X 是赋范线性空间， y 是 Banach 空间， T n e »(X — Y),n = 
1，2,3，.... 如果有常数 M 使得 || T n || < M ， n = 1，2,3,…，而且有 X 的稠密子 
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集勿，当 I G 勿时使得 {T n x} 收敛，那么必存在算子 T € -> y ), 使得 {T n } 

强收敛于 T ， 而且 

111 < lim l|T n ||. 

n—oo 

证任取 : C e X ，由于否 = X ，对每个 e > 0,存在/ e 这，使得 


lk-^ll< 


3M 5 


又由于 { T ^} 是收敛的，所以必有自然数 iV ， 使得当 n ， m 彡 AT 时 


于是 


" 了 m 工 ’ - T n X f \\ < 


\\TmX — T n x\\ ^ \\TmX — TmX f \\ -f- ||T m X ， — T n x’|| + \\T n x r — T n x\\ 

<(||T m || + ||T n ||)||x-^|| + | 

( 2M":r - X’" + - < e, 

所以 {T^} 是 Banach 空间 F 中的基本 点列. 它是收 敛的. 作 X — F 的算子 T 
如下：对于 a ; G X ，令 

x 卜 > Tx = lim T n x, 

n—OO 

容易证明 r 是线性算子.由于当$ e x 时 

\\Tx\\ = lim ||T n x|| < lim ||T n ||||x||, 

n— ^°° n—^oo 


所以 T 是有界的，并且有 


lim lim l | T n ||. 

n—►oo 

对于泛函我们也引入类似的收敛概念. 

定义 5.3.3 设是赋范线性空间 X 上一列连续线性泛函，如果有/ e 
X *，使得 ||/ n - /|| — 0 (n 4 00 )，称泛函序列 {/ n } 强收敛于 /• 记为 /n — / 
或/ = lim / n . 如果对每个 a ; e XJ n ( x ) ^ /( x )， 称泛函序列弱 * 收敛于/,记作 

n—>-00 

/n 尤 /，或 / =(弱 *) lim / n 或 / = ( W *) lim f n . 

n—^oo n—►oo 

注如果把泛函看成算子的特殊情况，即 f 是一维空间时.算子序列的一 
致收敛概念就相当于泛函序列的强收敛.而算子的强收敛和弱收敛都相当于泛 
函序列的弱*收敛. 

对于赋范线性空间 X 中的序列 { x n }, 通常可以引入下面两种收敛概念： 
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定义 5.3.4 设 X 是赋范线性空间， { x n } cX , x 0 eX . 如果 \\ Xn - x o \\^0 
时，称 { x n } 强收敛于邱.如果对任何/ G X *, f ( x n ) /( a ： o ) 时，称 { x n } 弱收 
敛于: TQ ， 记为 見 a :。， 或: r 。 = ( 弱）或: r 。 = ( 旬 Jirn ^ Xn . 

按定义，算子序列的一致收敛、泛列的强收敛、向 ii ? 列的强收敛分别 
就是通常的算子序列、泛函序列、向量序列的按范数收敛. 

定理 5.3.3 设 X , y 是赋范线性空间， { A n } c ®(X ^ Y ). 如果{人}弱 
收敛于 Ae ^&( X -^ y ), 那么极限算子4是唯一的.特别地，如果 {/n} 是 X 上 
一列有界线性泛函，弱 * 收敛于/，那么/是唯一的. 

证如果有 A ， 况 使得人 ^ A , A n ^ A \ 显然就有 
f ( Ax ) = f ( A , x ) ) xeXJeY \ 

从而 f ( Ax - A f x ) = 0 ,对一切 / G F * 成立，所以 Ax - A f x = 0 (否则（乂 - A’):r 笋 
0. 根据泛函延拓定理，必有 /o G F *， 使得 f 0 ((A - A f ) x 0 ) + 0). 既然对一切 
x G X , Ac - A'x = 0,所以 A = A \ 当 y 是一维空间丑 1 时，就得到泛函的结 
论. 证毕 


现在再举一个弱*收敛的泛函序列而不强收敛的例子. 

例3考察 ^[0,2^] 上的泛函序列 

p2n 

fn(x) = I x ( t ) sin nMt , x G L 1 ^, 2 jt],n = 1，2, ... ， 

Jo 

它弱 * 收敛于零（这个命题称为 Riemann - Lebesgue 引理)，而不强收敛于零. 
事实上，由 (5.1.15) 式知道 || /„ || = max | sinnt \ = 1,所以 {/ n } 并不强收 

te[0,2n] 

敛于零.今证 {/ n } II * 收敛于零.当冲）是三角多项式时，用分部积分可直接 
验证：当 n — oo 时， 


1 r 2n 

fn{x) = — I x\t) cosntdt 0 . 
n Jo 

再利用 ||/ n || = l ， n = 1，2,3，...， 和三角多项式全体在 L l % 2 n ] 中的稠密性，立 
即得到对任何 

p2n 

fn(x) = / x(t) sinntdt 0 . 

Jo 

一般说来，算子序列的强收敛、弱收敛的概念不能容纳在度量空间中按距 
离收敛概念之中，所以对算子收敛的描述可按拓扑线性空间方法引入下面几种 
拓扑： 
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定义 5.3.5 设 X、 y 是赋范线性空间，在线性空间^ Y) 上用下面 
三种方式引入半范数族成为局部凸拓扑线性空间： 

⑴取范数 || • ||，由它引入的拓扑称为一致 拓扑； 

(ii) 取半范数族 {\\Ax\\\xeX}, 由它们引人的拓扑称为强 拓扑； 

(iii) 取半范数族 {\y(Ax)\\xeX,ye F*}, 由它们引入的拓扑称为弱 拓扑. 
显然， Y) 中一列算子 {A n } 按定义所说的一致（强、弱）收敛于 A 

分别等价于按一致（强、弱）拓扑收敛于 A 

一致拓扑强于强拓扑，强拓扑强于弱拓扑.而例1、例2告诉我们，在一般情 
况下，一致拓扑不同于强拓扑，强拓扑不同于弱拓扑. 

自然，对于一个赋范线性空间 X 的共轭空间 X * 来说，可以引人强拓扑和 
弱*拓扑的概念.即 

(i) 用范数 \\f\lfex\ 所引人的拓扑称为 x* 上的强 拓扑； 

(ii) 用半范数族 {\f(x)\\xeX} 所引入的拓扑，称为 X* 上的弱 * 拓扑. 


3. 弱致密性（弱列紧性）虽然在共轭空间 X* 中序列的弱 * 收敛概念 ，一 
般是不能容纳在度量空间中按距离收敛的概念中，但我们仍然可以仿照度量空 
间致密集的定义来定义弱*极限意义下的致密性. 

定义 5.3.6 设少是 X 的共轭空间 X* 的子集.如果步中任意点列 {/n}, 
一定含有在 X 上弱 * 收敛的子序列 {/ n J , 就称步 是弱 * 致密(弱*列紧).如果一 
定含有强收敛的子序列 {/ n J , 就称步 是强致密（强列紧)，或者按度量空间一般 
术语称为致密（列紧). 

由于强收敛蕴涵弱 * 收敛,所以强致密集必是弱 * 致密集.正如同弱*收敛 
不必是强收敛一样，一般说来，弱*致密集不一定是强致密集.例如，例3中的集 
{ smut } 就是中的弱 * 致密集，但不是强致 密集. 

在 Banach 空间中，要有界集具有致密性，只有当空间是有限维才是可能的. 
但由于弱*致密性要求较弱，当空间 X 是可析时，在共轭空间 X * 中的点集的有 
界性和弱*致密性却是一致的. 

定理 5.3.4 如果赋范线性空间 X 是可析的，那么共轭空间 X* 中的任意 
有界集 ( D 五 是弱*致密的. 

证设0是 X * 中的有界集.任意在0中取一列{^},那么存在常数 
M 彡0,使得 


HI 彡 M，n = 1，2,3, • • • • （5.3.1) 


隱集 {11/111/ 是有界的. 
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由于 X 是可析的，设 {x n } C X 并在 X 中稠密.由（5.3.1)，数列 Wn(xi)} 之中 
存在收敛子 序列： 


(工 1 )， V^ni2 (工 1 )， • • • ， V^ni*/(Tl )， • • • • 

为书写方便，把 w ni ,} 改写为 Wi ,}, 下面也类似地采用简单足标.而在的上， 
泛函数值 {^1,(^2)} 也是有界的，所以其中又含有收敛子列 

#21(工2)， #22( 尤2)，… ，#2 n ( T 2)，〜 

如此继续下去，得到如下可列个泛函序列： 

<^11, ^12,…， Wli /， … 

#21, #22,…,伽，… 


(5.3.2) 

^1/1, ^1/2,…,％!/，••• 


其中 {^Pku} C {^ fc - i , i /} 5 A ： = 2,3, • • • ,而且对于每个抑，存在 

lim (fkn(xk), 

n—►oo 

从 （5.3.2) 中挑出对角线上的泛函组成序列 


fll，f22, … 、屮 vv ， … 

容易知道在 { x k } 上收敛.又因为 { x k } 是稠密的，并且 IIwmII < M . 由引 
理1知道必存在 X *，使得在 X 上弱 * 收敛于 p 证毕 

可见,可析赋范线性空间 X 的共轭空间 X * 中单位球面是弱*致密的.但是 
当赋范空间 X 是无限维时, X * 也是无限维的，由定理4.9.14, X * 中的单位球面 
不是强致密的. 

对空间 X 不一定可析时，也有如下的 定理： 

定理 5.3.5 设 X 是赋范线性空间，那么共轭空间 X * 中任何（按范数）有 
界弱*闭集按弱*拓扑都是紧的. 

这个定理要利用拓扑学中的吉洪诺夫定理来证明，由于需要较多的准备知 
识.我们略去有关的证明，读者可参看 [4]. 这个定理也是赋范线性空间理论中 
的一个基本定理，它有不少应用.这个定理在局部凸拓扑线性空间理论中也有推 
广,我们还要强调指出一点，这个定理是一般拓扑学应用在泛函分析中的最重要 
的成就之一 
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类似地我们可以在 X 中引入弱致密集的概念，也可以类似地讨论 X 中的 
有界集与弱致密集的关系. 


4. 共轭算子 设 E 为 n 维线性空间， e u …， e n 为 E 中一组基 . F 表 
示 E 上线性泛函全体所成的线性空间.在 F 中可选岀一组基 ,/ n , 
使得 


//x( e i/) — "， p = 1 ， 2, . • . ， 71. 

这时称 {/ M } 是 {〜} 的对偁華.设 A 是五上线性算子，在基 {〜} 下,相应于阵 

n n 

任取工 = 〉二 h — 〉: yi / fi/f 那么 

J/=l J/=l 

hi^Ax) = ^ x v y 

； i ， i/ 

— > : = 〉 ： 9 ^ f ^{ x ) = d { x )^ (5.3.3) 



n n 

其中 = ^ = Y 19 山 .由此对每个 "e F ， 就相应地产生一个沒 G W ， 

并且 /i ^ 线性算子 ， SS g = A ^ K 根据线性代数知识知道，是 F F 的 
线性算子而且它在基{人}之下所相应的阵正好是 ( a ^) 的转置阵 ( a ^) T . (5.3.3) 
式又可写为 


h ( Ax ) = ( A * h )( x ). 

现在将这个概念推广到一般赋范线性空间上去. 

定义 5.3.7 设 A 是赋范线性空间 X 到赋范线性空间 F 的有界线性算子， 
如果有 y * 到 X * 的算子4*，使得对任何 heY^xeX 

{ A * h )( x ) = h ( Ax ), (5.3.4) 

那么就称，是 A 的共轭算子，或伴随算子. 

由前所述，在 n 维赋范线性空间中线性算子的共轭算子相应于转置阵. 

定理 5.3.6 设 X 和^是赋范线性空间，那么 
⑴对每个 a g ®(x ^ y ), 共轭算子存在且 唯一； 

( ii ) 映照 A h 4*，是由 — y ) 到 ®( F * X *) 的保范线性 算子； 

( iii ) lx * = G ①； 

( iv ) 又设 Z 是赋范线性空间， Z \ 那么 

A * B ^ = ( BA )\ (5.3.5) 

、 / x * 分别表示赋范空间 X 及其共轭空间 X * 上的单位 算子. 
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证⑴对每个 h 由于 

| 物 | 谓 || 圳谓||卷||, 

泛函 x ^ h { Ax ), 显然是 X 上的有界线性泛函，把它记为 A ^ h . 因此 

利 I 尊 II . (5.3.6) 

显然 ， h H A ^ h . heY ^ 是线性的，所以肀€ ®( y * X *).显然满足 （5.3.4) 的 

算子#是由4唯一决定的.由 （5.3.6) 有 


IIKI 乂 II . 

( ii ) 再利用泛函延拓定理来证明^ || A ||: 如果4 = 0,显然||0*||彡 0. 
所以只要对4笋0来证明.对任何 XGX , 如果 Ar 笋0,根据泛函延拓定理，必 
有 h € y *, || h || = 1,使得 h { Ax ) = || Ar ||, 于是 

|网卜 h { Ax ) = ( A * h )( x ) ^ II^IHIxK "乂 1 IINNI , 

对于 Ar = 0 的 x , 上式自动成立.所以上式对一切 x 都成立，即有 MU < || A *||. 
因此， P || = || A *||, 即映照是保 范的. 

设 a 、 /3是数 , C € ®(X — y ) .从瓜 C 和 h 的线性就得到 

[(aA + pCyh \( x ) = h[(aA + ( 3 C ) x \ 

= ah ( Ax ) + ph ( Cx ) 

= [(aA*+/3C*)^](x), 


因此 4 h 肀是线性 算子. 

( iii ) 对任何 h € X , 由 (5.3.4), (I^h)(x) = h(I x x) = h ( x ), 即 r x h = 

h, 对一切 hex* 成立,所以巧是 X * 上的单位算子 

( iv ) 对任何夕 € Z*,x e X 

[(BA)*^](x) = g[(BA)x] = g[B(Ax)} 

={B*g)(Ax) = [A*(B*g)]{x), 

由于对一切 xeX 上式成立,所以 

{BAYg = A\B^g),geZ\ 


这就得到 （5.3.5). 


证毕 
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既然映照X ^ 将X中的向量X嵌入第二共轭空间，自然也可以把算子 

“嵌入”第二共轭空间. 

设4是赋范线性空间X到赋范线性空间 y 的有界线性算子 . 是到 
X* 的有界线性算子，而且 ||A*|| = ||A||. 这样，算子 4** = (A *)* 就是 X **到 
y** 的有界线性算子，而且 P1 = ||#||.于是当 xeXJeY ^ 

(A^xn(f) = x^(A*f)= A*f(x) = f(Ax) = (Arr(/), 


由此得到 


(Axy* = A** x*\ 


如果把 x 嵌入 x**,y 嵌入 y**, 那么上式便是 

Ax — A**x, 


这样便得到 

定理 5.3.7 设 x,y 是赋范线性空间，4是 x 到 y 的有界线性算子.当 
x,y 分别嵌入 x**,y** Ht 那么 4** 便是算子 a 在 x** 上的延拓，而且 

PII = P*1I. 


习题 5.3 

1. 证明：当 X 是自反空间时， X * = = X 5 * =…= X (2n+1) * =…，= 

X 4 * = ... = X (2n) * 二…. 

2. 证明空间 C [ a , b ] 中点列 { x n } 弱收 敛于帥 的充要条件是存在常数 M , 使得 || x n || ^ 
M , n = 1，2,3, ... ，而且对每个 t 6 [ a ，6] 

lim x n ( t ) = xo ( t ) 

n—►oo 

(注： 在证明 || x n || 彡 M(n = 1,2,3,… ） 是必要的时候，不要用下一节的共鸣定理，而应直 
接证明). 

3. 设 X 是赋范线性空间， M 是 X 的闭线性子空间.证明：如果 { x n } C M , 而且当 
n — > oo 时 ，： to =(弱 ）lim : r n ， 那么 ： ro e M . 

n—►oo 

4 . 证明 Z 1 不是自反的. 


5 . 证明 Z 1 中任何弱收敛的点列必是强收敛的. 

6 . 设 A 是 l p (oo > p ^ 1 ) 上有界线性算子，如果适合 Ae n = e n + i , n = 1 ， 2 , 3 , ... ，而 

n 

e n - (0 T ^0,1,0---). 证明欠是有界的，并求出 || A || 及，. 

7 . 设是两个赋范线性空间， { A n }c ^ B(X ^ Y),Ae ^ B ( X ^ Y ). 

( i ) 证明： 如果 An 二 ^ A 则 < ~ A \ 
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(ii) 如果 1 洚问是否圮 1 

(iii) 如果 1 是否对每个 f 6 Y\A* n y* ^ A*y*? 

8 •设 K(x,y)e L 2 [0, 1;0,1 ]，作 L 2 [0,1 ] 上有界线性算子 

(Kf)(x) = f K(x, y )f(y)dy, fe L 2 [0,1], 
Jo 


求出 iT 的表达式. 

9. 证明自反的 Banach 空间 X 是可析的充要条件是 X * 是可析的. 

10. 设 L 是赋范线性空间 X 的线性子空间，令 L 丄二 { x *\ x * e X \ x % x ) = 0, xGL }. 
证明 L * = JT / L 丄（提 示： 用泛函延拓定理证明 / h /| L 是 JT / L 丄到 L * 的线性保距同 
构，其中/ e ；； // L 是/在 L 上限 制). 如果 L 是闭线性子空」司，那么 {XjLY =& (提 示: 
对任何/ 6 L ' 定义六幻= f ( x),x exe X / L . 证明 f ^ f 是线性保距同构). 

11. 证明 Banach 空间 X 是自反的充要条件是 X 的任何闭线性子空间是自反的. 

12. 自反空间 X 中任何有界集必弱致密. 

13. Banach 空间 X 是自反的充要条件是 X * 是自反的. 

14. 设 X 是 Banach 空间， Y 是赋范线性空间.证明 ^ B(X ^ Y ) 弱完备的充要条件是 
y 是弱完备的（这里弱完备是指弱基本序列必弱收敛). 

15. 设 X , Y 是两个赋范线性空间， { A n } C ^ B(X ^ Y ). 如果对任何 xGX , 为 

V 中基本点列，称 { A n } 为 强基本 序列； 如果对任何 xeXJe Y \{ f ( A n x )} 为基本数列, 
称 { A n } 为 弱基本序列. 

证 明：⑴ 如果 {A n } 按算子范数是基本的序列，并且弱收敛，那么 {An} 必按算子范数 
收敛. 

( ii ) 如果 {An} 是强基本序列，并且弱收敛，那么 {An} 必强收敛. 

§5.4 逆算子定理和共鸣定理 

在这一节中我们将介绍关于 Banach 空间中算子的另外一些基本的定理，如 
逆算子定理、共鸣定理以及闭图像定理等. 


1. 逆算子定理在 §5.1 中我们介绍了线性算子的加、减以及乘法运算.这 
一段就是要考察一下算子的“除”法运算.这是很重要的运算，因为它和解各种 
方程密切相关. 

设五及 F 为两个集, B 为一个算子,其定义域 9(B) C E, 值域 M{B) C F. 
如果 B 是可逆映照，即 ^( B ) 上到 M { B ) 上一对一的映照.由 §1.2 知道 B 的逆 
算子 B - 1 存在，它以深⑻为定义域，以货⑻为值域.容易证明当 B 是线性 
算子时,也是线性算子. 
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定义 5.4.1 设是两个赋范线性空间，又设 B 为线性算子， 剛 C 
X^(B)CY. 如果逆算子 B - 1 存在，而且 啡） =Y, 以及 B - 1 是有界线性算 
子,那么称 B 是正则 算子. 

设 B 是线性算子， ^( B ) C X 1 ^( B ) CY 1 并且 B - 1 存在,显然 

B~ X B = I 岔⑻， BB~ X = I 淡⑼， 

其中6⑻分别是子空间 準、綱 上恒等算子.反之，如果有 Y 到 
X 的线性算子 C , 使得 


CB = I 岔 ⑼, BC = Iq >( c ) (5.4.1) 

那么 B - 1 必存在，而且 B -1 = C . 事实上，因为对任何 xi ^ x 2 e ^( B ), 如果 
Bxi = Bx 〗， 那么: Ti = CBx \ = CBX2 = X2 -, 所以 B 是可逆的.由于 BC = 

因此对任何 y G 9{ C ) 必有 X = Cy , 使得 Bx = y ，即深 ( B ) 〕货 ( C ). 另一方面， 
又 } kCB = 1_ 得到 M { B ) C 货 ( C ). 从而 ^ g ( B ) = ^( C ). 由此立即得 

B~ l = = CBB~ l = C , 

特别地，当 ^( C ) = y ，并且 c 是有界线性算子时，由上面事实立即得下列命题. 

引理 1设是两个赋范线性空间， Be ^{ X -^ Y \ B 为正则算子的 
充要条件是存在 C G Q 3 (y X )适合 （5.4.1). 

系 设 X , y 是两个赋范线性空间，又设 Ae ^ B(X Y ) 是正则的.那么 
也是正则的，而且 ( A *)- 1 = ( A - 1 )*. 

证 由于乂- 1 e ®(y x ), 而且 

AA~ X = Iy , A~ x A = I x , 

再根据定理 5.3.6 的 （ iii ) 和 （ iv ), 对上式两边取 * (共辄）就得到 

{A^YA^ = I Y .,A\A- l y = I X ^ 

由引理1得知肀是正则的，而且 ( A *)- 1 = ( A - 1 )*. 证毕 

定理 5.4.1 设 X "都是赋范线性空间，如果4 e Q 3 (X y ), 并且是 
正则算子， Be^{Y Z ), 也是正则算子，那么是 X 到 Z 上的正则算子， 
并且 ( BA )- 1 = A ^ B - 1 . 

证 根据假设,存在定义在 y 和 Z 上的有界线性算子和 A - 1 . 显然 
( A - 1 B ~ 1 )( BA ) = I X , ( BA )( A - 1 B ~ 1 ) = I Y , 
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由引理1, A ^ B -^ 就是 ( BA )~\ 它是定义在 Z 上的有界线性算子,所以是 
正则的. 证毕 

如果 X 、 y 都是赋范线性空间， B 是 X 到 y 上的有界线性算子,并且实现 
X 到 F 上的一一对应.这时,逆算子 B - 1 存在，而且是 F 到 X 上的线性算子. 
B - 1 是不是有界算子呢？ 一般说,即使 X 是完备的, B - 1 并不一定是有界的.下 
面是一个反例. 

例1设 B 是定义在 C [ a , 中的积分 算子： 

= j (/?(r)dr, (p e C[a,6], 

而 X 是 C [ a , 中具有连续导函数 y \ t \ 而且 2/( a ) = 0的函数2/⑴的全体，它按 
照 C [ a , b ] 中的范数成为赋范线性空间.这时 B 是由 Banach 空间到 X 
上的一对一的有界线性算子.但是 { B^ym = y f ( t ). B - 1 就是 §5.1 例8中的算 
子 D , 那里已说过它不是有界的. 

然而，如果值域也是完备的，情况就不同了.这时有下面的 Banach 逆算子 
定理，它是深刻而应用广泛的定理. 

定理 5.4.2 (Banach) 设 X 和 F 都是 Banach 空间， B 是 X 到 F 上的 
有界线性算子，并且实现 X 到 y 上的一一对应.那么，逆算子 1 必是有界 
算子. 

证显然，存在并且是线性的.主要要证明是有界的.证明这一 
点的关键在于（其实是等价于）证明 X 中闭单位球 5 x (0,1) ①的像 55 x (0,1) m 
包含着 y 中某个开球0以 0, e ) ①（此地 e 是某个正数).如能做到 

55 x (0, l ) DOy ( O ^), (5.4.2) 

便有 B - 1 和(0，|) C 5 x (0,1), 即对任何2/ G 5 y ( o ,|),||5- 1 2 /|| ^ 1,从而 

彡 I 即 1 有界.下面分两步（作为两个引理）来证 （5.4.2). 

引理 2 设 B 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 F 的有界线性算子,而且 
BX = Y . 那么对任何一个 a 〉 0, 必有 5>0, 使得 55(0, a) * 0(0, aS ) 中 稠密. 

证 由于 X = [] 5(0, i /), 所以 y = = [] 55(0, i /). 因为完备度量空 

i/=i i/=i 

间是第二类型的集（定理 4.7.2), 所以必有一个正整数使得 55(0,1/) 在 y 的 

①因为这里有两个空间 X 、广所以用下标区分属于那个空间的球.读者注意到这点后，从 
引理2开始，为了简单起见，常把下标 X 、 Y 省掉. 
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某个球 O [ yo , v ) 中稠密.取 J 今证 BS (0, d ) 在 0(0, W ) 中稠密.这只要经 

过相似变换和平移就行了.事实上,任取2/ € 0(0, a 5), 那么向量 

v v 

yo - _ y , yo + - y , 

a a 

属于球 0(2/0,77). 因此必有 5(0,1/) 中点列{以}及 K }, 使得 

Bx k -> 2/0 - -2/, Bx f k -> 2/0 + -2/ (^ -> oo ) 
a a 

所以 B - y . 但是，显然 G 5(0, a ), 所以 55(0, a ) * 

0(0, aS ) 中 稠密. 证毕 

当然,就引理2本身来讲，只要 X 是赋范线性空间，结论仍然成立. 

特别在引理2中取 a = 1,得到 BS (0,1) 在 0(0,5) 中稠密.下面利用逼近的 
想法证明 55(0,1) D 0(0, e ), 此地 e = 5 -. 

引理3 设 B 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 1" 的有界线性算子，而且 
BX = Y . 那么,必存在 £>0,使得 55(0,1) D 0 ( 0 , 6 ). 

证 取 e 二^这个5就是引理2中所说的 5. 任取2/0 € 0(0, e ), 因为 
△ 

BS U 在 O ( o , 中稠密，必有使得 


II2/0 — Bxi\\ < ^2, 


因此2/1 = 2/0 —丑 n ^ 0 (0, @) ， 由于 (0, 在0 (0, 
X 2 G 5 ^0, ^2 ^,使得 


22 


中稠密，必有 


112/1 - Bx 2\\ < -^1 

即 2/2 = 2/1 - Bx 2 = yo - B(xi + x 2 ) G O ^0, 这样继续下去，得到一列 

X n e S ^0, , n = 1,2,3,…，使得 


Wvo - B(xi + x 2 + • • • + x n )\\ < 



因此 a：o = ^ x n G X , 而且. 

n=l 



ll^oH ^ || 工 n || 彡 1. 
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同时，由 B 的连续性 


yo = lim B(xi + a；2 H - h x n ) = Bx 0l 

71 —OO 


即 55(0,1) D 0(0, e ). 证毕 

利用引理2、 3 立即就完成逆算子定理的证明. 

对于非一对一的有界线性算子有着比定理 5.4.2 略广的，也是常被引用 
的所谓开映像原理. 

定理 5.4.3 (开映像原理）设 B 是 Banach 空间 X 到 Banach 空间 F 的 
有界线性算子.如果 R 那么 B 是开 映照' ' 

证 设 K 是 X 中任一开集,任取中一点 Bxo ^ xoeK , 只要证明召吻 
是 BK 的内点好了.由于 K 是开集，必有:的6-环境 O ( x 0 , b ) C K . 任取正数 
a < b , 这时 5( xo , a ) C O ( x 0 , b ) C K , 因此 

BS ( xQ , a ) C BK . 

当 a ; 是一向量, A 是一向量集时, i 2 x + A = {x + y\y G A }, 那么 5( xo , a )= 
x 0 + 5(0, a ). 因此，由引理 3, 有 BS ( x 0 , a ) = Bx 0 + ^5(0, a ) D Bx 0 + 0(0, ae )= 
O ( Bx 0 l as ). 所以，是 BK 的内点. 证毕 

在§5.4、 §5.5 中将给岀逆算子定理在算子谱理论方面的某些应用.这里先给 
出它在范数等价性问题上的应用. 

定义 5.4.2 设 X 是线性空间，在 X 上赋以两个范数 || • h 、 || • || 2 .如果存 
在正数 C , 使得 

|| x || i ^ c || x || 2 , xgX . (5.4.3) 


称 || • I 对 || . || 2 是连续的,也称 || • || i 弱于 || • ||2,或 || . || 2 强于 || • ||l 

如果 II • I 既弱于 II • || 2 ,又强于 || • || 2 ,这就是 §4.9 所定义的 || • | h 、 || • || 2 
等价. b 

例如，在 C [ a , b] 中取 || x || 2 = max ^| x ( t )|, || x||i = J | x ⑴ | dt . 由于 


INIi = 



\x(t)\dt ^ \\x\\ 2 (b-a), 


所以弱于 Mb . 
①幵映照定义见 §4.5. 
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引理4设 || • || 15 || • || 2 是线性空间 X 上的两个范数.下列命题成立. 

⑴ II • lli 弱于 II • lb 的充要条件是是赋范线性空间（ X，11 • || 2 )上的连 
续函数. 

⑻如果 || • Ik 弱于 II • || 2 ,则（X, II • 110* C (X，II • || 2 )*，这里 “C ” 是集合 
论的包含 关系； 并且存在正数使得任何/ e (x, II • hTAlfh ^ c \\ f\\ u 这里 
11/11 小 =1， 2) 表示 / 在（X, || • ||,)* 上 范数. 

( iii ) 如果 || . IU 与 || . || 2 等价，那么（尤 || . IK )* =(尤 || • || 2 )*，这里“二”是 
集合论 等式; 并且存在正数 Cl , c 2 ( c 2 > Cl ), 使得对任何/ G ( X , II • || i )*, c 1 ||/|| 1 ^ 

证 ( i ) 必 要性： 对任何 e X ,由于 （5.4.3), 

所以 ||•|| 1 是（ X ,||•||2) 上连续函数 • 

充分性：如果 (5.4.3) 不成立，那么必存在 { x n } C X ,|| x n || 2 = l,n = 1,2, 

3,…，使得 Hxji — oo .因而按||.|| 2 收敛于 OeX . 但是= 

I ll^nlll J ll x n||l 1 

l,n = l ,2,3 ,...,>Affa I ^ } 不收敛于 IIOIU ，这与 ||.|| 1 是（尤||.|| 2 )上 

的连续函数的假设相矛盾.充分性证得. 

( ii ) 设/是 X 上的线性泛函，并且/ € ( X ,|| • y *. 如果 X 中的点列 { x n } 
按 II • II2 收敛于: r , 由 （5.4.3), 那么 ||: r n - : r||i -> 0,从而 |/( x n ) - /(: r )| -> 0,即 
/ e ( x , II • || 2 )*,这就是说,（又 HIO * c ( x , Hb )*. 

对每个/ e ( X , II • 110*, 由于 (5.4.3), 所以 

ll/lb = sup \ f ( x )\ ^ ll/lli sup || x||i ^ c ||/|| i . 

I | x|| 2 =i lkl| 2 =i 

( iii ) 由于 II . || l5 II • || 2 等价的充要条件是 II • h 弱于 II . || 2 , II • || 2 弱于 II • | h 同 

时成立.由此可知 （ iii ) 是 （ ii ) 的推论. 证毕 

下面是 Banach 空间上有关范数等价性的定理. 

定理 5.4.4 设 || . || l 5 1| • || 2 是线性空间 X 上的两个范数.如果 X 按这两 
个范数都成为 Banach 空间，并且|| • || i 弱于|| • || 2 ,那么|| • || 2 必也弱于|| • Ik ，从 
而 II • IUI • || 2 必等价. 

证视 X 上恒等算子^为（ X , || • || 2 ) — ( X ， || • | k ) 的线性算子，由于（5.4.3)， 

ll^lll = \\x\\l ^ c||x|| 2 , 
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所以^是 Banach 空间（ X , || . || 2 )到( X , || • ||0的有界线性算子.显然， J 是 
( X , || • || 2 )到（ X , || • ||0上的 一一 对应. 由逆算子定理/- 1 (= I ) 也是有界的，因而 
存在正数 Cl (例如 Cl = ||/- i ), 使得 

lk||2 = ||/' 1 ^||2^Ci||x||i, 


这就是说 H | 2 弱于 HU . 证毕 

定理 5.4.4 既是逆算子定理的推论,也是泛函分析中常用的定理. 

定理 5.4.5 ( 闭图像定理） 设是两个 Banach 空间， r 是 ^( T)(c X) 
到 y 的闭线性算子,如果是 x 中的闭线性子空间，那么 r 是连续的. 

证显然乘积空间 Xxy 按范数 II ( x , 2/) II =秦|| 2 + "2/" 2 成为赋范线性 
空间，而且很容易证明它是完备的 . T 的图像 G(T) = {(x,Tx)\xe 货 (T)}, 由于 
T 是线性算子，易知 G(T) 是 X x y 中线性子空间.由假设 G(T) 是 X x y 中 
的闭集,所以 G(T) 本身按范数 || (x, 2/) || 成为 Banach 空间.又 这 (T) 作为 X 的 
线性子空间也是闭的，即 外 T ) 本身也可以看成 Banach 空间.我们作 G ( r ) 到 
货 (T) 的算子 B 如下： 


B : (x, Tx) i-> x, x G ^(T), 

这显然是线性算子,而且 


\\B(x,Tx)\\ = \\x\\^\\(x,Tx)l 

所以 b 是有界的.显然 深 (b) = 级 ( r ), 即 b 是 G ( T ) 到 9{T) 上的 算子. 再证 b 
是一对一的：事实上,当 a；i = $2时,必然 Txi = Tx 2, 所以 ( xi , Ta ： i ) = ( a ：2, Tx 2). 
这说明 B 是可逆映照.根据逆算子定理, B - 1 是有界的， 

||(x,rx)| 卜 " 心 ❿- 

因此 || Tx || ^ ||( x , Tx )|| ^ ||5- 1 |||| x ||, 这说明 T 是有 界的. 证毕 


闭图像定理在验证算子是连续算子时是常要用到的.特别是用泛函分析方 
法研究偏微分方程时这个定理比较重要.由于偏微分算子要直接验证它的连续 
性有时比较困难.但是我们可以用 §4.5 所提供的算子成为闭算子的充要条件，来 
验证某些微分算子是闭算子,然后再利用闭图像定理来证明它是连续算子.此外 
在讨论 Hilbert 空间对称算子（参见 §6.9) 时也要用到闭图像定理.这个定理在 
局部凸拓扑线性空间理论中也有进一步的推广. 
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2. 共鸣定理设 X , y 是两个 Banach 空间， { T r \r G 4} 是 X 到 F 的一 
族有界线性算子.所谓共鸣定理， 就是： 如果 { T r \r e M 将 X 中每个点： r 映 
照成 y 中的一个有界集 { T r x\r e A , xeX } (BP {||T r a;|||T G A } 有界)，那么算 
子族 { T r |r g A } 是一致有界的 （gp {\\ T r \\\r e A } 是有界数集).这个定理也是 
Banach 空间重要定理之一.从上一世纪中叶开始,在几个不同的数学领域里发现 
这个定理的一些特殊情形.例如 Fourier 级数理论 中迪.布瓦. 雷蒙 （ P.du Bois 
Reymond ) 给出了连续函数的 Fourier 级数发散的例子, O.Toeplitz (特普利茨）和 
H.Steinhaus (斯坦因豪斯）等人关于级数求和法的结果（见后面例 4), Hahn 关于 
插值问题的研究，以及 Lebesgue 、 I.Schur (舒尔 )、 Hahn 等人关于求和法与奇异 
积分问题的研究，在这些工作中都发现了同类的定理.在这个基础上, Banach 与 
Steinhaus 共同提出了这个一般定理.有时也称它为有界线性算子的一致有界性 
原理. 

共鸣定理由于来源广泛，它的证明方法也很多.我们这里先应用定理 5.4.4 
来证明它. 

定理 5.4.6 ( 共鸣定理， Banach-Steinhaus 定理）设 X 是 Banach 空间, 
Y 是赋范线性空间， { T t | tG ^} 是从 X 到 F 的一族有界线性算子，如果对每个 


sup || T r x || < oo , (5.4.4) 

rGyl 

那么数集 {|| r T ||| T GM 是有界的. 

证任取一个指标 a 百 vl , 令4 规定几=了.在 Banach 空间 

X 上再规定一个 范数： 


|| x||i = sup || T r x || = max (|| x||,sup || T r x ||), a ; G X, 

t^ ： A\ tEA 

由于 || T a x || = || x ||, 所以 llxh > || x ||, 又由 (5.4.4), || x||i < oo , ||.||!显然满足对范 
数的正齐性以及从 llxlU = 0推出 ： r = 0的要求.今证三角不等式也 满足： 事实 
上，由于 

\\ T r ( xy )\\ ^ || T r x || + \\ T r y \\ ^ sup || T r x || + sup \\ T r y \\ 

rG^i rEAi 

=\\ y\\u 

因此 

Wx + ylh ^ sup \\ T T (x + y )\\ ^ || x||i + \\ y \\ i . 

reAi 

现在证明 X 按 II . IU 成为 Banach 空间.事实上,如果 {〜} 按 IH ^ 为基本的, 
由于 II • II 彡 II • 111, 所以 M 按 || • || 也是基本的，因此有％使得 || x n — x 0 || — 0. 
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今证 {〜} 按 II . Ill 收敛于 I ◦:对任何 £ > 0, 必存在 N , 当 n , m 彡 N 时 

W^n — Xm\\i < 

即当 r e Ai 0^ f , || T r ( x n - x m )|| < I .令 m — oo 就得到 

\\ T T ( x n — xo )|| ^ 

所以当 n 彡 iV 时 

£ 

Ikn — 工 o||l ^-<e, 

即 {$ n } 按 II • 111 收敛于 $0. 

根据定理 5.4.4 必存在 c 〉 0, 使得 llxlli < c || x || 对一切 xex 成立,也就是 
说 {\\ T r \\\ reA } 是有界数集，上界不超过 c . 证毕 

下面是不用逆算子定理的证明方法. 

证作 X 上的泛函 

p { x ) = sup || T r x ||, 

t£A 

这个泛函具有下述 性质： 

⑴ P ( X ) 是拟 范数； 

( ii ) 对任一 M 〉0,集 { x \ p ( x ) < M } 是闭的. 

性质⑴是显然的.今证 （ ii ): 因为 { x ||| T r x || < M } 是 X 中的闭集，因此 


{ x \ p ( x ) ^ M }= f |{ x ||| T r x || < M } 

t£A 

是一族闭集的交集，因而也是闭集.^ 

记 X k = { x \ p ( x ) ^ k }, 那么 X = flfc . 但 X 是第二类型集，所以必有一 

1 

个為在某一球 O ( x 0 , e ) 中稠密.又由 " iii ), 為是闭集，因此 A ：) O ( x 0 , s ), Bf 
以对于 Xfc 中任一点 x ^ O , 必然 


x o - ^77~ 尤 0 + oTTIT ^ O(xo, e). 


2 ||x|| 


2 M 


从而 


(尤0 


p 1 xo + Im ) 


由拟范数的性质,立即得到 
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再由拟范数的齐次性就有 p ( x ) 彡 管 || x ||， 即 || T r x || ^ M \\ x \ lM = 这就是 
\\ T r \\^ M ( reA ). £ £ 证毕 

利用共鸣定理和 §5.3 引理1证明中有关极限算子范数的估计，立即得到 
Banach-Steinhaus 另一个定理. 

定理 5.4.7 设 X 是 Banach 空间， Y 是赋范线性空间， { T n } c Y ). 

又设对每个 xGX , { T n x } 收敛,那么必存在 T e y ), 使得 { T n } 强收敛 

于 r , 而且 || T || < lim || T n ||. 

n—►oo 

利用共鸣定理可以讨论 Banach 空间及其共轭空间中集的有界性. 

定义 5.4.3 设步是赋范线性空间 X 的共辄空间 X * 的子集，当按泛函 
的范数有界时（即存在常数 M , 使得对一切/ G 氕11/11 < M ), 称少是强有 
界的. 如果对每个 x e X ,数集 e <?} 有界，就称少是弱*有界的. 
设4是 X 的子集，当4是有界集时，我们也称4 是强有界的， 而如果对每个 
fex \ { f ( x )\ xeA } 有界时，称4 是弱有界的. 

显然，由 步、 4的强有界可以分别推出弱 * 有界、 弱 有界.又因为致密的 
数集是有界的，所以 步 的弱 * 致密性必导致 弱* 有界性.利用“强有界”、“弱有 
界”、“弱 * 有界”以及 X c X **和共鸣定理,立即可得下列系. 

系 ⑴设 X 是 Banach 空间，那么 X* 中弱 * 有界集必是强有界集.特别 
地, X * 中弱 * 致密集必是强有 界集； 

(ii) 赋范空间 X 上任何弱有界集必是强有界集. 

由上面的系可知，赋范线性空间 X 上集的强、弱有界是一致的， X * 上强、 
弱、弱 * 有界也是一致的,所以在任何情况下，只要“有界”概念就可以了. 

3. 共鸣定理的应用 共鸣定理在谱理论中的应用我们将在 §5.5 中给出.下 
面给出共鸣定理在其他一些数学问题上的应用.这种应用是很多的,这里我们只 
略举一些. 


例2 设 p 彡1， a ⑴是[< 2 , 6 ](—00 < a < b < + oo ) 上可测 函数. 假如对任何 
x e L p [ a , 6], 积分 

f a ⑴： r ⑴ dt 

J a 

存在,那么 a ⑴ e L ^[ a ,6], 此地 i + 王 =1 ( 当 p = 1 时 , g = oo ). 

V Q 
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证作有界函数 [ a } n ( t ) ( JaL §3.3). 利用 [ a] n ,n = 1,2,3,... ,作 上 

线性泛函 


F n ( x ) = / x ( t )[ a ] n ( t ) dt,x e L p [ a , b ], 

J a 

利用 Holder 不等式，易知 F n 是有界泛函.既然 \ x { t )[ a } n ( t )\ ^ \ a ( t )\\ x ( t ) l 而且 
已知 \ a ( t )\\ x ( t )\ 可积,所以根据控制收敛定理 


lim F n ( x ) = / x ( t ) a ( t ) dt ^ x G L p [a, 6], 

00 J a 

由定理 5.4.7, F ( x ) = lim F n { x ) 是有界线性泛函.再根据 L ^[ a ,6]* = L %, 礼存 

71—^00 

rb 

在唯一的 /? G L q [ a , b ] 使得 F ( x ) = x ( t )/3( t ) dt,x G L p [a, 6], 取 a: = X[a,e] 就知 

道 a = /?, 所以 a ⑴ e L q [ a , b ]. 证毕 

例 3 机械求积公式的收敛问题.在定积分近似计算中,通常引用机械求积 
公式,就是以泛函 


fn(x) = $ 4 n) x(4 n) X 4 n) < 4 71 ) < … < 4:) < 6 ， (5.4.5) 

fe =0 


作为 X ⑴的积分 y x ( t)dt 的近似值.例如梯形法， Simpson (辛普森）方法等都 
是这种类型的近似^法. 、 

给定了一列分点组{(4 71 )， #),•••,4：))} 及一列常数组 {(4 n \4 n ) r -- ? 
< } )}^等式 (5.4.5) 定义了空间 C[aM i 的连续线性泛函 / n . 现在的问题是: 

在怎样条件下,泛函 / n 在每一点 X e C [ a , b ] 上收敛于积分/ x ( t)dt 

定理 5.4.8 (CTeKJioB-Szeg 3 ( 斯切克洛夫-舍苟 )） 机械求积公式 f n ( x ) 
对任一函数 x G C [ a , b ] (实空间）收敛于/ x ( t)dt 的充要条件是： 

( i ) 有常数 M ,^|4 n) | 

k=0 

( ii ) 对任一多项式 a : = x ( t ), f n ( x ) J x ( t ) dt(n oo ). 

证首先证明 

H/nll = El4 n) l. (5-4.6) 

fe =0 

事实上,显然成立着不等式 
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另一方面,对每个 n, 可取上的连续函数 x n (t) 适合 

^n(4 n) ) =sgn4 n) ，fc = 0, 1,2,… . ， fc n , 

而且 || a : n || = 1,于是 

|池)| =乞|々 ) 1， 

k=0 

因此 (5.4.6) 成立. 

利用 （ 5.4.6) 及共鸣定理便知⑴是必要的，而 （ ii) 的必要性是显然的. 

反过来,如果给定的分点组序列和数组序列适合条件⑴、⑻，其中 / n 是由 
(5.4.5) 式所定义的 C[a,b] 上的泛函.因为多项式全体在空间 C[aM 中稠密，由 
§5.3 引理1,必有 C[ci, 6] 上连续线性泛函/，使得对每个 x e C[ci, 卟 f n (x) ^ f(x). 
但由条件 （ ii ), 对多项式 t ⑷ 

lim f n (x) = [ x(t)dt = /(x), 
n ^°° Ja 

由 / 的连续性,对任意的 x e C [ a ,6], 便有 

f(x) = [ x(t)dt. 


系设 4") 彡0,那么对每个 X e C [ d , 6], f n { x ) ^ 

对每个多项式 x ( t ), f n ( x )-^ ( x ( t ) dt(n -> oo ). 

J a 

证当 ^ n) > o 时,定理中条件⑻含有条件⑴.事实上 

乞 f b ldx = ( b - a ), 

k =0 k =0 a 

所以有 M , 使⑴式成立.由定理 5.4.8 就得此系. 

例 4 级数的广义求和问题设有数项级数 

ai + <22 + •. • + 如 + • • • , 

其部分和是〜=如果有数 s = lim s n , 我们就称级数按 Cauchy 
意义可求和 . s 称为 1 它的 Cauchy 和.这就是通常的级数和. 


证毕 

x ( t ) dt 的充要条件是 
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如果给定一个无限行,无限列的阵 K fe ), n , A ; = 1,2,3…，作 

OO 

(T n = 'YL a nkSk,n = 1,2,3,, (5.4.7) 

k=l 

假如对每个固定的 n , (5.4.7) 中级数按 Cauchy 意义收敛,而且 { a n } 也收敛，即 

有 CT ? CTn ~ > 就称级数按阵 （ a nfc ) 广义可和， 并称^是级数（关 

于 Kfe )) 的广义和.例时,广义和就是 Cauchy 和. Cesaro 
(蔡查罗）的 （ C , l ) 求和法的求和阵是 

0 0…、 

0 0 … 

0 0 … 

: 0 … 

— 0 • • • 

n 

/ 

相应于此阵的〜为 

1 71 

= _ 〉: ^ 1 / 

它是〜的前 n 个部分和的算术平均级数的广义求和法很多,是经典分 
析中一不 fi 要分支. 

设由阵 ( a nk ) 给出一个广义求和法，如果每个按 Cauchy 意义收敛的级数 
也是按 ( a nk ) 可求和的，而且级数的广义和等于 Cauchy 和，就是说只要 

V=1 

s n ^ s , 那么〜= Y , a nk s k ^ s . 这时称这种广义求和法是正则的.正则的求和 

阵 ( a nk ) 称为 Toeplitz 阵或 T - 阵. 例如 （ C , 1) 求和就是正 则的. 下面是 T - 阵的 
特征. 

定理 5.4.9 (Toeplitz) ( a n fe ) 成为了-阵的充要条件是 

( i ) lim a n k = 0, /c = 1,2,3,…； 

n—OO 

OO 

( ii ) lim V'anfe = l,/c = 1,2,3, •••; 

n—►oo ^ 
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( iii ) ^ | a n fc | 彡 M，n = 1,2,3,… . 

fc=i 

为证明这个定理,先证一个类似于例3的引理. 

引理 5设 C 是收敛数列 z 全体,按范数 

|| x || = sup | x n | 

n^l 

所成的 Banach 空间.又设 { a fc } 是一列数.如果对每个 x = { x n } G c , 数值 

OO 

/(X) = 〉 ： OL v Xi ， 
u=l 

存在,那么 / 是 c 上的连续线性泛函，并且 II/II = < OO . 

v —\ 

证对每个自然数 n , 令 

n 

fn { x ) = 〉： Oii / Xi /^ 
i/=l 

那么 / n 是 C 上的连续线性泛函.由假设,对每个 X € Cj n (x) /(X), 所以由 
5.4.7 知道/是 C 上的连续线性泛函.根据 §5.2 习题12,必然有||/|| = 

\ a u \ < oo . 证毕 

v —\ 

定理 5.4.9 的证明 必要 性：设 ( a nfc ) 是 r - 阵,那么对于每个 x = ( s u s 2r -) 
e c , 级数 

oo 

ffn (^) = > 二 O ^ nk^k (5.4.8) 

k=l 

收敛,如果记 

9 { x ) = lim " n ( x )， o : =(々，的 ，…） G c , 

n—oo 

那么当 T e c 时 

OO 

lim g n ( x ) = lim V'anfeSfe = g ( x ), (5.4.9) 

n—^oo n—^oo ^ 

k=l 

因为 9 n ( x ) ^ Banach 空间 c 上的有界线性泛函，并且 

OO 

II 分 n || = \ Oi n k\i 

k=l 

由定理 5.4.6 就知道 {||^ n ||} 有界,这就是 （ iii ). 
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做。中的点列， 〆 '••• 〆 ％•••如下: 


e ⑼ = (1,1,1, …）（每 个坐标都是 1), 

= (()，•••，0,1,0,0,…）（第 A ; 个坐标是1,其余是 0) 那么 

oo 

分 n (己⑼ ) = 〉: ^nk ? 9n ) — OLnk •, k = 1,2,3,...) 


由 (5.4.9) 知道，当 n — oo 时 

9 n ( e {0) ) g ( e (0) ) = l , g n ( e (k) ) g ( e (k) ) = 0, (/c > 1) (5.4.10) 

这样就得到 （ ii ) 和 （ i ). 

充分由设 ( a nk ) 满足⑴、 ( ii ) •令夕为点列 { e^}(k = 0,1,2,…）在 c 中的 
线性包.切是只有有限项不为零的（收敛)数列全体,显然切在 c 中稠密•由 （ iii )， 

OO OO 

9n{x) = Y^ a nkXk,X = { x k } € C 是 C 上有界线性泛函，且心』 =[ |a nfc | ^ M. 

k=l k=l 

易知如能证明对于这中的 x , (5.4.9) 成立,那么对 c 中任何 x , (5.4.9) 也就成立. 
因而 ( O ^ nk ) 就是 阵了. 

由条件⑴、 （ ii ) 知道对于 { e ( fc ) } 诸点 (5.4.9) 成立,所以对于它们的任一线 
性组合，即 x G 切， (5.4.9) 式必成立.这正是所要求的结果. 证毕 

此外,还有把共鸣定理用来研究插值问题以及连续参数类型的问题.这里不 

——举例. 


习题 5.4 


1. 证明定理 5.4.7 的系. 

2 . 设 X 、 y 是两个赋范线性空间， {A a \aeA} 是一族的有界线性算子.如果 
对任何 xex,y* eY\ 数集 {y*(A a x)\a e A} 是有界集，那么称 {A a \a e A} 是弱 有界. 
证明： 当 X 是 Banach 空间时,则从 {A a \a e A} 的弱有界性必可推出 {A a \a e A} 按算子 
范数的有界性. 

3. 举例说明共鸣定理中空间完备性的假设不可除去. 

4. 证明盖勒范德引理：设 X 是 Banach 空间， p ( a :) 是 X 上的泛函，适合下面的条件： 

( i ) p(x) ^ 0; 

( ii ) ol 为非负数时， p(ax) = ap(x); 

( iii ) p(xi + x 2 ) ^ p(xi) + p ( x 2 ); 

( iv ) 当 ： r G X ， : r n —► o : 时 ， lim p(x n ) ^ p ( x ); 

那么必有正数 M ， 使得对一切 xTx , p { x ) ^ M || x ||. 
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定义 5.4.4 设 X 是线性空间， P 是定义在 X 上的线性算子，如果满足 P 2 = P ，那 
么称 P 是 X 上投影算子.当 X 是赋范线性空间时,满足 P 2 = P 的有界线性算子称为投影 
算子. 

定义 5.4.5 设 X 是线性空间 ， y 、 Z 是 X 的两个线性子空间.如果 X 中的任何％ 
必可唯一地分解成 x = y + z , y ^ Y , z ^ Z . 那么称 X 是 F ， Z 的直接和，记为 X = F +又 

5. 设 P 为 X 上投影算子.证明 （ i ) J P 也是 X 上投影算子 .（ ii ) 记 Lp = { y\Py = 
y , y ^ X }, Lj-P = { z\(I - P)z = z , zex }, 那么 X = Lp + Lj - p . 

反之，设 X = y + 作 X 上算子 / V : 当 ： r = 2 / + z 时，规定 Pyx = y . 证明 Py 是 
X 上投影算子，并且 y = { y \ P Y y = y , yeX }. 

6. 设 X 是赋范线性空间. 证明： 如果 P 是投影算子（按定义，它是有界线性算子，并且 
P 2 = P ), 那么 Lp , U - p 都是 X 的闭线性子空间. 

反之，当是 Banach 空间 X 的两个闭线性子空间，并且 X = K Z 时，那么 
习题5中所定义的算子/ V ，作是 X 上的投影算子（主要证明 Py , Pz 的有界性)，并且 
I = Py + Pz , 

7. 试举一例： X 是 Banach 空间， F 是 X 的闭线性子空间， Z 是 X 的线性子空间，并 
且 X = F + Z ， 但 Z 不是闭线性子空间（利用无限维赋范线性空间中存在定义在全空间上 
的（无界）线性泛函，作出所要求的例子). 

8. 设 X , Y 都是 Banach 空间，乂是 X — F 的线性算子 (^( A ) = X ). 证明： 如果对 
每个 y * € Y \ y *( Ax ) 作为 X 空间上的泛函是连续线性泛函，那么 A € ^ B ( X ^ Y ). 

9. X , Y f Z 都是 Banach 空间， ^( x , 以）是 X x F Z 上的映照,如果固定每个： r ， ^( x , y ) 
是 y 的线性 映照； 固定每个 2 /，巧 a :， y ) 是 X 的线性映照，称 步 ( x ， y ) 是双线性映照.证 
明： 如果对每个 G Z \ z *(^( x r )) e Y *, z *(^, y )) € X *, 那么必存在常数 M ， 使得 

II 步(工， 2/)11 < 

10. 设 X ， y 是 Banach 空间 ， A G 并且 AX = K 证明： 存在常数 iV ， 对 

任何 y 中收敛于 ㈧ 的点列 {2/ n }, 必存在 { Xn } c X ,使得 || x n || ^ iV || yn || ， Ar n = y n (n = 
1，2,3, ...） 且 — a ： o . (提 7 K : 应用开映像原理） 

11. 设 {〜} 是 Banach 空间中一个点列，如果对每个 x 6 X ,总存在唯一数列 {^( x )}, 

n / cx ) \ 

使得 lim o : — ^2 a i x i = 0 ( 即 o : = OLiXi j ， 称 { o : n } 为 X 中的基，并称 X 是具有 

n — 00 i=i V i=i J 

OO 

基的 Banach 空间.证明在有基的 Banach 空间 X 上，展开式 a : = ^^ ai ( x ) xi 中的 

1=1 

71 

ai ( x ) eX \ (提 示：在 X 上作新范数 || x||i =sup ⑷而，则（ X ， || • || i ) 是 Banach 

n i=i 

空间). 

12. 设（五， || . II )是 Banach 空间， （ F ， || . ||0是赋范线性空间，|| . || 2 是 F 上第二个范数， 
并且 （ F ， ||.|| 2 )成为 Banach 空间.如果 || • || 2 强于 || • ||i 那么任何（五，|| . ||) — ( F ， || • ^) 
的有界线性算子: T 必是（五， || • ||) — ⑺ || • || 2) 的有界线性算子（提 示： 用闭图像定理） 
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13. 了是 L 2 [0,1] 上有界线性算子. 证明： 如果 T 把 L 2 [0,1] 中连续函数映照成连续函 
数，则 r 是 c [ o , 1] 上有界线性算子. 

定义 5.4.6 设尸是平面上 Jordan 曲线， f ( z ) 是定义在尸上取值于 Banach 空间 
X 上的抽象值（向量值）函数，如果存在 X 上的元： r ， 使对一切： r * G X *， 

x *( x ) = j x *( f ( z))dz 

称 f ( z ) 在尸上弱可积（或在尸上 Pettis 可积)，又称: r 为/⑷在尸上的弱（或 Pettis ) 
积分，记为 

x = J f ( z ) dz . 

在厂上任取一分点组 z 0 , z lr - , z nj 如果存在 x e X ,使得 


(强)技 1 工 /⑹ (A - = X ， 

其中 A = max \ zi - 是弧 d Zi 上任一点，称 /( z ) 在 r 上强可积，又称： r 为/(幻 

在 T 上强#分，仍记为 

x = j f ( z ) dz . 

14. 设厂是平面上 Jordan 曲线 ®， f ( z ) 是定义在厂上取值于 Banach 空间 X 上的抽 
象值函数.证 明：当 /⑷是尸上（强）连续函数时， f ( z ) 在厂的强、弱积分存在,并且两个 
积分相等. 

15. 设 G 是平面上一个区域， f ( z ) 是定义在 G 上取值于 Banach 空间 X 上的抽象值 
函数. 证明： 如果对每个 f G X \ x *{ f { z )) 是 G 上（数值）解析函数.那么对任何? GG , 


(强 ）lim 


m - m 


oo 

存在，并且在 G 中每点卻的近旁，/⑷= Y.^niz-zoT 成立，这里 an e X,级数是强 

n=0 

收敛. 

16. 设X是线性空间，II • Ik II • || 2 分别是X上的范数.如果对任何关于 || • ||i，IM| 2 都 
收敛的序列 {x n } 必有相同的极限点，那么称II • || l5 II • || 2 是符合的. 

证明： 如果X分别按II . Ill ||.|| 2 成为 Banach 空间，并且|| • ||i || • || 2 是符合的，那么 
IMk 与 II • 1| 2 等价. 

17. X为线性空间， || . || 15 1| • || 2 分别是X上的范数.如果凡对 || • ||i 为连续的线性泛函， 
也必为||.|| 2 连续，那么必存在数 a>0, 使对一切 x€X, ||x||i ^ a||x|| 2 . 

18. 设X、 FZ 及 E(^ {0}) 都是赋范线性空间，并且 Z = X + K 显然， Z — 五的任 
何一个线性算子 T* 必可表示成 TZ = Txx -\- Tyv ) 其中 z + y，x G X, y G 而 Tx,TV 
分别是 X — E,Y — E 的线性算子. 

①此地 Jordan 曲线是指可求长的. 
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证明： T e ^B(Z ^E) 等价于 T x e ^ E) 及 T Y G ^B(Y E) 同时成立的充要 
条件是存在 a >0,/3>0, 使得对任何 z = x + y ^ Z , 

0(M + |M|)< W“(M + M). 

19. 举例说明定理 5.4.4 中假设范数 II • ||i 弱于 II • ||2 是必要的. 


§5.5 线性算子的正则集与谱，不变子空间 

在泛函分析中，对线性算子的谱的研究是很重要的一个研究方向，在这一节 
中，我们将对这方面最基本的概念作一简单介绍.与算子谱论相联系的重要问题 
就是算子的不变子空间，这个问题近年来讨论很多，并取得了重要的进展，在下 
一节我们将介绍这方面的成果，为此我们在这一节还要介绍一下不变子空间及 
超不变子空间等概念. 

1. 特征值与特征向量 有限维线性空间上线性变换的特征值及特征向量的 
概念是大家了解的.在微分方程和积分方程中也有特征值和特征函数的概念.现 
在把它拓广到一般的线性空间上来.就有限维空间看,线性变换的特征值一般是 
复的，所以算子谱论一般总是在复空间上进行讨论. 

定义 5.5.1 设 X 是线性空间， A 为一数， 4 是 X — X 的线性算子.如果 
有 X 中非零向量 z G 切 ( A ), 使得 


Ax = Ax , (5.5.1) 

那 么就称 A 是4 的特征值 （或 本征值)， 而称 z 为4 (相 应于特征值 A ) 的特征 

向量(或本征向量). 

设私 为算子 A 的（相应于特征值 A 的）特征向量全体,再加入零向量，称 
E x 为算子4的（相应于特征值 A 的） 特征向量空间. 

显然,相应于非零特征值的特征向量在算子值域中. 

E x 是方程 （5.5.1) 的所有解的全体.容易看岀 Ex 是 X 的线性子空间.如果 
X 是赋范线性空间，4是连续算子,那么也很容易知道 JE ； a 是闭子空间. 


称 E a 的维数 (dimJE； A ) 为特征值 A 的重 复度. 这就是方程 （ 5.5.1) 的最大线 
性无关解组中向量的个数. 

例如线性空间 X 上相似算子 aJ 的特征值只有 a ,而且全空间 X 就是特 
征向量空间. 




.176 - 


第五章有界线性算子 


例1设 X 是 n 维向量空间，4为 X 上到 X 的线性算子.在 X 中任取 
一组基 { ei ，…， e n } ，乂相应于阵如果记 

n n 

Ax = y,x = ^2 x v ^ v , y = ^2 y 心， 

U=1 fl=l 


那么，％ = 这时方程 (5.5.1) 立即改写成线性方程组 


〉: = = 1，2， •. • ，72， （5.5.2) 

l/=l 

因此， A 为算子4的特征值的充要条件是 A 为阵 （ a 一的特征值.而 A 的重 
复度也就是线性方程组 (5.5.2) 的线性独立的最大解组中解的个数.如果系数阵 
( XS ^ - a ^) 的秩为 n - r , 那么重复度就是 r . 

下面考察两个二阶微分算子. 

例 2 设 X 是 C [0, 1]，货 ( A ) 是[0, 1] 上具有二阶连续导函数而且适合边界 
条件2：(0) = ^:⑴义⑼= 〆 ⑴的函数0：⑷全体.定义货 ( A ) 到 X 上的微分算子 
A 如下： 当 : r G 货 (4) 时 

Ax = - x ff . 

由于微分方程 -： r 〃 = A : r 的通解是 

x ( t ) = a cos VXt + b sin VXt , 

当 A # (2 mt ) 2 , n = 0, 士1，士2,…时，上述通解中除恒为 0 的以外，不可能有函数 
属于 & ( A ) (即适合边界条件： c (0) = : r ( l )， /⑼=分⑴). 

当 A = (2 mt ) 2 , n = 0, 士1，士2, .. •时，上述通解全体属于 S >{ A ). 因此算子乂 
具有特征值 (2 njt ) 2 , 与它相应的特征向量空间具有基 cos 2 nnt , sm 2 rmt . 

例3设 X 是[-1， 1] 上的连续函数全体， ^( A ) 是在[-1， 1] 上具有二阶连 
续导函数的函数: r ⑴的全体.在 9 ( A ) 上定义算子 A 如下： 当 : r e 货⑷时 

Ax = [( t 2 - l ) x f \ f 


( f 为 a : ⑴的自变数).由二阶微分方程理论易知，方程 


[(t 2 - l)x f ] f -Xx = 0 


当 A 笋 n(n + 1) 时，没有二阶连续可微的非零解 : r ⑷.而当 A = n(n + 1) 时，上 


述方程的解必为 


= 


1 d n 


2 n n\ dx n 


(t 2 - l) n 
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的常数倍 ( x ( t ) 称为 n 阶的 Legendre 多项式)，因此算子4只具有特征值 n(n + 
l)，n = 1，2,3, • •.. 而相应的特征向量，除一常数因子外为 Legendre 多项式. 

例4 设 X = L 2 (0, oc ) (复值的)， 9( A ) = { x\x e X ， a :〃 G X }，作货 (4) 到 
X 中的算子4 如下： 

d 2 

Ax = — x ( t),x e S >{ A ), 

由于^工⑴ = fc 2 a ^) 的通解为 $ = Ciekt + c ， kt , 这种函数 z e ^( A ) 的充 

要条件是⑴ Refc 〉0, G = 0,或 Rei < 0, C 2 = 0. 因此 A 为算子乂的特征值的 
充要条件为 A = fc 2 ，Refc 一 0,也就是 A 不是负数，而且相应的特征向量形如 


x ( t ) = ae ^^, Re\/A < 0, 


因而重复度是 1. 

此例说明特征值全体可以组成区域. 

例5取 X = C [ a ，6]， 乂为 

Ax = J x(r)dr, x G C[a, b], 

从方程 t 

J x(r)dr = Xx(t), x G C [ a , b] (5.5.3) 

容易 看出： 对任何 A ，(5.5.3) 只有解 a ；( t ) 三0,所以 4 没有特征值. 

例 6 取 X = C [ a ， b ]， 设 K{s,t) 是 a<s<b ， a<t<b 上二元连续函数. 
作 C [ a ， b ] 上算子4 如下： 

(Ax)(s) = f K(s,t)x(t)dt, x e C[a,b], 

J a 

那么 A 是^ 4 的特征值的充要条件是积分方程 

Xx(s) - f K(s, 幻 : r ⑴出 = 0 (5.5.4) 


具有非零解.如果 K ( s , t ) 形如 〉2 fAs ) g 乂 t ), 而且八，…， / n 是 C [ a , b ] 中线性 
独立的向量组，那么方程 


入咖） 一 


±f 

u = l Ja 


g u { t ) x { t )& tf u { s ) = 0. 


(5.5.5) 
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当入= 0时，由 (5.5.5), x 为特征向量的充要条件是 : r G C [ a , b ], 而且适合条件 

f g u ( t ) x ( t)dt = 0, p = 1 ， 2,…， n 
J a 

的非零函数.容易看出，这时相应于特征值零的特征向量空间是无限维的.如果 
A # 0,那么 (5.5.5) 的解必可表示为 


x { s ) = ^2 （5.5.6) 

U =\ 

以此再代入（5.5.5)，利用 /!,•••,/ n 的线性独立性可知 (5.5.5) 的解 （5.5.6) 中的 
必须适合线性方程组 

n fb 

/ 如⑴ / M ( t)dt = u = 1,2, ••- ,n (5.5.7) 

M =i Ja 

因而当 A / 0 时， A 为特征值的充要条件是 A 为方程组（ 5 . 5 . 7 ) ( 以的 ，…， 
为未知数）的特征值，而且 A 的重复度与 （5.5.7) 的线性独立最大解组中解的个 
数一致.这时如要求出相应的特征向量，只要在 （5.5.7) 中解出一组不全为零的 
o ： i , ••- , a n 代入 (5.5.6) 就是了 • 

由上述各例可见,算子的特征值及特征向量概念是概括了线性代数、微分方 
程、积分方程的特征值及特征函数的概念.不仅许多经典的数学物理问题（如微 
分方程、积分方程、变分方程问题）可以归结为求特征值、特征向量问题，在量 
子物理学中许多重要问题也是要求出特征值及特征向量的问题. 

在数学物理（例如微分方程）问题中，除去求解形如 

{XI - A)x = 0 

的齐次方程外，还经常遇到非齐次方程 

( XI - A)x = f , 

其中4是给定的算子，/是已知向量， a ： 是未知向量.为了研究这种方程的求解 
问题，很自然地要引进算子 A 的正则点和谱点的概念. 

2. 算子的正则点与谱点在 §5.4 的开头就介绍了正则算子概念，现在利用 
正则算子概念来定义算子的谱. 

定义 5.5.2 设 X 是复的赋范线性空间， B 是 X 的线性子空间货 ( B ) 到 X 
中的线性算子，又设 A 是一复数，如果 （AJ - B ) 是正则算子，即 AJ - B 是 ^( B ) 
到 X 上的一对一的线性算子，而且它的逆算子 （AJ - B )- 1 是 X 到 X 中的有界 
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线性算子时，那么称 入是 B 的正则点，并称 R x ( B ) = ( XI - B )- 1 是 B 的 豫解算 
子. 不是正则点的复数 A ， 称为 B 的 谱点. 复平面上正则点全体称为 B 的正则 
集① (或 豫解 集)，记为 p ( B ); 谱点全体称为 B 的谱集，或称为谱，记为 a ( B ). 

显然 a ( B ) IJp ( B ) 就是整个复平面. 

根据正则点和谱点的定义我们立即得到一些简单性质. 

引理 1设 B 是复赋范线性空间 X 上的有界线性算子. （ i ) A 是 B 的正则 
点的充要条件是方程 

(XI ~ B)g = f (5.5.8) 

对任何 fex 都有解，而且存在正的常数 m ， 使得||別< m ||/||. 

( ii ) A 不是 B 的特征值的充要条件是 B 是 X 到 （AJ - B ) X 上的一一 
对应（即 XI — B 是可逆算 子)； 设 A 不是 B 的特征值，又如果 X 是有限维空间， 
那么 A 便是 B 的正则点. 

证⑴必 要性： 因为 寧 - B ) = X , 所以对 X 中任何/, 必有仏 使得 
(5.5.8) 成立.又由于 ( XI - B )- 1 是有界的，所以 

NH ||( A 7- B )- VKII ( A /- B )- 1 ||||/||^ 

只要取 m = \\( XI - B )-^ 就可以了. 

充分性：首先由 （5.5.8) 知道 ^{\ I - B ) = X , 其次证 ( XI - B ) 是——对 应:事 
实上，如果对某个 /，有 ( XI - B) dl = /, ( XI - B ) g 2 = /. 那么 ( XI - B )( gi - g 2 ) = 0, 
即分1 -仍的像是 0. 因此||仍 -^2 1| ^ m l |0||, 就得到仍=仍.所以 (XI — B ) 是一一 
对应，从而 ( XI - B )- 1 存在，又根据假设 | y 《 m ||/||, 立即知道 IKAZ - B )- 1 /!! ^ 
HI / II ， 即 ||( A /- B )- 1 !! ^ m . 

( ii ) 如果 A 不是特征值，那么当 （AJ - B) gi = (XI - B ) 仍时， B( gi - g 2 ) = 
X ( 9 i -92), 因此仍=仍，即 （AJ - B ) 是可逆 算子. 反过来，可逆算子一定将非零 
向量变成非零向量，因而不存在使得 （AJ - = 0,所以 A 不是 B 的特 

征值. 

当 X 是有限维空间，并且 A 不是 B 的特征值时，由此4 = (AJ - B ) 是可 
逆映照.容易证明4的像 ^{ A ) = X . 事实上，在 X 中取一组基 ei ，…， e n ， 那么 
( B - A /) ei, …， (B — XI ) e n 必是 X 中线性无 关组. 因此 {(B — A /) e ,} 也是 X 中 
的基，从而 ^( A ) = X . 但是有限维赋范线性空间是 Banach 空间，由逆算子定理 
知 （B - 入 I )- 1 是有界的，即 A G p ( B ). 

①有的书中，称 { A | 深 (AJ - 切在 X 中稠密 - B )- 1 存在且连续}为 S 的豫解集，比本书 
中正则集（豫解集）概念略广泛，本书中用法与 [4] 中一致.如果 S 是闭算子时,两者概念一致. 




• 180 . 


第五章有界线性算子 


然而当 X 是无限维赋范线性空间时，如果 A 不是 B 的特征值，这时， A 不但 
可能不是 B 的正则点，甚至 AJ - B 都不是 X 到 X 上的映照.例如，例^中算子 

A , 它没有特征值，因而0不是特征值，但 0 J - 4的值域是所有形如 f x { t ) At 

Jo 

的函数全体，显然 ^(0/ - 不是全空间.在无限维空间中算子谱的情况是复 

杂的. 

引理1的 （ i ) 说明，对于 B 的正则点，方程 (5.5.8) 对任何右端项/有唯一 
的解仏而且解 g 是连续地依赖于右端项，即如果 {/ rj 是一列向量，尺 — /时， 
那么相应于 / n 的解如，也有 g n — g ， g 是相应于/的解. 

下面我们要着重讨论算子的谱.从方程的可解性来分类，谱一般可以分为 
三类： 

⑴ A 是算子 B 的特征值.这时算子 XI - B 就不是可逆的，因而特征值是谱 
点.算子的特征值全体称作算子的点谱，记作 a v {BY 

( ii ) A 不是算子 B 的特征值，然而算子的值域 寧 ~ B )^ X . 也就是说 
{ XI - B )- 1 虽然存在，但 零 I - B )- 1 ) _ X (就是齐次方程 （AJ - B)x = 0 S 
有非零解，但是非齐次方程 （AJ - B)x = f 不是对每个右端项 fex 都存在解). 

( iii ) 算子 （AJ - B )- 1 在全空间有定义，但不是有界的（这就是说，虽然对每 
个/ e X ，方程 （AJ - B)x = f 有唯一的解: r ， 但: r 不连续地依赖于右端项 /). 

不是特征值的谱点全体称为算子的连续谱，记作 a c ( B ). (注意，有的书中将 
满足 ： （AJ - B ) 是一对一的，并且 深 [XI - B ) 在 X 中稠密的 A 称为连续谱） 
引理1的 （ ii ) 说明在有限维空间中，情况属于 （ ii )、（ iii ) 的谱不出现.但在 
无限维空间中，例5的算子说明情况 （ ii ) 是出现的.下面的例子说明 （ iii ) 是会出 
现的. 

例 7 1 0 表示 Z 1 中只有有限个坐标不为零的元素全体，即当 x e 1 0 

x = ( a ： i , ••- ，: r n ，0,0，...). Zo 上范数就取为 ||： r || = f hi . 在 Zo 上定义算子 

i 

B (: ri ， …，: r n ， 0,0,… ) = ( a ，- y , - - - ^0,0,…）， 

显然 B 是& 到^) 上的一对一的线性有界算子，即 A = 0不是 B 的特征值.易知 

B ~ 1 ( x lr - ， a : n ，0,0，...） = ( x lj 2 x 2 r - , nx n ,0,0, • • •), 

显然 B - 1 是定义在整个; Q 上，但在 /() 上是无界的算子. 

然而如果 X 是 Banach 空间， B 是 X 到 X 上的有界线性算子而且 B 是可 
逆算子时，根据逆算子定理,这时 B - 1 就是有界线性算子.所以在 X 是 Banach 
空间时,情况 （ iii ) 是不出现的. 




§5.5 线性算子的正则集与谱，不变子空间 


• 181 . 


利用谱的分类可以得到如下性质. 

引理 2 设 f ci/ 是 f 的多项式， B 是复赋范线性空间 X 到 X 的 
2=0 

71 

有界线性算子，记 p ( B ) = J 2^ B i ( B ° = I ), 又记 p ( a ( B )) = { p ( X)\Xe a ( B )}， 那 

i=0 

么 a ( p ( B )) = p ( a ( B )). 

证分两步： 

(1) 先证 p ( a ( B )) C a ( p ( B )): 事实上，对任何 A G cr ( B ), 今证 p ( A ) 不是 p ( B ) 
的正则点.假如不对,存在全空间定义的有界线性算子 ( p ( X ) I - p ( B ))- K 但是， 
由于 


P(X)I - p ( B ) = ( 入 I - B ) Q ( B , A ) = Q(B, X)(XI - B), 

其中 Q ( t ， A ) = 它是 t 和 A 的多项式.由上式可知 

A — t 

[( p ( A )7- p ( B ))- 1 Q ( B , A )]( A 7- B ) 

=(AJ - B)[Q(B, X)(p(X)I - p(B))- 1 } = /, 

但是 (p(X)I - piB^QiB.X) = Q(B,X)(p(X)I - p(B))- 1 . 所以算子 
Q ( B , A )( p ( A )7 - p ( B ))- 1 成为算子 （AJ — B)~K 然而 Q ( B , A )( p ( A )7 - p ( B ))- 1 
是全空间有定义而且有界，即 （AJ - B )- 1 是在全空间定义而且有界的算子.这 
就是说 A 是正则点，和假设 A G a(B) 冲突.所以 p(a{B)) C a(p(B)). 

(2) 再证 a(p(B)) C p(a(B)) :事实上，对任何 A 否 p ( a ( B ))， 设 


A — p(t) = — Ai)(t — 入 2)…•( 亡 一 An)，a 一 0 ， 

当 t G cr ( B ) 时，入 - p ⑷ # 0,所以 t — A ! # 0, i = 1，2,…， n . 这说明 Ai G cr ( B ), 
由此得到\是算子 B 的正则点，因此 ( B - XJ )- 1 是定义在全空间的有界算子. 
再由 


XI - p ( B ) = a ( B - \ 2 I ) • • • (B - A n I ), 

根据定理 5.4.1， 就得到 ( AI - p ( B ))- 1 是全空间定义的有界线性算子，所以 A 否 
a ( p ( B )), 从而 cr ( p ( B )) C p ( a ( B )). 证毕 

弓 I 理2的结论还可以推广到 p ⑴为解析函数的情况，这里不拟介绍了. 

对于一个具体算子要决定岀它的谱是不容易的事.往往需要深入地研究才 
能得到一些定性的结果.下面介绍正则集和谱的一些最基本的性质. 

如果数 a 满足 M < 1，那么 （1 - a )- 1 = f ^ a n . 这个熟知的事实却可以推 
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广到算子的情况，其实，还可以推广到 Banach 代数上去.不仅如此，还可从这一 
简单事实岀发发展出谱论中很重要的结果. 

类似于算子，我们先引入 Banach 代数中元素的正则点和谱点的概念. 

定义 5.5.3 设21是具有幺元（幺元记为 J ) 的复 Banach 代数，4 G 21，入是 
复数，如果存在 Ce % 使得 

C{A - XI ) = 1， ( A - \ I)C = 7, 

称 A 是4的正则点，正则点全体记为 p ( A ). 不是4的正则点的 A 称为4的谱 
点，谱点全体记为 a ( A ). 

引理 3设21是具有幺元的复 Banach 代数,乂 G 21，并且 

r = lim Vll^H <1， (5.5.9) 

71 — 00 

那么⑴ 1 G p ( A ); ^ 

( ii ) ( I - A )^ = f 2 A ^ 

n=0 

( iii ) 当 P || < 1 时， ||(/- A )- 1 ||^1/(1-|| A ||). 

证根据定理 5.1.10 的系， lim 存在.先利用 r < 1，证明 

n—^oo 

n=0 

按范数 收敛： 任取 e 〉0, 使得 r + e < 1， 对于这个 e ， 必存在 AT ， 当 n > AT 时， 


Vp^<r + £ (BP||^||<(r + £ n ， 

由的完备性以及当 m > iV 时， 

Th^—TTL Tb^—TTL Tb^—lYh 

= ( r + e) m (l - r - e ) _1 , 

立即知道按范数收敛，记其和为 C = f ^ A n . 显然要证明⑴、 （ ii ) 只要 

71=0 71=0 

验证 

C(I - A ) = { I - A)C = I (5.5.10) 

m 

即可.为此，记 = 易知 

n=0 

Cm{I - A ) = ( I - A)Cm = 1 - ^ m+1 , (5.5.11) 
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但是 || C m - C || — 0,而当 m 彡 AT 时， || A m+1 || ^ (r + O m+1 4 0 (m — 00 ) •在 
(5.5.11) 中令 m — oo , 立即得到（5.5.10)， BP ⑴、 （ ii ) 成立. 

在假设1011 < 1条件下，再由 （ ii )， 


ii(j - Ari = iicii < £ phi ^ £ pir 二 i/(i — iiaii). 

n=0 n=0 


即 （ iii ) 成立. 证毕 

如果引进参数 A ， 立即得到如下结果. 

定理 5.5.1 设21是具有幺元的复 Banach 代数 ， A G 21•记 r * 

那么 

⑴任何 | A | 〉 r 的 A 必是4的正 则点； 

( ii ) 当 | A| 〉 r 时， 

n=0 

( iii ) 当 | A | 〉 p || 时，不仅 （5.5.12) 成立，而且 ||(AJ — A-i 彡 （| A 卜 II ，)- 1 . 
证对任何 A / 0,由于 


= lim v / || A n ||. 
n—oo 


(5.5.12) 


(AJ — A ) = A J — 


A 


(5.5.13) 


显然， A e p ( A ) 等价于 lep ^. FSj 代替引理 3 中的 A 根据引理3,立即 
得到，当 


lim 

71 — 00 



A n 


| A | 


lim 

n—^oo 


^!< i , 


时，即当 | A| 〉 lim Vl | 乂 n || = r 时， 1 G p ，并且 

n—^oo \ A / 


从 (5.5.13) 得到 



A n 


(xi-Ay^j 



oo 


n=0 


A n 

入 71+1 


(I 入 I > 0, 


即定理中的成立. 
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同样，当 | A | > || 肩时， 


A 

A 


<1. 由引理3中的 （ ii ) 就得到 


11( 入 J _ ^) _1 || < |^| _ 



(IAI-PH) 


即 （ iii ) 成立. 证毕 

特别，我们有 

系设4是复 Banach 空间 X 上有界线性算子，记 r 那 

么对于算子 A 定理 5.5.1 中的 （ i )、（ ii )、（ iii ) 成立. 

证因为 ®(X ^ X ) 是具有幺元的 Banach 代数，对于4 G ®(X ^ X),A 
作为 Banach 代数 ®(X ^ X ) 中元和作为 X — X 的有界线性算子时的谱和正 
则点的概念是一致的.由定理 5.5.1 立即可知本系成立. 证毕 


下面的定理对具有幺元的 Banach 代数是成立的（从而对 Banach 空间 X 上 
的有界线性算子也成立). 

定理 5.5.2 设4是复 Banach 空间 X 上的线性算子（或是具有幺元的复 
Banach 代数21中元素)，那么 
⑴ p ( A ) 必是开集； 

( ii ) 当 p ( A ) 非空时，对每个 Ao G p ( A ), 如记 

r \ 0 = lim \/\\{XoI - 乂 ) _n || ①， 

n—►OO 

则一切适合 |A - Ao | < 丄②的 A 都是 4 的正则点，并且 


OO 

(A/- A)-^ ^(-l)-(Ao/- 乂 )-( n+1 )(A - A 0 ) n . 

n=0 

证显然，只要在 p ( A ) ^ 0的假定下证明定理成立.由于在货 ( A ) 上，有 

入 — -A = (A — Ao)i" + ( 入 。1 — 

= [/+( A - Ao )( A 0 /- A )- 1 ^! - A ), (5.5.14) 

注意， （ A 。/- A ) _1 是在全空间 X 上有定义的有界线性算子，用 -( A - Ao )( Aol - 
A )- 1 代替引理3中的 A 由引理3立即知道，当 

lim \/||[—(A — Ao)(Ao/ — A) _1 ] n || <1 ， 

n—oo 

① A _n 表示 ( A -1 ) 71 . 

② 当以 = 0 时，规定 = OO. 

r Ao 
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即 |A — Ao | < —时， [/ + (A — Ao )( Ao ^ — ^4) _1 ] -1 存在并且是有 界的. 由定理 

r A 0 

5.4.1 可知，当 |A - A 0 | 〈丄 时 ， A G p ⑷，即 p { A ) 是 开集. 再由 (5.5.14) 和引理 
3的 （ ii ) 得到 ° 

(XI- A )- 1 = (X 0 I- Ay^I + (A - A 0 )(A 0 /- A )- 1 }- 1 

OO 

=E(-irw - a)-(-+d(a - a 0 )' 

n=0 

证毕 

由定理 5.5.1、5.5.2 可得下面重要的系. 

系 设21是具有幺元的复 Banach 代数 ， A G 21. 那么 

( i ) a ( A ) 是 闭集； 

( ii ) 下列不等式成立， 

sup | A | ^ lim ^/|| A n ||. (5.5.15) 

入 00 

( iii ) 当 4 是复 Banach 空间 X 上线性算子（可能无界）时，本系的⑴成立， 
即 a ( A ) 是闭集.当4有界时，系的 （ ii ) 也成立. 

证因为 p ( A )[ ja ( A ) 是整个平面，从定理 5.5.2 可知⑴、 成立. 又根据定 
理 5.5.1 的⑴，立即有 

a ( A ) C { A || A | ^ r,r = lim Vll 刘 I }， 

n—oo 

即 （ ii ) 成立 . （ iii ) 是显 然的. 证毕 

下面我们将给出 Banach 代数中元素的谱半径公式. 

定义 5.5.4 设 X 是赋范线性空间，4是 X 到 X 的有界线性算子，或者 
A 是具有么元的 Banach 代数21中元素•记 


呦)'瑞 ) |A| ， 


称是 A 的谱 半径. 

显然，就是以原点为圆心包含 a ( A ) 的最小圆的半径.从解方程来看， 
谱半径具有以下明显的意 义：当 | A | 〉 r (4) 时， A 必是 A 的正则点，即方程 （5.5.8) 


( XI - A)g = f 
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对任何 feX 都有唯一的解&而对于 | A | < r ( A ), 就不能保证上述方程对任何 
/都有解了. 

在数学物理和计算数学的一些问题中，为了确定谱的范围，往往需要估计谱 
半径.由 （5.5.15) 式立即可得到一个简单的估计式 

r ㈤ （ PH, 

从应用上讲,这个估式虽是方便的，但不精确.例子如下： 

例 8我们考察复的二维欧几里得空间 E 2 . 设 ei ， e 2 是五 2 的线性基,并且 
|| a；iei + x 2 e 2 || = (|町| 2 + | a ： 2| 2 )l 作五 2 上线性算子 A 

A(xiei + X2^2) = bx^e\, 

其中 & 是非零常数.在基 ei , e 2 下，4相应的阵是 

M ， 

容易看出 cr ( A ) 只有一点0,所以 r ( A ) = 0,但是 || A || = |6|. 所以当6 一 0时 


r ⑷ < || A ||. 


但是估计式 (5.5.15) 是准确的，即 (5.5.15) 是不可改进的.其实还是一个 
等式. 

为了证明这个事实,我们要引进解析函数的方法如下： 

引理 4设21是具有幺元的复 Banach 代数 ， A G 21. /是 Banach 空间21 
上的连续线性泛函（即/ e 21*). 那么 /(( A / - A )- 1 ) 是 A 在 p { A ) 上的解析函数 
(这里所说的解析函数是定义在开集上，并不要求定义在区域上). 

证由定理 5.5.2 的 （ ii ) 可知，对 A。G p ( A ), 当 |A — Aq | < —时,级数 


(XI- A )- 1 = ^(-l) n (A 0 /- A)- (n+1) (A - A 0 ) n 

n =0 

按范数收敛.所以由/的连续性和线性得到 

/((A/ — A) -1 ) = Jirn^ / (^^(—l) u (XoI — — Ao)^ 

n — °° \ i /=0 ‘ 

OO 

= E (— 1 广 /(( A o J -乂)〜 _1 )(入—入0广， 
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所以在 A 0 的环境中， f (( XI - A )- 1 ) 可以展开成 A - A 0 的幂级数，因此, A 0 是它 
的解析点. 证毕 

现在利用共鸣定理证明谱半径的准确公式. 

定理 5.5.3 ( M . M . rejiBc^aHA (盖勒范德 )） 设21是具有幺元的复 Banach 
代数, AG 21. 那么 

r ( A ) = sup | A | = lim \/|| A n ||. 

入 ea(A) n — 00 

证 由定理 5.5.2 的系， r ( A ) ^ lim ?/|| A n ||. 因而只要证明 

n — ►oo 

r ( A ) ^ lim >/|| A n ||. 

n—►oo 4 

由于当 | A | > || 肩时 

( AJ - A )- 券， （5.5.16) 

i /=0 

任取 / G 2 T , 由 (5.5.16) 得到，当 | A | > || 肩时，函数 

/(( A /-,4)- 1 ) = f ；^ (5.5.17) 

u=0 

是 A 的解析函数.由于当 | A | > r »04) 时， A 是^ 4的正则点，根据引理4, { A || A | > 
r ( A )} 是在函数 f((XI - A )- 1 ) 的解析范围之内，因而函数 /((AJ - A )- 1 ) 的 
Laurent 展开式 （5.5.17) 在 | A | > r ( A ) 时成立.记 r [ A ) 为 a , 因此,对任何 €>0 

g JML <0O , (5.5.18) 

记札 = 那么 （5 . 5 . 18 )说明 ， 对任何 /G21 * 

sup 1/(队 )1 < 00 , 

即 Banach 空间21中序列 { B u } 是弱有界的，由共鸣定理（或参见定理 5.4.7 W 
系的 ( iii )), { B u } 必强有界，即存在常数 M , 使得 

II 队 | KM , 

从而 IIA^H ^ (a + e ) u H - Bi/ll ^ (a H - e ) v M . 因此 

lim Vll 乂 n ll ( ( a + 0, 

n—►oo 

再令 e —► 0, 就得到 r ( A ) = a ^ lim >/|| A n ||. 

n—►oo 


证毕 
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在泛函分析这门学科中，像算子的谱半径公式这种定量的基本结果是不 
多的. 

用整函数的 Liouville (刘维尔）定理可以证明谱不空的定理. 

定理 5.5.4 (盖勒范德） 设21是具有非零元和幺元的复 Banach 代数 , A G 
21,那么 a ( A ) ^ 0. 

证 如果 a ( A ) = 0,由于21是 Banach 空间，并且21笋 {0}, 所以 I ^ 0,1 

作为非零元,根据泛函延拓定理,存在/ e 2 T , 使得 /(/) # 0. 

可是又根据定理 5.5.2, 对任何 A 0 G p ( A ) 总存在 r A 。， 当 |A - A 0 | < 1时 

r A 0 

OO 

( XI - A )-^ ^(- l )-( Ao /- A )-^( X - A 0 广， 

i /=0 

从而 

OO 

mi - A )- 1 ) = L (- l 广 /(( A 0 J - A )-^ +1 ))( A - A 0 广 

v ^=0 

根据假设 a ( A ) = 0, 所以 /((AJ - A )- 1 ) 是全平面的解析函数（又称为整函数). 
但当 | A | > | ㈤ | 时,根据定理 5.5.1, 可得 

/(( A 7- A )- 1 ) = £^ J . (5.5.19) 

i /=0 

所以当 | A |> P || + 1 时 

|/((aj — A )- 1 )! ^ £||/||^|^ ll/ll 

即整函数 /((AJ - A )- 1 ) 是有界的•由 Liouville 定理, /(( A / - A )- 1 ) 必为 常数. 
但是 （5.5.19) 中^项的系数为/⑺笋0,这是不可能的.所以 a ( A ) 不空，即 A 

A 

至少有一个谱点. 证毕 

定义 5.5.5 设21是具有幺元的复 Banach 代数 ， A G 21. 如果 


lim \/|| A n || =0, 

n—oo 

那么就称4是 广义幂零元, 如果4是 Banach 空间 X 上有界线性算子,并满足 
上述条件，就称^是广 义幂零算子. 

它是有限维空间中幂零算子概念在无限维空间中的推广，是算子谱论中一 
类重要的算子.根据定理 5.5.3 及谱半径的定理，立即知道广义幂零算子只有一 
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个谱点0,即 a ( A ) = {0}. 根据定理 5.5.1 知道4的豫解算子 R X A 在全平面除 
去 A = 0夕卜，都有 

(A/-A )- 1 

1/=0 

例如本节中例5的算子4: 

( Ax )( t ) = J x ( r ) dr , x G C [ a , 6], 

当把 4 看成 Banach 空间 6] 到 C [ a , b ] 的算子时，由于 


A n x = 



ptn— 1 

/ x(r)drdt n -i • • - d^i, 


这时 , |(A n a;)(r)| ^ \\x\\ ( f …/ dTdt n _；L …. 此，所以 

J a J a J a 


\\A n x\\^^(b-ar\\xl xeCM 

因此 4 是广义幂零算子.而且谱点 A = 0不是4的特征值. 
在算子谱论的研究中还常常用到下面一种谱点概念. 


定义 5.5.6 设4是复赋范线性空间 X 到 X 的有界线性算子， A 是一复 
数,如果存在一列单位向量 x n GX , n = l ,2,3,-.-, 使得 


( A 7 — A ) x n ―> 0, 

就称 A 是^ 4的近似谱点 . 4的近似谱点全体记为 a a ( A ), 非近似谱点的谱点称为 
剩余谱点' 剩余谱点全体记为 a r ( A ). 

cr ( A )^ a a ( A )^ a p ( A ) 以及 a r ( A ) 等有如下基本的关系. 

定理 5.5.5 设4是复 Banach 空间 X 上有界线性算子,则下列命题成立. 
⑴ a p ( A ) C ( J a { A )\ 

( ii ) ( T a { A ) p \( T r ( A ) = 0, 并且 ( T a { A )[}( j r { A ) = a ( A ); 

( iii ) cr r ( A ) 是开集； 

( iv ) da ( A ) C a a { A ), 此处 dcr ( A ) 表示 a ( A ) 的境界②； 

( v ) cr a { A ) 是闭集,并且非空. 

® 有的文章中将不是 A 的特征值，并且深 (A - A /) 在 X 中不稠密的 A 称为剩余谱点.它 
包含我们这里定义的剩余谱. 

©根据第四章记号，集 a ( A ) 的境界应记为 r ( a ( A )). 但用 da ( A ) 表示 a ( A ) 的境界也是文 
献中常用的. 
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证⑴当 A e ⑷时,必有 x 笋0,使得04 - XI)x = 0. 不妨设 || x || = 1， 
取 = a;,n = 1,2,3,…，那么就有 \\ x n \\ = l(n = 1,2,3,…),并且 

(A — XI ) x n 0, 

即 A G cr a ( A ), 从而 a p ( A ) C a a ( A ). 

( ii ) 从 a r ( A ) 的定义可知 a a ( A ) f ]( Tr ( A ) = 0, 并且 a a ( A )\ Ja r ( A ) = a ( A ). 

( iii ) 当 A e 〜 ㈤ 时, A 百 a a { A ), 从而必存在某个正数 a , 使得 

\\( A - XI ) x \\ ^ a \\ x \\, x e X , 

因此，当 | Y - A | < ^ 时,对任何 xex 


||04 - A 7 ) ㈣ > ||(A - XI ) x \\ - |V - A ||| x || ^ ||| x ||, (5.5.20) 

这就是说,对任何 Y , 只要 |Y - A | < $ Y 就不可能是 4 的近似谱点.因此如能 

证明： 当 |Y - A | < ^时， Y 也不是 A 的正则点.那就说明 cj r { A \ 即 A 是 
a r ( A ) 的内点,从而 a r ( A ) 是开集. 

现在证明：当 | Y - A | < | 时， A % ㈤ .如果不对，有某个 A 0 , | A 0 - A | <脊, 
而 A 0 G p ⑷，在 (5.5.20) 中取 Y = A 0 , 由此可知 

\\( A - X 0 I )- 1 \\^2/ a , 

但根据定理 5.5.2 的 （ ii ), 当一 Ao| < i 时, /x 都应是4的正则点.而这时 

r A 0 

r 入 0 = lim ^||( A 0 /- A )-|| ( ||( A 0 /- A )- 1 ]] = 2/ a , 

n ― ►oo 

特别地，取 /x = A 时，因为 


… -A 0 | = |A - A 0 | < ^ < -7-, 

因而 A G p { A ). 这与 （ iii ) 的最初假设 A e a r { A ) 矛盾了. 

( iv ) 当 A € 9 cr ⑷时，因 a ( A ) 是闭氣所以 A e a ㈤ •但 A 绝不是 a r ( A ) 
中的点，因为如果 A e 〜04)，由 （ iii )， 则必存在 A 的一个环境 O ( A ) C a r ^4), 但 
AG da ( A ), 所以 A 的环境 O ( A ) 必含有 p ( A ) 中的点,这与 0( A ) c a r ( A ) 相 矛盾. 

( v ) 因为 a a ( A ) = a ( A ) - ⑷,所以 cr a ⑷是 闭集. 

又因为 da { A ) C a a ^4), 而 a { A ) ^ 0,从而加⑷和 a a { A ) 都 不空. 证毕 
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3. 不变子空间 算子谱分析或算子结构的研究中一个重要的方面就是研究 
算子的不变子空间. 

定义 5.5.7 设 B 是线性空间 X 到 X 的线性算子， L 是 X 的一个线性子 
空间，如果 BL ① C L , 称 L 是 B 的 不变子空间. 

线性算子的不变子空间这一概念，是有限维线性空间中线性变换的不变子 
空间概念在一般线性空间情况下的推广. 

下面是有关不变子空间的一些简单性质. 

引理 5设 B 是线性空间 X 上的线性算子,那么 
1° {0}、 X 是 B 的不变子 空间； 

2°如果 e A}(A 是指标集）中每个 Lp 是 B 的不变子空间，那么由一 
切 e A) 中的向量张成的线性空间以及它们的交 ® L f = f ] 都是 

fieA 

B 的不变子空间； 

3 °淡 (B) 以及= {x\Bx = 0} ③是 B 的不变子 空间； 

4°如果 L 是相应于 B 的某个特征值的某些特征向量张成的线性空间，那么 
L 是 B 的不变子 空间； 特别相应于特征值 A 的特征子空间 £； a 是不变子 空间； 

5°如果 B 是赋范线性空间 X 中的有界线性算子， L 是 B 的不变子空间，那 
么 Z 也是 b 的不变子空间，特别 Wb ) 是不变子空间. 

证 1°、2°及4°是明显的. 

今证3°由于 淡 [B) = BX, 所以 

B^g(B) = BBX CBX = 涿⑻， 

类似地可知 1( B ) 也是不变的. 

最后来证5。设 x € 必存在 x n e L,n = 1,2, 3 r - , x n x . 由于 B 是连 

续的, B 〜 e L , 得到 


Bx = B lim x n = lim Bx n G L . 

n—^oo n—^oo 

证毕 

空间 X 本身和 { o } 是 x 上一切线性算子的不变子空间，称它们是 平凡的 
不变子空间.人们感兴趣的是,是否有非平凡的不变子空间. 

① BL 表示 L 经 B 映照后的像，见 §1.2. 

© —般著作中也用记号 V 、，以 及 A 

③我们总是用 ^( B ) 表示算子 B 的零空间 { x\Bx = 0}. 
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引理 6设 X 是线性空间， A 和 B 是 X 上的两个可交换的线性算子，那 
么深 ( A ) 、 JK ( A ) 必是 B 的不变子空间. 

证 设 A 与 B 是可交换的，即 BA = 那么 

BAX = ABX c AX , 

即深 (4) = 儿^是 B 的不变子空间.再证 J ㈤ 是 B 的不变子空间：对任何 
xG ^ T ( A ), 必有 


ABx = BAx = 0, 

即 e ^( A ). 这就是说， ㈤ 是 B 的不变子空间. 证毕 

系 在引理6的假设下，1°如果 A 是乂的特征值,那么相应于 A 的4的 
特征子空间五 A 必是 B 的不变子 空间； 

2。记五 n = 鄭 n ), N n = jK{B n ), n = 1,2,3,…，那么 {E n }, { iV n } 都是 B 
的不变子空间. 

证 1°因为 BA = AB ， 所以 

(XI - A)B = B(XI - A ), 

用 （AJ - 4代替引理6中的就得到1°的结论. 

2°对任何正整数 n , B n 是可以和 B 交换的.由引理6就得到2°的结论. 

证毕 

不仅研究一个算子的不变子空间，而且还要研究一族算子的公共不变子空 
间，特别是一族交换算子的公共不变子空间. 

定义 5.5.8 设 X 是线性空间，21是 X — X 的某些线性算子组成的算子 
集，如果 L 是 X 的一个线性子空间，并且它对集21中每个算子都是不变的，就 
称 L 是21的不变子空间.设 X 是赋范线性空间 ， B e ^ 

中一切与 B 可交换的算子全体记为如果 X 的线性子空间 L 是的不变 
子空间，就称 L 是 B 的超 不变子空间. 

显然，因为 B e 所以 B 的超不变子空间必是 B 的不变子空间. 

引理 7设 B e 是赋范线性空间，那么 

1° {0} 、 X 是 B 的超不变子 空间； 

2°如果 { L m |/x G A }{ A 是指标集）中每个 ~是 B 的超不变子空间，那么 
{L^ e 全体张成的线性子空间以及它们的交都是 B 的超不变子 空间； 

3°如果 L 是 B 的超不变子空间，那么 Z 也是 B 的超不变子 空间； 
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4。 1( B )、 深 ( B ) 是 B 的超不变子 空间； 

5°如果 B 有特征值 A , 那么相应于 A 的特征子空间 Ex 是 B 的超不变子 
空间. 

证 因为 B 的超不变子空间就是的不变子空间，即里的任何一个 
算子的不变子空间，根据引理5、6及它们的推论,易知本引理中1° 一 5°所指 
岀的空间都是中每个算子的不变子空间.所以1° 一 5°中所指出的空间都 
是 B 的超不变子空间. 证毕 

{0}, X 是任何有界线性算子的平凡的超不变子空间. 

引理 8在赋范线性空间 X 上，的每个不变子空间必是平凡的. 

换句话说,倍单位算子 aJ 的每个超不变子空间必是平凡的. 

证 显然当 B = aJ 时, ^ X ). 现在证明 X )仅有平凡 

的不变子空间.事实上,对任何 y 6 X ， y 寺丄及 X 上的任何一个向量 z , 根据 
泛函延拓定理，存在/ e X \ f ( y ) = l . 作算子 A 

Ax = f ( x ) z , 

显然，由于 ||ArK 1 /⑷ IW < imi WIWI . 因此 4 e ^ B(X ^ X ), Ay = z . 这就证 
明了对 X 中任何一个非零向量％ { Ay\A e X )} = X . 任取 ^ X ) 

的不变子空间 L , 如果 L # {0}, 必有 2 / # 0,2/ e L . 由 L 的不变性 , L D { Ay\A G 
X )} = X . 所以 L = X . 因此， Q 5 (X X ) 的不变子空间必是平凡的. 

证毕 

例 9设 X 是有限维（复）赋范线性空间，那么 X 中每个线性算子私如 
果不是倍单位算子,那么它必有非平凡的超不变子空间. 

事实上，这时 B 在 X 上有特征值 A 和特征向量空间五 A , 根据引理7的 
5°,私是 B 的超不变子空间.根据特征值的定义，五 a 笋 {0}. 另一方面# X , 
因为 如果五 A = X ,那么 B 就是 AJ . 这与假设矛盾，因此 ，私 是非平凡的. 

证毕 

下面我们要介绍常用的一种不变子空间或超不变子空间. 

定义 5.5.9 设 X 是线性空间， 21 是 X — X 的某些线性算子所成的一个 
线性空间，对任一个向量 yeX , 称集{%} = { Ay\A G 21} 是由向量?/经 21 循 
环产生的子空间，当 X 是赋范线性空间时，称集1^1是由向量? /经 21 循环产 
生 的闭子空间. 
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引理 9 设 X 是 Banach 空间 ， B e ®(X ^ X ),那么对任何 yeX . y ^ O , 
由 2 /经如产生的线性子空间 {21 b ?/} 和线性闭子空间 W ^ y } 分别是 B 的包含 
y 的最小超不变子空间和超不变闭子空间. 

证 根据定理 5.1.9 的证明，知道知是一个代数，因此 從 B y 是线性子空间 
而且对中任何一个算子 C 

C ({ Ay\A e ^ B }) = { CAy\A G 2 l B } C { A f y \ A f G 21 b }, 

即 21 抑是 B 的超不变子空间.根据引理7的 3°, W ^ y } 也是 B 的超不变子 
空间. 

由于 J e 如，所以2/ G {21 b ?/}. 显然，如果如有另外一个包含向量2/的不 
变子空间 L , 那么由2/ e L , 并且 2 l B L C L , 立即推出 L D {级抑},所以 {^ B y } 
是包含2/而又是 B 的超不变子空间中最小的.同样 {^ B y } 是包含2/而又是 B 
的超不变闭子空间中最小的. 证毕 

对于赋范线性空间中的有界线性算子,最感兴趣的不是一般的不变子空间, 
而是闭的不变子空间.只要将引理7中所出现的不变子空间凡是不闭的取它的 
闭包,并注意到在 Banach 空间中有界线性算子 B 的零空间}⑻和特征子空 
间本来都是闭集，以及引理7中所提供的事实,立即得到下面的 

定理 5.5.6 设 X 是 Banach 空间 ， B G X ),那么 

1° {0}、 X 是 B 的超不变闭子空间； 

2°任意个 B 的不变（超不变）闭子空间所张成的闭子空间或交都是 B 的不 
变（超不变）闭子 空间； 

3° } (5)、是 B 的超不变闭子 空间； 

4°如果 B 有特征值 A , 相应于 A 的特征子空间 Ex 是 B 的超不变闭子空 
间； 

5°对任何2/ G 是 B 的超不变闭子空间. 

我们知道，对于有限维线性空间 X 上的线性算子有 Jordan 块的理论, 
根据这个理论，可以把 X 分解成 B 的不变（也是超不变）子空间、…、 X m 
的直接和使得当我们把 B 限制在足上时，所得到的线性算子风只有一个谱 
点——就是特征值这时足包含算子 B 的特征向量空间而且战有很 
简单的结构.这就是有限维空间上一般线性算子的谱分析. 

我们自然希望对照这个理论,对于无限维 Banach 空间上的有界线性算子搞 
清楚算子的结构,建立起相应的谱分析.这个问题的研究一直是泛函分析的一个 
重要课题.在20世纪的20、30年代已经在两个方面建立起基本理论.其一是相 
当于有限维空间中的自共轭阵,酉阵,正常阵的对角化,建立起 Hilbert 空间中正 
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常算子（特别是自伴算子、酉算子）的谱分解理论,这是本书第六章的主要内容. 
其二是由对积分方程的研究产生的全连续算子的谱分析,这是 §5.6 的主要内容 
之一.自20世纪50年代以来对别的一些类型的有界线性算子的谱分析的研究 
又有了较多的进展.但是由于一般有界线性算子的结构比较复杂,很多基本问题 
都没有解决，例如在算子谱分析中总是要考虑在某种意义下把空间分解成为某 
些类型的不变子空间的某种“和”，或者在 X 中划分出一些不变的闭子空间，使 
得算子在这些子空间上变得结构简单些，谱来得集中些.对于有界线性算子，要 
研究算子的结构或算子的谱分析，因此首先是要提出如下的问题. 

问题1:在无限维的复 Banach 空间中，是否每个有界线性算子都一定存在 
非平凡的不变闭子空间？ 

这个问题迄今没有解决.但是对于全连续算子或正常算子的情况都已解决 
(分另! J 参看 §5.6 和 §6.10). 


习题 5.5 

1. 设 A 为线性算子的特征值，那么 A 的 n 次根 M 中至少有一个是算子 A 的特 
征值. 

2. 设 A 为复 Banach 空间 X 上有界线性算子， A 0 G p ( A ), 又设为 X 上一列 
有界线性算子，并适合 ||A - A n || — 0. 证明 n 充分大后，也以 A 0 为正则点，而且 
|| (Ao/ — An) -1 — (Xol — A) -1 1| — ► 0. 

3. 设 X 是复赋范线性空间，并且 X 是线性子空间 M 、 iV 的直接和，而且 M 、 iV 都是 
X 上有界线性算子 A 的不变子空间.证明 g { A m ) C a ( A ) (此处 Am 是 A 在 M 上的限制). 

4 •设 T 是复 C [0,1] 上有界线性 算子： ( Tx )( t ) = tx ( t ), x ( t ) e C [0,1], 求出 p ( T )、 

<t(T*) 、 (7 a (T^ > <jp(T*) 、 <r r (T). 

5 . 设 r 是 L 2 ([0, liB , g ) 上有界线性 算子： 

( Tx )( t ) = tx ( t ), x ( t ) e L 2 ([0, l ], B , g ). 

求出 p ( T),a ( T ), a a ( T ), a p ( T ), a r ( T ). (分三种情况考察 : 是函数 p ⑷的跳 跃点； 存在 
的环境 O ( t 0 ), 使得 P ⑷在 O ( t 0 ) 上是 常数； 以及 妃是 〆 0连续点，但不存在0(6)，使分⑷ 
为常数 

6. 证明： 对复 Banach 空间上有界线性算子 T , 成立 

( Jr { T ) C W ). 

7. 设瓜 B 是复 Banach 空间 X 上两个有界线性算子.证明 

( i ) r ( AB ) = r ( BA )\ 

( ii ) 当瓜 B 可交换时， r(A + B )^ r ( A ) + r ( B ), 

并举例说明 （ ii ) 中不等式对非交换情况不成立. 
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8. 设X是复 Banach 空间， A 是X上有界线性算子.设 {A n } 为一列数 

|An| > P||, 

且 A 0 , |A 0 | > p||. 记 M {Xti} (x) 是由向量 {(A n / - A)-^} 张成的闭子空间，证明 
⑴如果有另一个序列 {XJ，IXJ > Mil ，义 — ％，|<|> PII, 那么 

(ii) M { Xn } ( x ) 是包含: c 的关于 A 不变的闭子空间. 

(iii) M { Xn }( x ) 是包含 a; 的关于 A 不变的闭子空间中最小的. 

9. 设X是复 Banach 空间， 2t C 2t(X ^ X ), 并且21是一代数，对任何 y e X,y ^ 
0, {%}是否一定是®的最小不变子空间？ 

10. 设 T 是X = L 2 {[ a , blB , g ) 上有界线性 算子： 


{Tip){t) = tip[t )， 9 e X ， 


证明 { T n f\n = 0,1,2,. .} 所张成的线性闭子空间 L = X，其中 /(t) 处处不为零. 

11.设： T 是复 Banach 空间X上有界线性算子，并且存在 Jordan 曲线构成的围道 
rc p(T)，r 按一定的定向，使得 < j { T ) 分割成在 r 内部部分 cn(T) 和外部部分 ct 2 ( t ). 记 



dt 

t-T 


(这个积分的含义见 §5.4 习题14前的定义).证明下列命题成立. 

(i) Ei G — X); 

(ii) El = E x (从而 （J 一 £；i) 2 = 1 - £；i); 


(iii) EiT = TEi ； 

(iv) TEi = hJ r 


tdt 

t - T ; 


(v) a ( T \ El x ) = cti (T), 这里 T \ El x 表示 T 在不变闭子空间 E ^ X 上的 限制. 


§5.6 关于全连续算子的谱分析 

(本节所讨论的内容是 Banach 空间的全连续算子谱分析，比较抽象一点，初 
学时可以跳过，等到学完第六章的大部分内容，特别是 Hilbert 空间的算子谱分 
析以后，再回过来读这一节，就可能比较容易接受 .） 

1. 全连续算子的定义和基本性质 在一般无限维 Banach 空间中，关于算 
子谱的研究，全连续算子是已经为人们研究得最清楚的一种算子，这种算子最初 
来源于积分方程的研究，是积分方程中 Fredholm 理论的一般化.在这一节里，我 
们要介绍把 Fredholm 理论推广到全连续算子情况下的大部分结果. 
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定义 5.6.1 设 A 是映照线性空间 X 到线性空间 Y 的线性算子.如果 
是 y 中有限维子空间，就称 A 为 有限秩算子. 

例1设 A ， …， 九为 X 上线性泛函，从 F 中取 A : 个向量仍，…，说，作算 
子 A :对任何 : r 


Ax = fi{x)yi + • •. + fk{x)y k , (5.6.1) 

这个算子 A 就是 X — y 的有限秩算子. 

反过来，也很容易证明的任何一个有限秩算子 A 必为 （5.6.1) 的形 
式.事实上，因为是 y 中有限维线性空间，从中可以取出有限个线性无关而 
且个数极大的向量组 2 / 1 ，… ， 2 / fc . 由于 Ar = ai (: r)yi + o ； 2 ( T ) 2/2 + .. '- ha k ( x ) y k G Y , 
并由于仏}的线性无关性，很容易知道， a ,( x ) 看作 X 上泛函时确实是线性 
泛函. 

如果是赋范线性空间, f lr .. , h 是 X * 中一组向量，按 （5.6.1) 方式所 
作算子 A 就是 X — Y 的有界的有限秩算子.事实上，从 


II 圳 


E / 雜 ^ Em 


立即知道线性算子 a 是有界的. 

反过来，的任何有界线性的有限秩算子必是 （5.6.1) 形式，其中 A e 
X*,z = l ,2,..., A :. 事实上,前面根据 A 的线性已经证明 


Ax = ai(x)yi H —— -{-a k (x)y k , 

Uk 取为线性无关的，并且叫,…，叫是 X 的线性泛函.现在只需利用 A 
的有界性来证 明叫是 X * 的向量就可以了.这一点可以利用泛函延拓定理来证. 
令 m ， … ， y k - i 张成的子空间为 L fc ， 显然讥百 L k , 所以存在连续线性泛函九, 
使得 fk ( Lk ) = 0,而 / fc ( y fc ) = 1•因而 

fk(Ax) = fk : Qjj = otk(x), 

由此得到 \ a k ( x )\ ^ || M ||| A |||| x ||, 即％是 X 的连续线性泛函.同样可以证明 
ai r - ,a k -i e X\ 证毕 

定义 5.6.2 设 A 是赋范线性空间 X 映照到赋范线性空间 Y 中的算子，如 
果它把 X 中任何有界集映照成致密集，称 A 是全连 续算子 （也称 作致密算子或 

紧算子). 

本书凡是提到全连续算子都假设是攀_昀,而且不再说明. 

由于赋范空间中致密集是有界的，所以全连续算子是有界的. 




-198 - 


第五章有界线性算子 


例 2设 K ( s y t ) 是 aO < b , a < t<b 上二元连续函数,我们作 C [ a ，6] 到 
C [ a , b ] 中的算子 K 如下：当 V ? e C [ a ，6] 时，令 

( K ( p )( s ) = J K ( s , t )( p ( t)dt 

这个算子 K : (p K ( p 称为 Fredholm 算子，或称为积分算子.它是积分方程论 
中非常重要的研究对象. 

K 是 C [ a , b ] 上的全连续算子.事实上，设 M 是 C[aM 上一有界集，即存在 
常数 L , 使得当# e M 时， | M | < L . 由此得到 

陶⑹- ㈣㈤ | < 乂 6 \ K { Sl , t )- K ( s 2 y t)Mmt 

^ Lj '\ K ( s u t )- K { s 2 ^ t )\ dt , 

因为 K ( s , t ) 是二元连续函数,所以对任何 e 〉0,必有5〉0,使得当 | 5 l - s 2 |<(5 
时 


于是对一切 v? G M ， 有 


|(抑)⑹ 一 （ 仰) ⑹ |<6, 


换句话说,在映照 K 之下，有界集 M 的像是 C [ a , b ] 中有界的等度连续的 
集.由定理4.9.6,知道是 C [ a y b ] 中的致密集，即 K 是 C [ a ，6] 到 C [ a ，6] 的 
全连续算子. 

例 3赋范线性空间 X 上有界的有限秩算子 A 是全连续算子.事实上 ，X 
中有界集 M 的像 AM , 根据 A 是有界的，所以 AM 是 X 中有界集.而任何有 
限维赋范线性空间中的有界集一定是致密集（见定理 4.9.13). 所以 A 是全连续 
算子. 

我们用 — Y ) 表示赋范线性空间 X 到赋范线性空间 Y 的全连续算子 
全体 • 

定理 5.6.1 设 X ， F 是两个赋范线性空间，那么 — 10是 Y ) 
的线性子 空间. 如果 Y 是 Banach 空间，那么 ( L(X — y ) 是 Banach 空间 
Y ) 的闭子空间. 

证 设 e €{X -> Y ). 今证 A + Be €( X ^ Y ): 任取 X 中一个有界集 
M ， 对 {A + B ) M 中任何一个点列 {{A + B ) f n } J n eM , 由于 AM 是致密集，所 




§5.6 关于全连续算子的谱分析 


• 199 . 


以有子列， { Af nu } 是收敛的.又由于是致密的，所以又有倬 / n J 的收敛子 
列 { B / n /}. 从而 {{A + B ) f n } 的子列 {{A + B ) f K } 是收 敛的. 所以 (A -f B)M 
是致密集.既对任何一个有界集 M , 0 + B)M 是致密集，因而 （4 + 是全连 
续的.类似可以证明，对任何数 a , aA 也是全连续的.这样便得到 — 10是 
^ Y ) 的线性子空间. 

当1"是 Banach 空间时， — F ) 是 Banach 空间.要证明 t{X — y ) 是 
闭子空间，就是要证明：如果人 G — Y ), n = 1，2,3,…，而且 ||人 - A || ^0 
时,那么 Aed ( X ^ Y ). 事实上，设 M 是 X 的任何有界集，对任何 e 〉0,必存 
在 7 V ， 当 n > 7 V 时 

\\ A n - A \\ ^ 

其中1/ = sup || v ?||. 由于 AnM 是致密的，所以在 AnM 中存在有限个点 2 / 1 、…、 

v?gm 

y k , 它们构成集的^ 网. 因为如 e a n m , 所以有‘ e m ， 使得如= 

o 

A N x y ,v = 1，2, …， k . 今证，…， Ar fc } 是 AM 的 e - 网. 

事实上，对任何 G AM , 有 M M , 适合= Ac . 因为 A N xe A n M , 所以 

有 K 使得因此 

\\y — Ax^W ^ ||(^4 — An)x\\ + ||Aivz _ H~ \\(^n — ^-)^ 1 / 1| 

彡 2 \\A — An\\L + - < e , 

即 AM 是致密集.因而 Ae€(X ~^ Y ). 证毕 

利用定理 5.6.1, 我们可以考察 L 2 [ a ,6] 上的积分算子的全连续性. 

例 4 设 K ( s , t ) e L 2 ( R )， 其中丑是 [ a , b ] x [ a ,6 ],-oo <a < b < + oo •在 
L 2 [ a ，6] 上，作算子 


( K ( p )( s ) = j K ( s , t )( p ( t ) dt,(p e I / 2 [ a , 6], 

根据 §4.3 的例 1 知道 : K : L 2 [ a ,6] ^ L 2 [ a ,6], 并且是有界的线性算子.事实上， 
由 Schwarz 不等式 


II 抑⑷ I 卜 


J a \(^)( s)\ 2 ds 



K ( s , t )( p ( t)dt 
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\ K 2 ( s , t )\ dt \\ ip\\ 2 ds 



\ K 2 ( s ^ t)|dsdt 


IMI ， 


就得到 


ll^ll ^ 



|K(s ， t)| 2 dsdt 


(5.6.2) 


我们称 K 为 Fredholm 型算子.今证 K 是全连续的. 

事实上，根据 §4.6 习题4知道，存在丑上某些矩形集的特征函数的线性组 
合函数 K n ( M )， 使得 


JJ \ K ( s , t )- K n ( s , t )\ 2 dsdt -^0, (5.6.3) 

根据（5.6.3)，并由 L 2 [ a ,6] 上积分算子范数估计式（5.6.2)，得到 


IIK- 尺卜 0 ， 

根据定理5.6.1，如能证明仏是 L 2 [ a y b ] 上的全连续算子，那么 K 便是 L 2 [ a ,6] 
上的全连续算子.然而 

771 

t ) = > 二 O^uXRu ( s y 

i/=l 

其中丑 " =( a i/，x (Cy ， d") C [a ， 6] x [a ， 6 ]， 所以 x_Rp(s ， Z) = (s)X( 〜， o ⑷. 

因此，对任何 L 2 [a, b] 

, f b 

( K n ( p )( s ) = j K n ( s , t )( p ( t)dt 

771 pb 

= ⑷ / X ( 〜， 1)(% ⑷出 

y=l Ja 

这就是说仏的值是落在 { XK , M ⑷}卜= I ， 2 ,… ， m ) 张成的线性子空间内，它 
是有限维的.根据例3所说，是 L 2 [ a ,6] 上的全连续算子，所以 K 是全连续 
算子. 

全连续算子还有如下一些常用的性质. 

定理 5.6.2 设 X 、 F 是赋范线性空间， Ae €( X ^ F ), 那么 
1°4 X 必是 F 中的可 析集； 
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2°如果 G 是赋范线性空间， B e 一 G\C e ®(G ^ X ), 那么 e 
€(X ^ G ), AC e€(G ^ Y ); 

3° A * e C(y* X *). 

oo 

证 1° 记&为 X 中以 0 为球心 ，半径为 n 的球.由于 AX = E AS n , 

n=l 

而每个集是致密集，根据定理 4.9.5 的系，它是可析的，所以是可析的. 

2°设 M 是X的一个有界集， AM 便是 Y 的致密集.由于 B 是连续映照， 
根据定理 4.9.11 的系1,它把致密集映照成致密集，所以像 BAM 是 G 的 
致密集，即是全连续的.同样，如果 M 是 G 中有界集，因为 C 是有界的，所 
以 CM 是X中有界集，因而 4CM 是 F 中致密集，即是全连续的. 

3°设伽 J 为中任意一有界点列,今证必有子序列{^},使得 { A ^ nu } 
在 X* 中按范数收敛：设 G 是在 y 中的包，那么 G 是闭的,并且是可析的. 
设{如} C G，n= 1，2,3,….，并在 G 中稠密，把泛函序列 Wn } 限制在 { y n } ±, 
Wn { y )} 便是{知}上的一列函数，由于对任何说，数集 WniVk )} 是有界的，而 
{ y n } 是一可列集.用类似于 §3.6 引理2或定理 5.3.4 的“对角线方法”，可以抽 
出子序列在 {2 M} 上处处收敛.由于 {||^nj|} 有界，{如}在 G 中稠密，根 
据 §5.3 引理1就 得到： 存在 G 上的连续线性泛函(^，使得对任何 yeG 

^ Pn v ( y ) 咖)， （5.6.4) 

再按泛函延拓定理，将^保持范数不变地延拓成 F 上的连续线性泛函，仍记为 
P 今证明 


II乂 5 Vw _ 乂 5 V" — ^ 0 > OO). 

事实上,设 S 是X的单位球面，那么 

||^V〜- A*ip\\ = sup|v^(Ar) - if(Ax)\ = sup \(p n Av) - 
xes yeAS 

由于 Wn } 是有界序列，所以存在 M， 使得 M 彡 M，IMI < M. 对任何 e > 0, 
由于 AS 是致密的，所以存在2/1，…， 2/m 构成 3( M g + 巧 网.因此对任何 xeS , 

必存在某个 A:， 使得 II At - y k \\ ^ 3 ( M e + 汀 ，所以 

\( p n ^( Ax ) - ( p ( Ax )\ ^ \(fnA Ax - Vk) - W (乂工- Vk)\ H- \^Pn(yk) - ^(Vk)\ 

彡 2M • 3( a /+ I) + 价）— 

根据 （5.6.4)， 对于 yu ...， yk ， 必存在冲，当 p > 冲时 

\^ Pn u ( yk ) - ^ p ( yk )\ 〈誉， A： = 1，2，... ，m， 
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所以当〃 > 冲时，对任何: r e 都有 

\ ip nu ( Ax ) - ( p ( Ax )\ < £ 

因而当 P 彡冲时， sup \ ip nu { Ax ) - V?(Ar)| 彡 £：，即 \\ A * if nu - AVII — 0(1/ — oo) 
xes 

成立. 证毕 


系 设X是 Banach 空间，那么 €(X — X)是 Banach 代数. 

当X 是无限维空间时, — X)是不含么元的 Banach 代数. 

2. 全连续算子的谱 下面我们来研究全连续算子的谱.首先注意有限维赋 
范线性空间上的线性算子是最简单的全连续算子，而这种算子的有关谱的许多 
性质大家都已经知道了.例如每个谱点都是特征值（特征向量空间当然也是有限 
维的）等等.现在我们就要研究有限维空间上线性算子的这些性质和结构如何推 
广到 Banach 空间（主要是无限维）上的全连续算子.大体上说，全连续算子的非 
零谱点的结构，很接近于有限维空间上的线性算子. 

定理 5.6.3 设4是复 Banach 空间X上的全连续算子， A 是非零复数，如 
果 （AJ - A)X = X,那么 A 是算子 A 的正则点. 

证当X是有限维空间时,结论是明显的.所以不妨设X是无限维.根据 
§5.4 逆算子定理，只要证明 （AJ - A) 是X到X上的一一对应就可以了.为此只 
需证明当 （AJ — A)xi = 0时，必有: ri = 0. 

令五 n = { x \{\ I - A) n x = 0,xGX}, 由于 （AJ - 4) n 是连续线性算子，显然 
仏为 X 的线性闭子空间，又 


五 1 C £*2 c … C 五 n C …， 

如果五 i 笋{0}，就有 A ^0,Xi G E u 根据 （AJ - A)X = X ， 所以必有 x 2 , 使得 
xi = (XI - A ) x 2 . 依次类推，必有〜，使得 — A ) x n = x n _ i,n = 2,3,….这 
时 （AJ - A ) n - 1 x n = xi . 所以杯€ 五 n ， 而〜百五 n - 1 . 根据 §4.9 的 F.Riesz 引理， 
在仏中必有％，使得 

WlJnW = 1) Piling 五 n—1) 〉 — , ^ = 2, 3, • • • (5.6.5) 


如果 p > q,bk D E q , ( XI - A ) E q C ( XI - A ) E P C E v - X 得到％ 


- 

A "" 


y p e E p - i , 因此从 (5.6.5) 得到 


(A/ - A) 
A 




W ^ Vp ~~ A/gll = 入 


( 入了 _ A 入了 _ A 、 

yp - l ^ - ^ 一 - Vq ^ — ^yp) 



这和 4 是全连续的假设相矛盾. 


证毕 
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为了研究全连续算子的第⑴、 （ ii ) 类谱的情况，我们建立下面的引理. 

引理 1设 A 是 Banach 空间 X 上的全连续算子， A 是非零复数，那么 
深 ( AJ - A ) 是 X 的闭子空间. 

证 分四步进行 . （ I )先假设 /n G 深 (AJ - A )， 并且是收敛点列 ，如 是 / n 的 
一个 原像. 

(XI- A)g n = / n , (5.6.6) 

如果切 n } 是有界点列，那么切 rj 必有收敛子序列. 

事实上，从 （5.6.6) 得到如 = |(/n + 如 n )， 由切 n } 的有界性，所以有 

使得 { Ag n J 收敛，从而 {9 nJ 也收敛. 

( I )设/ G (AJ - A)X, 我们证明在 {g\{\I-A)g = /} 中向量 g 的范数的下 
确界 m = inf H ^ ll 是可达的.事实上，设 

(XI-A)g=f 

(XI-A)g n = f, 


而且 


ll^nll 


那么切 n } 是有界的，根据⑴必有 { g n J 收敛于 //. 由 （AJ - A ) 的连续性， 
(XI- A)f= lim (XI- A)g nv = /. 显然||尸|| = m ， 即尸 是达到范数下确界的向 

V — ►CX) 

量（当然对给定的/，//不必是唯一的).以后我们用//表示达到范数下确界的 
向量. 

( M ) 证明存在常数 M (与/无关)，使得 || f || 彡 M ||/|| :假如不对，就相应地 
有一列 /n € (AJ - A)X, n = 1，2,3, • • •，使得 


ll /； ll ^ n ||/ n ||, (5.6.7) 


于是 , 

{XI ~ A) m\ = M\^ 0, 

由⑴又知道必有收敛子序列 -/ o , 从而 

{XI- A)f 0 = 0. 


(5.6.8) 


(5.6.9) 


因此，由（5.6.8)、 (5.6.9) 就得到 


( A /- A )(/；-||/；||/ 0 ) = / n , 
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但足是 fn 的原像中范数达到下确界的，所以 II/J < ||尺- ||/；||/0||, 

\m~ fo \\ >1, 

这和假设 ^| p / o 矛盾.所以存在从，使得11尸11 < ^11/11* 

( IV )证明 （AJ - A ) X 是 闭集： 如果 / n e (AJ - A ) X ， f n — f , 那么有正数 c , 
使得 ll / J 彡。对每个 / n ， 取相应 的尺, 那么 II /』彡 M ||/|| 彡 M C . 根据（ I )，可 
从{足} 中抽出收敛于 y 的子序列，因而 （AJ - = /，即/ e (AJ — A ) X . 证毕 

利用这个引理，来证明下面的定理. 

定理 5.6.4 设 A 是复 Banach 空间 X 上全连续算子 ， A ^ 0,而且不是 A 
的特征值，那么 A 必是 A 的共辄算子的正则点. 

证 设 F = (AJ - A ) X y 根据引理1，它是闭子空间.又因 A 不是 A 的特 
征值,所以 （AJ - 是 X 到 F 上一对一的，因而有 F 到 X 上的有界线性算子 

它是的逆算子. 

今证 （AJ - A *) X * = X *: i ^ feX \^ F 上造线性泛函4 如下： 

= f(A^x),x e F, 

由于 mx )\ ^ ii ^ iiii / iim , 所以 十是 f 上连续线性泛函.由泛函延拓定理，将 
^延拓到 X 上.因而由 

(( XI - A )^)( y ) = 4(( X 1 - A ) y ) = /⑼， 

立即得到 （AJ _ A )^ = f , BP ( XI - A *) X * = X \ M A * 是全连续的，对 A * 用定 
理5.6.3,便知道 A 是的正则点. 证毕 

定义 5.6.3 设 X 是赋范线性空间， X * 是它的共轭空间，对于一对向量 
xeXJeX \ in ^： 

/( 工 ) = 0， 

便称 x 和/是相互年衮的. 

利用正交概念，显然有如下引理： 

引理 2设 A 是赋范线性空间 X 上有界线性算子,凡是和中所有向 
量正交的/ G X *，必满足 4*/ = 0. 特别地，当在 X 中不稠密时，0必是 
的特征值. 
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证 由于/和的正交性，当2/ G 时 

0 = f ( y ) = f ( Ax ) = ( A * f )( x),xe X , 

这就是说 A */ = 0. 特别地，当在 X 中不稠密时，根据泛函延拓定理，必有 
非零/，使得 f ( Ax ) = 0, xeX . 从而 A */ = 0,即/是肀相应于特征值0的特 
征向量. 证毕 

下面是 Riesz-Schauder (里斯-绍德尔）关于全连续算子的特征值和特征向 
量空间的 理论' 

定理 5.6.5 设 X 是复 Banach 空间， A 是 X 上全连续算子.那么 
1°当 X 是无限维空间时, 0必是 A 的 谱点； 

2°全连续算子的非零谱点必是特 征值； 

3°当 A # 0,而且是4的特征值时，与 A 相应的特征向量空间必是有限 
维的； 

4。设&，…， A n 是4的不同的特征值， &,•••,〜 是相应的特征向量，那么 
A ，…，是线性无 关的； 

5° a ( A ) 的极限点只可能是0 (因而 a ( A ) 是有限集或可列集). 

证1°当 X 是无限维时，如果0百 a ( A ), 那么 A - 1 便是 X 上的有界线性 
算子.根据定理5.6.2, J 是全连续算子，这样 X 中单位球要致密了，这 

和定理 4.9.14 的结论相冲突.所以0 G a ( A ). 

2°设 A 笋0,而且 A e ct ⑷，根据引理1及定理 5.6.3, 雖 I - 4) 是 X 的真 
闭子空间，所以深 (AJ - 4) 在 X 中不 稠密. 由引理2,0是 （AJ - A )* = XI - A * 
的特征值，所以 A 不是的正则点.再根据定理 5.6.4, A 必是 A 的特征值. 

3°设 A 是 A 的非零特征值 ，记私 为相应的特征向量空间.对任何 x e 五 A ， 
显然 Ac = 即4限制在私上是 AJ . 如果五 A 是无限维，根据 Riesz 引理，五 A 
的单位球面 S 就不致密，所以 AS =似就不致密，但这和假设 A 是全连续的相 
冲突， 因此私 只能是有限维. 

4。设 A ! ，…， A n 是不相同的特征值，如果 A ，…，线性相关不妨设= 

71 一 1 

[ a # “ 利用 （: U - A)(\jl - A ) = {\ jl - A )( XiI - A ) 便得到 


(Ai — A n ) … ( A n _i — A n ) x n = (Ai J — ^4) … ( X n -il — A ) x n , 


①通常将定理 5.6.5 和定理 5.6.6 的内容统称为 Riesz - Schauder 理论，严格说来，定理 
5.6.5、 5.6.6 的大部分结论为 Riesz 所得， Schauder 最终完成的是有关共轭算子的解的某些 
讨论. 
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n— 1 n— 1 

〉: _ A) • •. (A n _i/ — A^jXi = 〉: Oii (Ai — . (A n _i _ \i)xi 

i=l i=l 

= 0， 

然而上式左边 # 0, 这是矛盾.所以 X!,... ,x n 线性无关. 

5°设 { A n } 是 A 的一列不同的特征值，而且 A n — Ao / 0. 不妨设 A n 笋 

0,71=1，2,3，。.，那么必有常数风使得士 < M ， n = 1，2,3,…••设是相 

应于 A n 的特征向量，记 M n 为以，…，〜张成的 X 的子空间，由 4°， M n 是 n 
维子空间， M n C M n +1 , 而且 M n 笋 M n +1 .由 Riesz 引理就得到一列 {y n } 如下： 

y n G A^ n , \\y n \\ — I? piyn ， l) 〉 i ， 

n 

设 2 M = 显然 

2=1 

n—1 

( A n / — A ) y n = 〉: Pinion ~ 入 i ) 工 i G 1 ， 

i=l 

所以 2 /n — ^4 t ~~ ^ M n _ i ， 因此当 n 〉 m 时 ， z = y n — ^ r ~ + ^4^— G M n -\. 然而 

入 m 

A 笋 - A # = y n - z ， 所以 

~ = ll^ n ~~ Z ll ^ P(yn ， M n -1) > 乃 . 

但是 ¥ < M ， 由 4 的全连续性，必有“笋}的子列 收敛. 

J L /\ nfc J 

这和相冲突.所以 a ( A ) 最多只能以 0 为极限点. 证毕 

An Am 2 

下面是 Riesz - Schauder 理论中讨论全连续算子 A 与的关系的部分. 

定理 5.6.6 设 X 为复 Banach 空间， A 为 X 上全连续算子，那么 
1° a ( A ) = a ( A *)， 即 cr ( A *) = { A|A e cr ( A )}; 

2。当 A e a ( A )(= (7(#))， 并且 A 笋 0 时，那么空间 AJ ) 与 ^ K ( A *- XI ) 
具有相同的维数； 

3° A ^ / x , 那么 A 的相应于 A 的特征向量 z 与的相应于 m 的特征向量 
/正交，即/⑷= 0; 

4°假设 A 是4的非零特征值，那么方程 

(XI — A)x = y 
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可解的充要条件是: 2/与，的任一相应于 A 的特征向量/ 正交； 

5°如果 A 为^ 4的非零特征值，那么，共轭方程 

(XI-A^ = f 

可解的充要条件是:/与4的任一相应于 A 的特征向量2/正交. 

当 X 是有限维空间时，定理 5.6.6 就是普通线代数中的 Fredholm 定理.这 
时可由线代数知识来直接验证. 

证 1° 当 X 是有限维时， 4 是方阵，，是转置阵，那么 A e a ( A ) 等价于 
det ( A / — 义）= 0. 这显然和 det ( A / - 义*) = 0等价，而这又等价于 A G •下 
面考察 X 是无限维的情况.⑴当 A = 0 时，根据定理 5.6.5 的 1° 知道 0 G a (斗 
这时 X* 也是无限维（见 §5.2 习题 7). 根据定理 5.6.2 的 3°,^* 也是全连续的， 
所以0 e a ( A *). ( ii ) 当 A _ 0时，因为 A e p ^4) B 寸，必有 A e 因此总有 

a ( A *) C a ( A ). 反过来，当 A G a(4)，A 一 0 时，由定理 5.6.5 的 2 。 的证明过程已 
经得到 A G a (#)， 所以 a (4) = a ( A ). 

2° 留给读者证明（参见习题6,在那里有提示，它是证明2°的方法之一). 

3° 是显然的 . 因为当 （AJ - = 0, 一 A*)f = 0 时 

/x/(x) = (A*f)(x) = f(Ax) = f(Xx) = Xf(x), 

所以当 A 一 / x 时， f { x ) = 0. 

4° 必 要性： 如果 （AJ - = % / 为 A 相应于特征值 A 的特征向量，那么 

( A / — A*)f = 0,而且 

f ( y ) = /(( A /- A ) x ) = (( XI - Ayf )( x )=0. 

充 分性： 如果对满足条件 （AJ - A*)f = 0的一切/，都有/(2/) = 0,今证 
ye ^{XI-A). 用反证法，如果 ye (XI- A)X, 由于 （AJ - A)X 是闭子空间，由 
泛函延拓定理，必存在/ G X *，使得 /(( A / - A)X) = 0,而/⑼ 一 0. 因此，当 
xexH 

((XI-Ayf)(x) = f((XI-A)x)=0, 

即 / 是，的相应于 A 的一个特征向量，然而 /(2/) 一 0. 这和假设冲突.所以 
ye^(XI-A). 

5°必 要性： 证法与4°的必要性类似. 

充分 性：设 /是满足5°条件，在 （AJ - ^ ±,作泛函 


咖） = f(y), x e (XI - A)x, 


( 5 . 6 . 10 ) 
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其中2/是适合 （AJ - A)y = x 的向量.如果又有的，满足 （AJ - A) Vl = x , 那么 
(y -的）是4的相应于 A 的特征向量，所以/0/ - &) = 0,因此 Wx ) 是由 x 而 
确定的.显然它是 （AJ - A ) X 上的线性泛函. 

取/为方程 


( XI - A)y = x , (xe - A )) 

的解 2 /中范数最小的一个 向量， 就有 以 || < M \\ x \ l 此处 M 是和 x 无关的常数. 
所以 p (: r ) = f ( x ’). 由此得到 

I 咖 )| = |jV)|<||/||M<M|miN |， 

从而是 （AJ - A ) X 上连续线性泛函.再将 W 延拓成 X 上连续线性泛函， 
由此对任何 yeX , 并根据 (5.6.10) 就得到 

((AJ - A *) ip )( y ) = ( p((XI - A ) y ) = f ( y ), 

所以 W 是方程 （AJ — A ^ = f 的解. 证毕 

3. 全连续算子的不变闭子空间 现在我们着手讨论 §5.5 最后一段提岀的 
问题1，考察无限维复 Banach 空间上哪些有界线性算子存在非平凡的不变子空 
间.这个问题是 von Neumann 首先研究的，他证明了在无限维 Hilbert 空间（它 
的定义见第六章）上每个全连续算子有非平凡的不变子空间，后来 N.Aronszajn 
和 K.Smith (参见 [11]) 对一般的复 Banach 空间上的全连续算子证明了非平凡 
的不变闭子空间的存在性，但是他们的证明比较复杂.我们先来看一下这个问题 
的实质在什么地方.当全连续算子 B 有非零谱点 A 时，由定理 5.6.5, A 是 B 的 
特征值，那么相应的特征子空间五 A 就是 B 的不变子空间.由此立即可以得到 
B 的非平凡的不变子空间了.因此只要讨论当 B 的谱点只有零的情况.就是说 
这个问题的实质在于证明：广义幂零的全连续算子有非平凡的不变闭子空间.近 
来，有人认为整个不变子空间的解决关键是在于搞清楚广义幂零算子的不变子 
空间. 

在 N.Aronszajn 和 K.Smith 之后，较多的学者在研究更广泛的一类算子（能 
与某个非零全连续算子交换的线性有界算子）的不变闭子空间的存在性.更进一 
步就是要研究一个全连续算子是否有非平凡的超不变闭子空间.在这个方向上, 
问题的最一般的提法如下： 

问题 2. 在无限维的复 Banach 空间中是否每个有界线性算子都有非平凡的 
超不变闭子空间. 

这两个问题有密切的联系.由于超不变闭子空间必是不变的，所以如果问题 
2的回答是肯定的，那么问题1的回答自然是肯定的.如果问题1的回答是否定 
的，那么问题2的回答更是否定的. 
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B.M.JIomohocob (罗蒙诺索夫）（参见 [12]) 对于问题 2 进行了研究，他证明 
了全连续算子（以及与某个非零全连续算子可交换的任何有界线性算子)不仅有 
非平凡的不变闭子空间，而且有非平凡超不变闭子空间.他所引进的方法是较有 
意思的，比 Aronszajn - Smith 的方法简单，但是结论要强得多.当然,这种方法并 
不能完全代替 Aronszajn - Smith 方法上的价值. 

定理 5.6.7 ( JIomohocob ) 设 X 是复的 Banach 空间 ， B e ^ S(X X ), 
B + al ( a 是常数)，如果有一个非零的全连续算子4与 B 交换，那么 B 必有非 
平凡的超不变闭子空间. 

证 分下面几步加以证明. 

⑴令如是 — X )中与 B 可交换的算子全体.我们先说明问题的实 
质是在于 X 是无限维空间，而且对每个非零向量2/ e 又{21抑}在 X 中稠密的 
情况. 

事实上，如果 X 是有限维空间，根据 §5.5 例9知道，这时对于任何 B ^ a /， 
必存在非平凡超不变子空间，所以下面不妨设 X 是无限维的.另外，如果有某个 
非零向量2/，使得 W ^}^ X . 那么根据 §5.5 引理9, {^} 便是 B 的超不变子 
空间.由于 W ^ y }^ x , 以及 y e w ^ y }, 所以 {21^}, 是非平凡的. 

由此可见，我们只要证明满足定理 5.6.7 条件的算子必存在非零％使得 
{21^2/} 在 X 中不 稠密. 

为此，我们分三步 ( I )-(1 V ) 先来完成下列命题的证明. 


命 题:设 B 是与非零全连续算子4可交换，如果对每个非零2/，{21抑}在 X 
中稠密，那么必存在 ro e 2 l s ， 使得7^4具有特征值 1. (注这个命题是 
JIomohocob 定理的核心） 

( I )由于4 一 0,在 X 中必有一个向量： ro , 使得 || Ar 0 || - | ㈤ | 〉0,因此当 
|| z || 《1时， \\ A ( x 0 - z )\\ ^ H^oll - P || 〉0•记 S 是以吻为球心的单位 闭球: 
S = { x\\\x — xo|| < 1} •当 T G 时 

||Ar|| = ||Ar 0 -AOro -x)|| 

^ ll^oll - ||^||||xo - x || ^ ll^oll - \\ A \\ > 0, 

所以 0 否 ( AS ). 对任何 2/ G ( AS ), 因为 2/ / 0, 由命题的假设， {21b2/} 在 X 中稠 
密，所以在中必有 T , 使得 


\\Ty — xo || < 1, 

由于 T 是连续的，所以必存在2/的环境 O 0/， e ) 例如取 e < 使 
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0. 

图 5.3 


得当 z G 0(2/， e ) 时， \\ Tz - xo \\ < 1.因为义是全连续的， AS 是致密集，所以 ( AS ) 
是紧集•而 { 0 ( y , e)\ye (屈)}是 ( AS ) 上一族开覆盖，因而可以从 {0(^)} 中 

71 

选出0(2/10)、…、 0 { y n , e n ), 使得 |J 0(^,^) D ( AS ), 而且对每个 0( 扒， q ) 有 

^ — 1 

相应的： Ti e 2l B ， 使得 TiOiyi . e ^ cS . 就是说，当 y e 0(%而）时 


HT^-xoll <1. (5.6.11) 

(M) 作函数 

m = h 叫 

\ l -*， 0 0 < 1 ， 

又作 ( AS)-^X 中的非线性映照步 如下 ： 当 ye (沿）时 

71 

^nmy-xoimy 

m = ^-， (5.6.12) 

Y,f(\\Tiy-xo\\) 

2=1 

显然，由于对任何2/ e (35), 必有一个 i , 使2/ € 0( yi ,£ i ), 从而 (5.6.11) 成立•因 
此分母中至少第 i 项是大于零，因而整个分母大于零.因为 (5.6.12) 中分母、分 
子分别都是2/的连续函数和连续映照，所以步是（沿) — X中的连续映照. 



图 5.4 
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现在证明：当2/ G (而）时，少 (2/) G 事实上，因为 

E /(11取 — xo \\) T iy - J 2 /( II 、_ || )^0 

m - x 0 = 」 -=-^- 

j 2 fmy - xo \\) 

i 

^ f (\\ Tiy - xomT iy - xo ) 

— _i _ 

- ^/(|| T ，2/- xo ||)""" 

i 

_ E f f {\\ T iy - x Q \\){ T iy - x 0 ) 

- -■^/(|| T ^- xo ||)~~ 

i 

丨 ^ f {\\ T iy - x Q \\){ T iy - x ^ 

Y , fmy - xo \\) 

i 

^ 表示对 || T ^- x 0 ||^ l 的项求和，由函数 / ⑷的定义，这种项的系数 f (\\ T iy - 
工 oil ) = 0,所以 V = 0.而表示对 ||Ta - 吻 || < 1的项求和，显然 

11^11 . fmy-xo\\) 

^/(|| T ^- xo ||) E /(|| T i 2/ - x 0 ||)、’ 

i i 

因而 ^( y ) e S . 

( IV ) 利用映照 黾作 S — S 的映照少 如下： 


^/(WTiAx-xomAx 

^( x ) = ^( Ax ) = 1 一 - G 5, 

y ^/ di ^^ - ^oiD 

i 

因为 Ac e (忍)，由（皿）的结论， ^( x ) e S . 又由于步、 4 是连续映照，所以少是 
S — S 的连续映照.由于 AS 是致密集，根据定理 4.9.11 系1，连续映照把致密 
集映照成致密集，所以步把映照成致密集，即 ^( S ) = ^( AS ) 是致密集.又 
显然 S 是凸闭的集.根据 Schauder 不动点原理 (§4.8) 必存在 x e S , 使得 


Y,fmAx-x Q \\)TiAx 

_ i _ 

^/(|| T ^- xo ||) 


(5.6.13) 
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取定 这个％ 并记％ = /( H T ^-^ oll ) 考虑 x 上的方程： 

^/(||T^-xo||) 

i 

otiTiAz = z,z e X , (5.6.14) 

i 

(5.6.13) 说明方程 (5.6.14) 有非零解 z = %由于4是全连续的，所以 C 三 
E ^ iTiA 也是 X 上全连续 算子. 这样（5.6.13)、 (5.6.14) 说明取 r 0 = 

时 ， c = r Q 4 有一个特征值 i . 这就完成命题的 证明. 

( V )利用上述命题证明定理成立.事实上，如果对一切非零 2/,{2 l s 2 /} 在 X 
中稠密，那么 IV 中 C 具有特征值 1. 根据定理 5.6.5 的3°，算子 C 相应于1的 
特征向量空间 k 是有限维的.由于 B 与 C 可以交换，根据 §5.5 引理6的系， 

C A .但 k 是有限维（复）空间，所以 B 在 k 内必有特征值 Ao . 记相应的 
特征向量空间为五 A () . 显然闭子空间五 A 。 # X . 否则将会发生 B = A q J ， 这与假 
设矛盾. 既然私 。一 X，又根据定理 5.5.6 的 4°, E Xo 将是如的不变子空间，这 
样一来，当取 2 / e e Aq ，2 /一 0时， W ^} c E Xo ^ X. 这与 {^ B y } = X 相矛盾•因 
而 B 存在非平凡的超不变闭子空间. 证毕 

系 1设 X 是无限维复 Banach 空间， B 妾0, 并且是全连续的， B 必有非 
平凡超不变闭子空间，因而 S 有非平凡的不变闭子空间. 

证因为 B 是非零、全连续，所以 B 不是倍单位算子.又由于 B 和 B 本 
身可以交换，所以把定理 5.6.7 中义就取为 B 就可以了. 

如果只要求达到系1的结论，可以不用 JIomohocob 定理而直接给它简单的 
证明.这个证明是 H . M . Hilden 给出的.他部分地引用了 JIomohocob 技巧，避免 
了用“不动点原理’’这一深入的工具，而只要用到 Banach 空间全连续算子的非 
零谱点必是特征值，并且特征子空间是有限维及谱半径的定理.下面就是他的证 
明（参见 [12]). 

证 B 是全连续的，如果 B 有非零谱点 A ， 由 §5.5 引理7的性质5°易 
知特征子空间便是 B 的超不变而且是非平凡的子空间.所以下面不妨设 
r(B) = 0. 

仍用反证法，而且定理 5.6.7 的第⑴步仍有效，第 （ I ) 步中4换为现在的 
b 后也仍然有效.由第（ I )步得到：存在中有限个算子，…， r n ， 对任何 
yeBS, 必有某个 K 记为％，使扒= T il2/ e 考察 BT h y eBScBS. 重复应 
用 （ I ) 中所得到的事实，必有乃，…， T n 中某个1 2 ,使於= T i2 BT ilV 
这样得到 


Vm — ... BT'i 1 y G S ， By m G BS, tu = 1,2,3, ••- 
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由于 By m G BS , 所以 \\ By m \\ ^ \\ Bx 0 \\ - \\ B ( x 0 - ym )\\ ^ ||^ 0 || - \\ B \\ > 0•另 
一方面，记 c = maxdlTxll ,.-. , ||r n ||) 时，利用 与 B 可交换，便有 

根据谱半径定理应该有 lim ^||( c 5)-|| = clim^TM = cr ⑼= 0，即 
lim ||52/ m || = 0. 这就发生矛盾. 证毕 

771-^00 

系2设 X 是无限维复 Banach 空间， B e -> X ),如果存在非零多项 
式 P ⑷,使得 p ( B ) 为非零的全连续算子,那么 B 必有非平凡的超不变子空间. 

证因为 p ( B ) 为非零全连续算子，所以5决不会是倍单位算子.再取 
A = p ( B ), 由定理 5.6.7 立即得到系2的结论. 证毕 


习题 5.6 


1.设 K ( x , y ) 是全平面上 Lebesgue 可测函数，而且 


+ 00 

Jj \ K ( x , y)\ 2 dxdy < oo , 


作 L 2 (- oo ,+ oo ) 上线性算子 A : 

/ +oo 

K ( x , y ) f ( y ) dy , 

-OO 

问 A 是否是 L 2 (-oo,+oo) 上全连续算子. 

2. 设 A 为 Z 2 上线性算子，记 e n = (0，...，0,1，0，...） （ 第 n 个坐标为1,其余为 
0), n = l ,2,-.. 时，作线性算子 A : 


OO 

Ae ^ = J2 

j=i 


a jk e j j 


设 £ | a jfc | 2 < oo . 证明 A 是 Z 2 上全连续算子. 

fc ， j=i 


3. 在户中 ，取 { e n } 如习题2 .作户 上线性算子 C / : 

Uei = r - ei + i , i = 1, 2,3, • • • 

% 

证明 [/是 I 2 上全连续算子，并且是广义幂零算子，但0不是特征值. 

4. 设 K ( x , y ) 是正方形 [ a , 6] x [ a , b ] 上可测函数，设 p > l，g + | = l ， 



|K(x,?/)| 9 d^ 


dx < oo . 




. 214 • 


第五章有界线性算子 


证明 P 上线性算子 ^ 

( Af )( x ) =「 K ( x ， y ) f ( y)dy 
J a 

为 P 上全连续算子. 

5 . 设 A 是 Banach 空间 X 上有界线性算子, L 是 A 的闭的不变子空间，在 Banach 空 
间杳= X / L 上作算子 I :王—石.证明 i 是 Banach 空间杳上有界线性算子.如果 A 是 
X 上全连续算子,那么 i 也是步上全连续算子. 

6 . 设 A 是复 Banach 空间 X 上全连续算子， Ao # 0, 并且 Ao 是 A 的谱点,任取 e > 0, 

使得圆 |A - A 0 | 内只含有 A 的一个谱点 A 0 , 令 




2 :ti 



( A /- A ) _1 dA , 


证明下列命题成立. 

⑴是全连续算子，而且 Pi = Pa 。； 

( ii ) Px 0 X 是有限维空间，并且所有相应于 A 0 的特征向量全包含在 中； 

( iii ) P Xo A = AP Xo] 

( iv ) 是，的不变子空间，并且，相应于 Ao 的特征向量全包含在 P ^ 0 X * 

(v) P^ 0 X* = (Px 0 Xr ； 

( vi ) A 相应于 Ao 的特征子空间的维数与 A * 相应于 Ao 的特征子空间维数相等. 

7. 利用全连续算子 Riesz - Schauder 理论给出全连续算子 A 的豫解式 R ( A , A ): 对任何 
AoG a ( A ), A o ^0, 必在 Ao 的近旁有下列展开式 

R ( A ^=(X^ + --- + ^ +Co+ f： c ^-^ 

其中 { C , …= - n，_n + 1，…，0,1, 2,… } 是有界线性算子. 

8. 设 X 是 Banach 空间， S 是 X 上有界线性算子 S # a /， 如果存在非常数多项式 


p ( t ) 和非零全连续算子 A , 满足 p ( B)A = Ap ( B ). 证明 S 必有非平凡的超不变子 空间. 
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在前面一章中，我们介绍了赋七线性空间的概念.对有限维空间来说，向量 
的范数相当于向量的模长.但是，在有限维欧几里得空间中还有一个很重要的 
概念——两个向量的夹角，特别是两个向量的直交.有了它们，就有勾股定理， 
向量的投影等.而在赋范线性空间中，并没有引进这个概念.另外，我们还知道， 
向量的模长与夹角可以用更本质的量——向量的内积来描述.这一章的主要 
内容就是讨论无限维的具有内积的空间的(解析）几何学以及这种空间上的线性 
算子. 

§6.1 基本概念 

不论是实的或复的欧几里得空间都有一个特点，在其中定义了向量的内积， 
并且向量的范数的平方等于该向量与它自身的内积.详细地说，设五"是复欧几 
里得空间,对于中任意两个向量 T = ( a ； i , … , x n ),y = ( yi ，• • , y n ), 规定内积 
( x , y ) 是如下的复数： 

( x , y ) = xiy l + x 2 y 2 H -+ x n y n , 

显然，这样定义的内积 ( x , y ) 具有下述 性质： 

⑴ （2/，工）=(工， 2/); 

( ii ) 当 a , 是复数时 ， （ax + 办, z ) = a ( x , z ) +/3(?/, z ); 

( iii ) ( x , x ) ^ 0, 而且等号成立的充要条件是 x = 0. 其中 x ， y，z e E n . 
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在欧几里得空间中内积概念之所以重要，是由于可以利用它在五"中建立欧 
几里得几何学，例如：向量的交角、垂直、投影等重要几何概念都是由内积表述 
的.在某些无限维空间中也能定义内积概念，使具有性质⑴一 （ m )， 例如平方可 
积函数族 L 2 (五，/ X )中，两向量的内积 ( f ， g ) 定义为 

(/, 9) = [ /( 咖⑷ d "， 

J E 

容易验证它具有性 质⑴一 （ iii ). 这种内积在经典分析三角级数或直交级数理论 
中起着很重要的作用.更一般地，我们引入如下概念. 

1. 内积与内积空间 

定义 6.1.1 设 Z 是实数域或复数域，丑是 Z 上的线性空间，如果对于汉 
中任何两个向量 X ，％都对应着一个数 { x , y ) eA , 满足 条件： 

⑴共轭对称性： X 才任何 x,y e H , ( x ， y ) = { y , x )\ 

( ii ) 对第一变元的线性：对任何 x , y , zeH 及任何两数 a , PeA , 成立着 

(oiX + (3 y , z ) = a { x , z ) + P ( y , z )' 

( iii ) 正定性：对于一切 ： r G H ,{ x , x ) ^ 0,而且（: r ,: r ) = 0的充要条件是 
x = 0. 

那么（•，•）称为 H 中的内积.如果丑上定义了内积，当^是实数（或复数) 
域时，称丑为实（或复）内积空间. 

内积空间是一种极为重要的空间，它在数学物理、量子物理理论、微分方程 
论及概率论中有重要而且广泛的应用. 

我们把上面⑴一 （ iii ) 三条要求稍微作一些分析. 

共轭对称性又称为 Hermite (埃尔米特）性.在条件 （ i ) 中，要求&，?/) = 
(^),如果汉是实空间，那么这个式子就改成 ( x , y ) = ( y , x ), 称为对称性. 
由条件⑴和 （ ii ), 我们得到内积的性质 （ iv ). 

( iv ) 内积（•，.）对于第二个变元来说，是共轭线性的：即对于任何 x ^ y^zeH 
及任何两个数％/5,成立着 


{ z , ax -\- (3 y ) = a ( z , x ) + (3( z ， y ), 

当汉是实空间时，内积对第二变元也是线性的. 

通常的讨论中，内积空间总是假设为复空间. 

引理 1如果汉是内积空间，那么对于任何 x，yeH 


1( 工，2/)| 2 彡（工，工)(2/， 2/). 


( 6 . 1 . 1 ) 




证对任何数 A 都有 
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0 彡 (x - \-Xy,x- {- Xy) = (x,x) -f 2Re{(a;, y)A} -h (y ， y )|/\| 2 ， 

当 2 / = 0 时， (6.1.1) 显然 成立. 设 y / 0,那么 （2/， y ) 〉0,取 A = — 
是使 (6.1.2) 的右边达到最小值的数)，就得到 


( 6 . 1 . 2 ) 


( x , y ) 

{ y ^ y ) 


•(这个数 


(x,x) — 2 


1(工，刈 2 

( y ， y ) 


Kw ) l 2 

iy ， y ) 2 


( y , y )> o , 


这就得到 (6.1.1). 

引理 1 中的不等式称为 Schwarz (施瓦茨）不等式① 

定理 6.1.1 假设丑是内积空间，（•， •） 是丑上的内积，记 Ikll = 

那么 || • || 是一个范数. 

证显然，只要验证 || • || 满足三角不等式（因为范数的其他要求都可以从 
内积的性质直接推出).在 (6.1.2) 中取 A = 1，立即得到 

||工 + 2 /|| 2 = ||工|| 2 + 2Re(a;, y) -h ||y|| 2 , (6.1.3) 

由 Schwarz 不等式，可知 


|Re(:r， 2 /)| < \(x,y)\ ^ ||工||||?/||， （6丄4) 


由 （ 6 丄3) 及 (6.1.4) 即知 

Ib + ylFqizf + SNIiy + lh/fzdli + iy) 2 , 


所以 


b + 2 /ll ^ 11^11 + 112/11- 


证毕 

我们称范数11圳= vT ^ y 是由内积（•，•）导出的荦黎,因此，内积空间按内 
积导出的范数成为赋范线性空间.凡是在内积空间中的极限，收敛等概念，如无 
特殊申明都是指按照这个范数所引出的距离 p 而言的. 

引理 2设 H 是内积空间，那么内积关于两个变元是连续的，也就是当 

Xn TO,2/n 4 2/0 时， {x n ,yn) (^0,2/o). 

① 由引理 1 的证明可以看出 ，当 （.，•) 只满足条 件⑴， （ ii) 和条件 （ iii) 中的 Or^) 彡 0 时， 
Schwarz 不等式仍然成立.因为当 y # 0 时，从 （ 6.1.2) 对一^切 A 成立可推出 （ a;, ?/) = 0 ， 即 
(6.1.1) 仍 成立. 
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证 因为 

\{ x n , y n ) - (吻， 2 / 0)1 彡 \{ x n , yn ) - ( To ,2/ n )| + 1 (^ 0 ,2/ n ) - (^ o ,2/ o )| 

~ \{ x n ~ ^0? 2/n)| + I 工 0, (2/n — Vo)\ 

^ II 工 n — 工 o||||2/n|| + || 工 ollllVn -2/0 ||， 

令 n — 00 ,由于 ?/n — 2 / 0 ,根据§ 4 . 2 , { y n } 是有界的.我们得到 


\{ x n , y n ) - (: r 0 , 2 / 0 )| — 0. 


证毕 


2. Hilbert 空间 

定义 6.1.2 完备的内积空间称为 Hilbert ( 希尔伯特）空间 . 

例 1设 Z 2 是满足条件£ | 〜| 2 < oo 的数列 { a ; n } 全体按通常的线性运 
算所成的线性空间（参看 §4.3)3 

X =(工 1，工2,… ，$ n ，• • •）G Z 2 ，?/ = (2/1，2/2，... ，2/ n ， …） ^ ^ 


时规定 

oo 

{ x , y ) = 

2=1 

可以证明这样定义的 （•，.） 确实满足内积的三个条件，今后在 Z 2 中都是这样 
取内积 . Z 2 是一个 Hilbert 空间（完备性见定理 4.7.1 的系). 

例 2设 L 2 { Q , R ^) (这里丑是 a - 代数）是定义在 D 上的关于//平方可 
积的函数全体（几乎处处相等的两个函数看作是同一个函数)按通常的线性运算 
所成线性空间（见§4.3)，对于 f，ge L 2 ⑷，丑，//)，规定 

(/, g)= [ f{x)g{x)d^ 

JQ 

容易验证这确实是内积，所以 L 2 ⑷，丑,/ X )是一个 Hilbert 空间.（完备性见定理 
4.7.1) 

我们注意，当丑是内积空间，|问|是由内积所导出的范数时，内积也可以用 
范数来表达.当丑是实内积空间时 

( 工， 2/) = ^(lk + 2/ll 2 — lk — 2/ll 2 )， （ 6. 1 . 5 ) 
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当 F 是复的内积空间时 

( x , y ) = ^(\\x -h y \\ 2 - || a ; - y \\ 2 -h i || a ; + iy \\ 2 - i\\x - iy || 2 ). (6.1.6) 

这些可以直接从内积的定义导出.等式 （6.1.5) 及 （6.1.6) 常被称为 极化恒 等式， 
这是一个重要的等式.在内积空间中要多次引用. 

引理 3如果 F 是内积空间， || .|| 是由内积导出的范数，则对任何: r 、?/ e 

成立 

||:e + 2/|| 2 + ||：e — 训 2 = 2(||：e||2 + ||2/||2) . (6.1.7) 

证只要把范数用内积来表示，就得到 

\\ x -\- y \\ 2 -h \\x - y \\ 2 = ( x -\- y , x -\- y )-\-( x - y , x - y ) 

= 2{ x , x ) -h 2( y , y ) = 2(|| a;|| 2 -h || y || 2 ). 

证毕 

如果 if 是二维实空间，等式 (6.1.7) 的意思就是：平行四边形的对角线长度 
的平方和等于四边的长度平方和，所以对一般内积空间，等式 (6.1.7) 也就称为平 
行四边形公式. 见图 6 . 1 . 

引理 3 说明，由内积决定的范数必须适合平行四边形公式. 

平行四边形公式是内积空间中的范数的特征性质.换言之，有 



定理 6.1.2 设 X 是一个赋范线性空间，其中的范数是 || • II . 如果对 X 中 
任何元素: r ， ％范数都满足平行四边形公式（6.1.7)，那么必定可以在 X 中定义内 
积（•，•)，使 M 就是由内积（•，•）导出的范数 • 

证当 X 是实空间时，如果范数 | M | 确是内积导出的，那么我们知道极化 
恒等式 (6.1.5) 成立，这启发我们作 

( x , y)i = \(\\x + y \\ 2 -\\ x - y \\ 2 \ x，y e X , (6.1.8) 
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下面证明，确实是内积.事实上，显然 ( x ^ y)i = ( 2 /, x )! 即内积的条 件⑴满 
足•由 (6.1.8) 显然有 (0, z)i = 0•由 （6.1.7) 及 (6.1.8) 得到 

{ x , z ) 1 + { y , z ) 1 = ^{\\x -h z || 2 - || a ; - z \\ 2 + \\y + 2：|| 2 - \\y - z \\ 2 ) 

在 (6.1.9) 中取 y = Q 得到 

{ x , z ) 1 = 2 (|^) 1 ^ G 

再在这个式中把: r 换做 x + y , 又利用 (6.1.9) 得到 

{ x , z)i -h { y , z)i = ( x -\- y , z ) 1 . (6.1.10) 

对于给定的我们作函数 

f ( t ) = ( tx , z ) i , —oo <t < + 00 . 

由于 （6.1.10)， 显然函数 / ⑷满足函数方程 

f{ti + t 2 ) = /( ti ) + /(亡2), -00 < t u t 2 < +00， (6.1.11) 

又由于当 u — f 时， || u：r 士 z || — I 恥土 4由 (6.1.8), f ( t ) 是连续 函数. 但是满 
足 (6.1.11) 的连续函数/⑷必定是如下 函数： 

f(t) = mt 

(见定理 6.1.2 后附注 1). 因此 

( tx , z )\ = t ( x , z ) i , (6.1.12) 

(6.1.10) 及 (6.1.12) 合起来说明 (-,•)! 适合内积的条件⑻. 

在 (6.1.8) 中，令 = 就得到 

ll^ll 2 =( 工，工 )1, 

所以 (*,•)! 适合内积的条件 ㈣ ).因此，当 X 是实空间时， ( v ) i 即为 内积. 显然 
由内积 ( t ) i 导岀的范数就是原先给定的 hll . 

如果 X 是复的赋范线性空间，我们受到极化恒等式 （6.1.6) 的启发，作岀 

( x , y ) = ^(\\x + y \\ 2 - || a ; - y \\ 2 -h i || a ; + iy \\ 2 - i\\x - iy \\ 2 ) 

= (工， 2/)i +iOr,iy)i， （6.1.13) 
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这里由等式 （6.1.8) 决定.我们来证明这是 X 中的内积.事实上，由等式 
(6.1.10) 知道 

( x , z ) -h { y , z ) = { x ^ ty , z ). 

又由 (6.1.12) 知道对任意实数 a 成立着 

( ax , y ) = a { x , y ), (6.1.14) 

又由 (6.1.13) 可以直接验证 

( i : r ， 2 /) =\{ x , y){\ 2 = -1)， 

因此对于任何复数 a ，(6.1.14) 仍成立.所以（•，•）适合内积的条件 （ ii )， 由 （6.1.13) 
易知 

(2/，工）= ( x , y ), 

再在 (6.1.13) 中令%得到 

( x , x ) = \\ x \\ 2 , 

所以（: r ，?/) 确是 X 上的内积，并且由（: r ，?/) 决定的范数就是 ||： r ||. 证毕 

注 设/⑷(- oo < t <+ oo ) 是连续函数且满足方程 

f(ti +亡2) = f ( ti ) + /⑹， -00 < ti , t 2 < +00， (6.1.15) 

那么对于一切 t 

m = tm . (6.1.16) 

证 首先证明对任何正整数 n 

f ( nt ) = nf ( t ), — oo < t < - foo . (6.1.17) 

事实上，当 n = 1 时 （6.1.17) 显然成立，设对于自然数 n (6.1.17) 成立，由 (6.1.15) 
得到 

f (( n -\- l ) t ) = f ( nt ) -h f ( t ) = (n + 1)/ ⑷， 

所以对 n + 1, (6.1.17) 成立.由数学归纳法，对一切正整数 n ，(6.1.17) 成立.对 

任何正有理数两次利用 (6.1.17) 得到 
m 

/(!)=0~ (1) ， 

\mJ \ m ) m 
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在 (6.1.17) 中取 n 〉1及 f = 0,立即知道/(0) = 0;又取 h = - t 2 = t 就得到 

- / ⑷. 

所以对一切有理数 t ，(6.1.16) 成立，再利用函数/⑷和 t / ⑴的连续性立即可知 
对一切实数 t ，（6.1.16) 成立. 证毕 

定理 6.1.1 及 6.1.2 说明,赋范线性空间成为内积空间的条件是范数满足平行 
四边形公式.由此可以说明：并非每个赋范线性空间都是内积空间.例如 LP [ a , b ] 
当 p > l，p / 2时，它就不是内积空间.因为容易验证向量 c (常数函数）和另一 
个适当的非常数函数: r 就是 LP [ a , b ] 中不满足平行四边形公式. 


习题 6.1 

1. 举出五个赋范线性空间，它们的范数都不能由内积导出. 

2. 设丑 1^2，...，丑 n , …是一列内积空间.令 R= | { Xn)\Xn G R ni ^ || x n || 2 < OO 

L n=l 

当 {〜} 、 {Vn} e R 时规定 a{x n } + /3{y n } = {ax n + /3y n } 是数)， 

({^ n }, {2/ n }) — (工 n ，2/ n ). 


证明 K 是内积 空间. 又设 Ru{n = 1，2,3，...） 都是 Hilbert 空间，证明 H 是 Hilbert 
空间. 

3 .设丑是 n 维线性空间，{ 61 ， • • •， e 7 J 是丑的一组基，证明 （•, •） 成为丑上的内积的 
充要条件是存在 nxn 正定方阵 A = ( a M J , 使得 



— 〉: 
/X ， l/=1 


4. 设丑是内积空间，2/ € if . 证明 : r h z € if 是 if 上的连续线性泛函，而且它 
的范数是 IMI . 

5 . 设丑 是内积空间， X 1, X 2 , ♦•- 是丑中的向量，它们满足条件 


( Xp , X u ) = 



当 M 一 h 
当 M h 


证明 { xi ,... , x n } 是一组线性无关的向量. 

6•设（•，.) 0 是线性空间^上二元函数，满足内积条件中的 （ i ) 、⑼以及 （ iii ) 中 Or ， 咖彡 
0 (x G H ). 如记 p ( x ) = { x , x ) l ， 证明 p (: r ) 是 if 中的拟范数; ^( jp )/ = { x \ p ( x ) = 0} 是线 
性空间.在商空间 H /^ K ( p ) 上规定 


( x , y ) = ( x , t /) o , xexe h / j ^ ( p ), y eye H / J ^ ( p ) 
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证明（•， •） 是 H / jK ( p ) 上的内积. 

7. 证明任何内积空间必可完备化成为 Hilbert 空间. 

8 . 设 p(t) 是 （-oo，+oo) 上任何非负 Lebesgue 可测的实函数，丑是 （-oo，+oo) 上 

/ +oo 

1/⑷ l 2 p(t)dt 的/⑷全体.证明丑按通常函数的线性运算 

-oo 

以及 

/ +°° _ 

-oo 

成为 Hilbert 空间. 

§6.2 投影定理 

1. 直交和投影 在内积空间中，因为向量之间定义了内积，我们可仿照欧 
几里得空间引入直交及投影的概念. 

定义 6.2.1 设 F 是内积空间，（•，•）是其中的内积.如果 F 中两个向量 
x 、 y , 使 ( x , y ) = 0,就说: r 与 2 / 直交， 记作 xLy . 设 M 是丑的子氣当: r 与 M 
中一切向量2/直交时，称: r 与 M 直交，记作 xLM . 设 M 与 TV 是 F 的两个子 
集，如果对任何: reM 及 2/ GAT 都有 xLy , 就称 M 与 TV 直交，记作 M 丄 AT •设 
M 是 F 的子集， F 中所有与 M 直交的向量全体称为 M 的 直交补 （集)，记为 

M 丄 • 


从直交的定义，易知有如下 性质： 

⑴直交是相互的，即: r 丄2/时， y ± x ] 

( ii ) xLH 的充要条件是 : r = 0; 

( iii ) 当 M C TV 时， M " 1 D 7 V 丄； 

( iv ) 对任何 M cH , Mf ] M ± = {0}; 

( v ) 勾股弦定理：当: r 丄 ? /时， 

||:r + 2/|| 2 = M 2 + |M| 2 . 

引理 1设 if 是内积空间， MCH , 那么 M 丄是 if 的闭线性子空间. 

证如果 X \^ X 2 G 那么对任何 y G M 有 ( xi , y ) = ( x 2 , y ) = 0,这时对 
任何数 ai , a 2 , 由内积的性质 （ ii ) (见 §6.1) 得到 

(aixi -\- a 2 x 2 , y ) = oti { xi , y ) a 2 { x 2 , y ) = 0 , 

因此 a \ X \ -h a 2 X 2 与任何 y e M 直交，即 a \ X \ -h ol 2 X 2 ^ Af 丄，所以 M * 1 是个 
线性子空间.又如果: r n G M \: r n — 吻，那么由内积的连续性,对任何 yeM , 
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成立 


(xo,y) = lim (x n ,y) = 0, 

n—>oo 

所以： r 0 G Mi . 因此 M 丄是个闭线性子空间. 证毕 

系 设 M C F ，_{ M } 是 M 张成的闭线性子 空间. 那么（_{从})丄= 

M 丄. 

证 因为 span { M } D M , 所以（兩 Si { M }) 丄 C M 丄. 反过来，如果: r G M 丄， 
即 xLM , 这时 M C {村夂由引理 l ^ x } 1 - 是闭线性子空间，所以 span { M } C 
{工}丄，因此 a ;_ Lspan { M }, 这样就得到: c G 筛 m { M }) 丄. 可见 A /丄 C (兩 m { M }) 丄， 
从而 M " 1 = ( spanjM })- 1 -. 证毕 

定义 6.2.2 设 F 是内积空间，及 M 2 是 if 的两个线性子空间，如果 
M4M2 , 那么称 M = G M u x 2 e M 2 } 为腿与 M 2 的直交和，记作 

Mi © M 2 . 

类似地可以定义有限个线性子空间的直交和. 

根据直交的性质 （ iv )， 直交和的 ㊉ M 2 必是直接和. 

显然（读者自己证明)， 

( vi ) 假定全空间丑 分解为職与 M 2 的线性和，则它为直交和的充要条件 
JiMi = M 2 - L ,M 2 = M 1 - L . 

定义 6.2.3 设 M 是内积空间丑的线性子空间， x e H , 如果有： r 0 G 
M , Xl ± M , 使得 

x = xo xi, ( 6 . 2 . 1 ) 

那么称 : ro 是: r 在 M 上的 （直交）投影或: r 在 M 上的 （投影）分霣. 

一般说来，对于内积空间丑中的任意向量: r 及任意线性子空间 M ，: r 在 
M 上的投影并不一定存在.但是如果: r 在 M 上有投影的话，那么投影必定 
是唯一'的，因为如果: To 及0^都是: E 在 M 上的投影，由定义可知 ^0)^0 ^ 
M , x - : To 丄 M ， a ; - x f 0 A . M , 因此 : to - 外既属于 M ， 又与 M 直交，而与自身直交 
的元只有零向量，所以 : To =蚌. 

投影有下面的重要极值 性质： 

定理 6.2.1 设 M 是内积 空间丑 的线性子空间， xeH , 如果 : ro 是: r 在 
M 上的投影，那么 

lk -^ o || = inf || a ;- 2 /||, (6.2.2) 


而且: r 0 是 M 中使 (6.2.2) 式成立的唯一的向量. 
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证因为: To 是: r 在 M 上的投影，所以 xo e M,x - xo - LM . 对于任何 

y e M ， 由于 : r — 2 / = ( 工 - 工 0 ) + ( 工 0 - 2 /)， 而: E 0 — 2 / e M ， 因此： r - : To 丄工 o _ 2 /， 故 

由“勾股定理”得到 

II 工 一 2/ II 2 = II 工一工 oil 2 + || 工0 _ 2/|| 2 彡"工 _ 工 oil 2 , (6.2.3) 

显然（ 6 . 2 . 3 )式中只有在 x 0 = y 时才成立等号•由 (6.2.3) 式即知（ 6 . 2 . 2 )式成立， 
并且 (6.2.2) 式中右边的下确界只有在 y = x 0 时达到. 证毕 

定理 6.2.1 说明用 M 中的元?/来逼近: r 时，当且仅当?/等于: r 在 M 上的 
投影: ro 时，逼近的程度最好.因此在随机过程理论和逼近论中常用投影的这个 
性质来研究最佳逼近. 

下面我们要证明当 M 为 H 的完备子空间时，丑中任何元: r 在 M 上的投 
影必定存在.因此丑可以分解成 M 与 Mi 的直交和. 

将向量向子空间投影，这在欧几里得空间的解析几何学中也是一种重要的 
方法.本章前几节所研究的也正是欧几里得空间中投影理论的拓广,它可以看成 
Hilbert 空间中解析几何学的一部分. 

2 . 投影定理 

引理 2 (变分引理） 设 M 是内积空间 if 中完备①的凸集， xeH . i ^ d^J 
: r 到 M 的距离 

d = d(x, M) = inf ||工一 2 /||， 
yeM 

那么必有唯一的 x 0 eM 使得 ||:r - : r 0 || = d . 

证由距离的定义，必定有 M 中点列 {x n } 使得 \im^ \\x n - a ;|| = d. 这样 
的点列称为“极小化”序列.下面证明 { x n } 是基本点歹！ §6.1 的平行四边形 
公式 （0. 7 ) 得到 

2 2 = M 2 + || n || 2 - 2 - 工 2 ， (6.2.4) 

因为 M 是凸集，所以 ^ L ±^ IL- X > d •由 （ 6 . 2 . 4 )式得到 

0^2 Xrn 2 Xn ^ Wxm - x\\ 2 -h \\x n - x\\ 2 - 2d 2 , 

令 m，n —> 00 ,就有 lim \\xm - x n \\ 2 = 0, 所以 { x n } 是基本点列. 

m ， n—^oc 

①指 M 按 H 中的距离成为完备的度量空间. 




• 226 • 


第六章 Hilbert 空间的几何学与算子 


因为 Af 是个完备的度量空间，所以有 : To G M , 使:^ To . 这时 || a ; — a ； o || = 

lim ||a; — a; n || = d. 

如果 M 中还有元 2 / 0 使 \\x - ?/ o || = d , 那么点列{吻， 2 / 0 ,工 o ,2/ o , … } 显然 
是“极小化”序列，因此是基本点列，这就说明 : ro = 也就是说在 M 中使 

\\x — a ； o || = d 的兀: To 是唯一^的. 证毕 

这个变分引理是内积空间的一种极值可达的基本引理.这里是不用紧性之 
类条件的，所以在分析数学中用得很普遍.例如它在微分方程，现代控制论等中 
都有重要应用（参见 [13]). 由于线性子空间是一个凸氣在本书后面应用这个引 
理时,常是用到当 M 是内积空间的完备的线性子空间时的情况. 

引理 3 设丑是内积空间 ， M 是 H 的线性子空间 ， x e H , x 0 e M , 如果 
|| 工 —Toll = d(x, M )， 那么 : r — xo-LM. 

证任取 zeM . z ^ O , 这时对任何数 A ， 因为 : ro + Az e M ， 所以 


d 2 ^ || a ; -x 0 - \ z \\ 2 = \\x - xq\\ 2 - 2 Re ( A ( a ; - x 0 ),z) 4 - | A | 2 || z || 2 , (6.2.5) 


令 A = (工：？ /) (这是使 (6.2.5) 式右端取极小值的 A )， 就得到 


ikir 


d 2 ^ \\x — || 2 — 2 


\(x-x 0 ,z)\ 2 t \(x-xo,z)\ : 


Ilf 


Ikll 2 


Ik -Toll 


2 \(x-X 0 ,z)\ 2 


W 2 


因为 ||:r - 工 0 ||二 d ， 所以 （: r - 工 0 ,之） = 0. 这就证明了 : r - x 0 丄 M . 
由引理2、3立即得到下面的 


证毕 


定理 6.2.2 (投影定理） 设 M 是内积空间丑的完备线性子空间，那么对 
任何 : r e i 7，: r 在 M 上的投影唯一地存在.也就是说有 ： ro G 使 

X = Xo Xi , 而且这种分解是唯 一的. 特别地，当 : E G M 时，: Eq = a ：. 


证 由引理2有: E 0 e M ， 使||工-工 0 || = inf || a ;- 2 /||, 又由引理 3，: e -: eo 丄从， 

yeM 

因此记 : El = T - To 时，: To 、^1就满足定理的要求，工0就是: r 在 Af 上的投影.唯 
一性前面已经证明过了.特别地，当 : r G M 时 ， inf ||:r - 2 /|| = 0,所以 : ro =工. 

yeM 

证毕 

投影定理是 Hilbert 空间理论中极其重要的一个基本定理.这个定理在一般 
的 Banach 空间中并不成立.因为在一般情况下并没有直交概念，即使是性质较 
好的空间如和 P 等，当 p / 2时，这个定理也不成立.有了这个定’ 
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理，在 §6.5 中我们将看到，可以把 Hilbert 空间中的闭线性子空间与投影算子一 
一对应起来,而且空间之间的关系与投影算子之间的关系是完全对应的，简直可 
以把闭线性子空间和投影算子看成一回事. 

系 1设 M 是内积空间丑中的完备线性子空间，而且 M 一丑，那么 M 丄 
中有非零元素. 

证 由于丑一 M , 取 x G if - M ， x 在 M 上的投影记为 x 0 , 这时 x - x 0 丄 M ， 
但因 xeM , x 0 eM , 所以 X - Xo ^ 0 . 证毕 

容易看岀， 幸尽晕 Hilbert 牵同， M ^ H 昀吊 __ 于宰间吋,引琿？、？ 
和定理 6.2.2 及系1等都成立. 

系 2 设丑是 Hilbert 空间， M 是 H 的线性子空间，那么 M = ( 从 1 产 .特 
别地，如果 从丄 = {0 }， 那么 M 在丑中稠密. 

证 由引理 1， （ Mi ， 是丑的闭线性子空间，它也可以看成是一个 Hilbert 
空间.显然 （ M 丄)丄 D M , 而 M 是包含 M 的最小闭集，所以 M c ( M 丄)丄.另一 
方面，由§4.4, M 也是 Hilbert 空间 （ M 丄)丄的闭线性子 空间. 如果 M _ ( M 丄)丄, 
那么由系1必有非零向量 : r G ( Mi )' 而且 : r G M ± . 但 : r G ( M - 1 )- 1 , 所以 x 丄 x ， 
这和 x 一 0 矛盾. 因此 ( M ± ) ± = M . 

系2的别证 根据定理6.2.2、引理1及其系， 

if = M ㊉ ( M ) 1 - = M ㊉ M 丄， 


所以由 （ vi ), M = ( M 丄)丄 

特别当从丄= {0} 时， （ M 丄)丄={0}丄=丑，所以 M = H . 证毕 

例1 (最小二乘法）在实际课题中经常遇到这样的问题:设有 n + 1个变 
量 ^0 ^ ^1 • 7 $71， 在 m 次观察中它们每次的观察值是 = 
1，2,…， m. 我们现在要用变量 X!,x 2 ,... ,x n 的线性组合近似地表达 x Q ， 就是要 

求岀数 ai , o ；2, …， a n 使得 xg ) — j = 1,2 ，…， m , 尽可能地小.我们 

用这些误差的平方和来作为衡量总^差的标准，那么问题就归结为求 
〜，使 


又如在实际问题中常遇到如下的函数逼近论 问题： 对于给定的一个较一般 
的函数/，研究用给定的 n 个函数外，…，％的线性组合来逼近/，使得误差的 
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平方平均值最小.具体地说，例如/ G L 2 [ a ,6],^-= = 1，2,…， n ， 我们要 

求出一组数 ai , a 2 , •• - 使误差 



达到最小.这就是要研 究:用 n - 1次多项式 p = 来逼近/时，怎样的 

多项式使逼近的误差最小.误差达到最小的多就称为垵平方平均晕侓谭坻 
多 项式.求这种多项式的问题就称为按平方平均最佳逼近问题.类似地还有用 
三角 i 项式，或阶梯函数，或样条函数来逼近给定函数的按平方平均最佳的逼近 
问题. 

在概率论，特别是随机过程理论中也有类似的问题.设 {n,R,p ) 是一个测 
度空间， H 是 a - 代数，而且 P{Q) = 1,这时称说 R ， P ) 为概率测度空间， P 称为 
概率测度. (n,R) 上的可测函数称为一个随机变量.设 x 和 x 1 , x 2 ,..., x n ® 
L 2 (n,R,P) 中给定的 n + l 个随机变量，在概率论中，常要求出 n 个数的，…， a n 
使二阶矩 


i/=i 

达到最小，这是用 x lr .., x n 的线性组合来估计 X 的最佳估值问题. 

所有上述类似问题都可以抽象成如下的 问题： 

设丑是内积空间， x , xi , x 2 , ••- ， x n 是丑中 n + l 个向量，要求出 n 个数 
ai , a 2 , •• - , 0 i n 使得 



x — > ol u x v = min 

这个问题的解法 如下： 我们不妨设 A ，…，〜是线性无关的，不然的话，只 
要从 xi ， X 2, … ， x n 中取出彡 n ) 个线性无关向量，譬如 { xi ， … ， x fc }， 使得其 
余的都是这 A : 个向量的线性组合，这时我们只要考虑 A ，…，以的线性组合好 
了.令 M 表示&，•••，〜的线性组 f 全体所成的 n 维线性空间，根据§4.9, M 

是完备的，因此由引理 2 必有 xo = E Oii/Xj/ G M 使得 ||x - xo|| 达到最小，由引 

l/=l 

理3 


x 




{x - x 0 ,y) = 0, y e M, 




这显然等价于 
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(x — Xo,^^) = 0 ， // = 1 ， 2,… ， n ， 


而这就是代数方程组 


〜(〜，= (x, x M ), " = 1 ， 2,… 


n . 


由于引理2,达到最小的 o ； i , Q 2, ••- , a n 是唯一的，所以上述代数方程组的解是唯 
一的，因此方程组的系数行列式不等于0,其解就是 


( Xl ， Xl ) … 

(工，工 1) … 

( x n , Xi ) 

(工1,$2)... 

( X , X 2 ) … 

(工 n ， 工 2) 

( Xi ， x n ). •. 

( X ， X n ) … 

{ x n , x n ) 

(工1，工 1) … 

(工 … 

{ x n , Xi ) 

(工 1,工2)... 

(工 I /，工 2)... 

( x n , X2 ) 

(工1,工 n ) … 

( Xj / ， x n ) • • • 

( x n ， x n ) 


1/ = 1，2, ... ， n . 


习题 6.2 

1. 证明直交的性质⑴一 （ Vi ). 

2. 设丑是内积空间， N 是 H 的线性子空间，证明 ：当及 是完备时，及 =(，)丄 

3. 设 F 是内积空间， M、N CH . 设 L 是 M 和 iV 张成的线性子空间，证明 Li = 
M - L f ] N ± . 

4. 设（0^)，0^)，... ， o ^))， i = l ，2，... ，爪是已知实数组.利用投影定理求实数的，…， 
Oin 使得 

m / n \ 2 

E 

i=l \ j=l / 

达到极小. 

定义 6.2.4 设丑是复线性空间，是丑上二元函数，并且是双线性 Hermite & 
函（即满足内积的⑴、 （ ii ) 要求)，称 （//，[•，•]为拟不定内积空间. 设 a ; G 丑， 如果分别满足 
[ rr , rr ] > 0、 [ x , x }<0, [ x , x ] = 0, 那么分别称 a ; 为 正性、负性、零性（或迷向）向 置； L 是丑 
的线性子空间，如果 L 中一切向量都是正性（或负性、或零性)，那么称 L 是 F 的正的 （或 
负的 、或零 性的）子 空间； 如果 L 中一切 o ; 都满足< 0 ( 或 [ x , x ]^0), 那么称 L 是 H 
的 半负的 （或半 正的）子空间. 
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5. 设（丑,[•，.])是拟不定内积空间， L 是丑的半负（或半正）子 空间. 证明 （ i ) 对任何 
x，y e L ， 下面的 Schwarz 不等式成立 

|[ a ;， y ]| < [ x , x ][ y , y ]. 

( ii ) 当 L 不是半负（或半正）子空间，而是一般线性子空间时，举例说明上面 Schwarz 不 
等式不成立. 

定义 6.2.5 设（丑, M ) 是复的拟不定内积空间， a;、y G 丑，如果= 0,称 rr、y 
相互直交，记为 x ± y . (同样可定义集 M 、 AT 相互直交，记为 M ± N - 而= { y|y G 
H , [ y , x ] = 0 ,xe M }). 

6. 证明⑴ 在拟不定内积空间（丑, [•，•]) 中， L 0 = { x \[ x , y \ = 0, yeH } 必是 F 的零性 
子空间. 

( ii ) 在商空间 H / L 0 上引入不定 内积: 对任何 x , yeH / Lo , 

[壬，玥〜= [ x , y ], xex^yey 

证明丑 / L 0 在卜， •] 〜下成为拟不定内积空间，并且不存在非零 x e H / L 0 l 使得问，玥〜= 0 
对一切及 e H / Lo 成立. 

定义 6.2.6 设 ( H , [•,•]) 是拟不定内积空间， L 是丑的线性子空间，如果 Lf | L 丄 = 
{0} (这里“丄”是按不定内积直交)，称 L 是丑的非退化子空间.如果丑本身是非退化的， 
称 H 是不定内积空间. 

7 . 设（丑,[•，.])是不定内积空间， M , N 是两个线性子空间，并且丑= M + iV. 如 
果 M 丄 iV. 证明线性和 M + N 必是直接和 M + N , 并且 = N . N 1 - = M . 从而 
M ±A - = M , N ±± =N (此地“丄”均按不定内积 [•,•] 直交的意思). 

8. 设 L 是不定内积空间（丑，卜， .]) 的一个线性子空间，并且是半正的（或半负的). 证明: 
如果 L 中有零性向量\那么 z 必 按卜, •] 与 L 直交. 

9. 设 L 是不定内积空间（丑, [.,•]) 中一个有限维线性子空间，并且是正（或负）子空间， 

那么 

⑴对任何 xeH , 必存在 rr 。 6 L ， 使得 

[x - x 0 , x - Xo ] = inf {[x - y , x - y ]}， 

y£L 

(或 [ a ; - x 0 , x - x 0 ] = sup{[x - y,x — y ]}). 

yeL 

( ii ) 对于 （ i ) 中的帥，有 a :— 邡丄 L (从而丑 = L © 这里“ ©” 是直交和） 

举例说明，当 L 是半负（或半正）子空间时，⑴、 （ ii ) 未必成立. 

(注： 习题9可以推广到 L 是无限维线性子空间情况，但需补充 假设： 当 L 为正（或负) 
子空间时， L 按[•， .] (或-[.， •]) 成为 Hilbert 空间） 

10. 设（丑，[•， .]) 是不定内积空间， L 是负子空间，如果 sup {dim L } = k < oo . 证明： 

LcH 
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( i ) H 中任何负子空间 k 必可扩充成极大负子空间，即存在负子空间 L ' 使得 t D L ， 
并且不能在 L ' 上增加新的负性向量 n ， 使 span { L , n } 成为负子空间（提 示： 用习题 9). 

( ii ) dim L ! = k . 

( iii ) L f± 必是正子空间，并且丑 =1/ © L f± . • 

§6.3 内积空间中的直交系 

§6.2 中证 明了： 在内积空间丑上，一个向量 x 在完备线性子空间 M 上的 
投影是达到极值 inf llx - 2 / H 的向量.这一节将提供如何具体求出 xo 的有 

yeM 

效方法. 

1. 就范直交系 类似于欧几里得空间中的直交坐标系，在内积空间中可引 
入直交系的概念，它也是数学分析中直交函数系概念的拓广. 

定义 6.3.1 设多是内积空间丑中的一族非零向量，如果多中任何两个 
不同向量都直交，就称多是丑中的 一个直交系. 如果直交系多中每个向量的 
范数都是1，就称多是 就范直交系. 

例 1 在 n 维欧几里得空间中 

ei = (1，0,0,…，0)， e 2 = (0,1，0,…，0)，…， e n = (0,0,0,… • ， 1) 

组成就范直交系. 

例 2在实空间 L 2 [0,2 ji ] 中，规定内积为 

= - f ( x ) g ( x)dx ( f ( x ), g ( x ) e L 2 [0,2 jt ]), 

^ Jo 

这时 -^=, cos x , sin x , cos 2 x , sin 2 x , ••- ， cosnx ， sinnx ， …组成 L 2 [0, 2 jt ] 中的就范 
直交系①. 

由定义立即可知，如果多是内积空间丑中的直交系（就范直交系)，那么多 
的任何子集也是丑中的直交系（就范直交系). 

①对于复 L 2 [0,2 jt ]， 只要规定 


(f,g) 



f(x)g(x) dx 


也是正确的. 
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在数学分析中，我们曾见到过 Fourier (傅里叶）级数，对于函数 /( x ) e L 2 [0, 
2 jt ], 我们称 


ao 


f ( x)dx = (/, 1), 


f ( x ) cos nxdx = (/, cos nx ). 


bn 


f ( x ) sin nxdx = (/, sin nx ) 


为函数 /( x ) 关于三角函数系的 Fourier 系数. 

这个概念可以作如下的 推广： 

定义 6.3.2 设多是内积空间丑中的就范直交系 ， x G 丑，数集 

{( x , e)|e G 

称为向量 x 关于就范直交系多的 Fourier 系数集，而数 ( z ， e ) 称为 x 关于 e ( G 多) 
的 Fourier 系数' 

例3如果一列函数 { e n (0 }(n = 1,2,3,-..) 都属于复空间 L 2 [ a ,6], 而且 

[ = (5 nm (71，771 = 1，2, • • •）， 


那么 { e n } 是 L 2 [ a , 6] 中的就范直交系，这时 x G L 2 [ a , b](x = x ( t )) 关于 
Fourier 系数就是 


的 


an = ( 工， ^n) 


：( t ) e n ( t)dt (n = 1，2,3,…) • 


特别地， { e i2 ^}(n = 0,± l , 土2,…）是复 Hilbert 空间 L 2 [0,1] 中的就范直交 
系，对于/ G L 2 [0,1], 它的 Fourier 系数为 

c n = 广 f ( t) e - i2nnt dt (n = 0,± l ,±2,.*.). 

Jo 


①对于例 2 中三角函数组成的就范直交系来说，按这里的定义，/关于^的 Fourier 系数 

为 (/，_)， 与数学分析中 Fourier a 0 = (/, 1) ^ 

余的各项 cos nt , s \ nnt(n / 0) 的 Fourier 系数，这里的定义和数学分析中的完全一致. 
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引理1设 { e !, e 2 ,... , e n } 是内积空间丑中的就范直交系 ， M = 

71 

span { ei ,... , e n }.x G H , SP 么 x 0 = ^ 2 ( x , ei ) ei 是 x 在 M 上的投影，而且 

1=1 

|| xo || 2 = ^|( x , e 0^|| x - x o || 2 = | N | 2 -^ 

1=1 

71 

证显然， x 。 = y ^( x , ei)ei e M , 而且 （ x。，ej = ( x ， ej，（i = 1，2,…， n )， 因 
2=1 

此向量 x - Xo 与 { ei ， e 2 , …， e n } 直交，所以 x - x 0 丄 M . 故是 x 在 M 上的 
投影.又由于 e !, e 2 ,... , e n , x - x 0 是两两直交的，由勾股定理即知 

iM 2 = Eij(whii 2 = Ei( x ， e 0i 2 ， 

i=i i=i 

II 工 II 2 = Il ( x - Xo ) + x 0 \\ 2 = \\x - x 0 \\ 2 + || x 0 || 2 

HIx-xolp + flMI 2 ， 

1=1 

因此 ， lb - x 0 || 2 = || x || 2 - || x 0 ||2 = || x || 2 - f I ( x ， e ,)| 2 . 证毕 

1=1 

引理 1 表明：如果 M 是内积空间中有限维线性子空间（它必是完备的)，这 
时只要在 M 中选个数为 dimM 的就范直交向量 { ei ，…， e n }(n = dim M ). 那 

么，任何丑，在 M 上投影 xo 就是 ^( x , e ,) e ,. 特别地，当 M 是一维子空间 

1=\ 

{ ae }( a 是数） B 寸， 如取 || e || = 1，那么: r 在 M 上投影是 x 。 = ( x , e ) e . 

系1设 { ei ， •••，〜}是内积空间丑中就范直交系，那么对 xeH , 

^|( x , e ,)| 2 ^|| x || 2 . (6.3.1) 

i=l 

系2设 { ei ，... , e n } 是内积空间 H 中就范直交系， xeH , 那么对任何 n 

^1 j ^2， • • • ，， 

n n 

x ~^ 2 aiei 彡 x ~ ei ^ ei ， （6.3.2) 

i=l i=l 

而且当 (6.3.2) 式等号成立时必定叫 = ( x , ei ). 

n 

证由于 xo = D ( x ， ei)ei 是 x 在 M 上的投影，由定理 6.2.1 即得系 2. 

1=1 

下面推广上述有限维 M 到无限维情况. 
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定理 6.3.1 (Bessel (贝塞尔）不等式） 设多= { e A |A € Z } ①是内积空间 
H 中的就范直交系，那么对每个 : r G 的 Fourier 系数 {( x ， e A )|A G Z } 中最 
多只有可列个不为零而且适合 Bessel 不等式 

^|( x , e A )| 2 ^|| x || 2 . (6.3.3) 

AG/l 


证如果 Z 是有限集，那么 （6.3.1) 式就是 Bessel 不 等式. 如果 Z 是可列集 
多 是由一列元 ei ， e 2 , …， e n ，…所成的就范直交系.这时对任何正整数 n ，（6.3.1) 
式成立，令 n — 00,就得到 （6.3.3) 式. 

对于 Z 是不可列集的情况，由于 （6.3.1) 式成立，所以当 x 固定时，对任何 
正整数 n , 多中使 |( x , e A )|^ i 的向量 e A 也只能是有限个.记多 n = { e A |A G 

|( x , e A )| ^ -) (这里 fn 是依赖于工的)，并记^ = M ^ n , 可见多至多是可 
n ) 

n=l 

列氣而当 e A G 多 - F 时， （ x ， e A ) = 0. 因此 

^2 K^ e ^)l 2 = S l(^e A )| 2 ^ ||x|| 2 . 

入 ^ e A G# 


证毕 

系设是内积空间丑中的就范直交系，那么对任何 x e H , 必有 
lim ( x , e n ) = 0. 

fl —OO 


OC 

证由定理 6.3.1 知级数 ^2 l ( X ， e n )| 2 收敛，即得 ^ H ( x ， e n ) = 0. 

n=l 

这个系在 L 2 [0,2 jt ] 中用于就范直交三角函数系（见例 1) 的情况下，就是 
Riemann-Lebesgue 弓 I 理. 

Bessel 不等式表示向 量在多 中每个就范向量 e A 上投影 Or ， e A ) e A 的“长度” 
平方的和不超过: r 的“长度”平方. 

2. 直交系的完备性 为了研究 Bessel 不等式 （6.3.3) 什么时候成为等式，引 
入下面的定义. 


① 这里 Z 表示指标集. 

② 由于这里 Z 可能是不可列集，因此 （6.3.3) 式隐含这样的意 思：使 |( x , e A )| 2 〉0的； V e Z 
最多只有可列个 ， f l (^ e A )| 2 表示对中使 |( x , e A )| 2 〉0的 A 求和. 

入 e/i 
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定义 6.3.3 设 { e A |A G A } 是内积空间 H 中就范直交系，如果对任何: r G 
H , 成立下列 Parseval (帕塞瓦尔）等式 

||x|| 2 = D(x ， e A )| 2 ， (6.3.4) 

入 


称直交系 { e A |A G 埒是丑中 完备直 交系. 


如果向量 x 对于就范直交系 { e A |A € A } 成立 （6.3.4) 式，就称 x 关于 { e A |A € 
完备公式成立.这个公式相当于有限维空间上勾股定理的推广. 

设 { e A |A G A } 是内积空间丑中就范直交系，又 { a x \X G A } 是一族数，如 
果 { a x \X e A } 中最多只有可列个不是零，例如 〜一 0化= 1,2,3,-..), 并且 
\ a u \ 2 < 00,这时由 



〉: 

i/=n 



2 


易知 


{S 


Q ^ ivC ] 


是 H 中基本点列.如果存在 yeH , 使得 


E Oii / Sj / —■ lim 〉» 

tj . ― 』 


那么称 E 0 L\e\ 是收敛的， y 是它的极限 . 这时就记 y = ^ 0 i\e\. 

xeA xeA 

定义 6.3.4 设多 = {e A |A € A } 是内积空间丑中的就范直交系，对 x G 丑， 
形式级数 E(x ， e A )e A ( 不管它是否收敛）称为向量 : r 关于多的 Fourier 级数 ，或 

入 

Fourier 展开式. 当 x = ^(x ， e\)e\ 成立时，就称 : r 关于 f 可以展开成 Fourier 

入 e/i 

级数. 


当: r 关于多 可以展开成 Fourier 级数时，展开式 x = [( x ， e A ) e A 的几何 

入 € / 

意义就是向量 X 等于它在多的每个 e A 方向的分量 （ x ， e A ) e A (根据 Bessel 不等 
式，最多只有可列个分量不是零）的和. 

定理 6.3.2 设多= { e A |A G A } 是内积空间丑中的就范直交系， E 为多 
张成的线性闭子空间，那么对于 xeH , 下面三个结论是等 价的： 

( i ) xeE . ( ii ) || x || 2 = ^2 |(^, e A )| 2 . ( iii ) x = ^( x , e A ) e A . 

入 €欠 入 
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证 （ i)—(ii): 由 Bessel 不等式有 |( x ， eA )| 2 彡 || x || 2 . 如果 Parsevl 等式 

不成立，必有某 xeE , 使得 

||xf-^|(x,e A )| 2 = a 2 >0 (a > 0). 


但是 : r G E ， 因此: r 必是多中有限个向量的线性组合的极限.对于 a ， 总有 

71 

有限个向量 • • • , e n G ^以及数 ai, …， a n , 使得 x — 〉: o^ei < a. 根据引 


理1的系2及引理1，又有 


a 2 > x - 


n 

i=l 




ll^ll 2 -^ l(^^)| 2 ^||x|| 2 -^ |(x,e A )| 


2 = a 2 . 


显然，这不可能，所以 （ ii ) 成立. 

已知 ||x|| 2 = E |( x , e A )| 2 , 记 {(x,e A )|A G A} 中不是零的数为 

入 

{(^ e ,)}, 它最多是可列集.对任何正整数 n ， 由引理1， 


^2(x,e u )e u = M 2 — t 10^)1: 


(6.3.5) 


当 n —► oo 时, (6.3.5) 式右边 


lim || x || 2 - Z |( x ， ej 2 = || x || 2 - £ |( x ， ej : 


||x|| 2 -^|(x,e A )| 2 =0, 


所以 lim x - y ^( x , ejey = 0,即 


= y^(^,e A )eA. 


( iii )—( i ): 已知 x = y ^( x , e A ) eA , 显然 x 是多 中有限个向量线性组合的极 

入 

限，即 X e 证毕 




§6.3 内积空间中的直交系 


• 237 - 


系 1内积空间丑中就范直交系多 = { e A |A € ^1} 是完备的充要条件是多 
张成的闭线性子空间 E = H , 或者充要条件是对任何 xeH ， 敝 

X = y ^2,{ x , ex ) ex ， 

入 ez 

系 2 (OreKJioB ( 斯切克洛夫 )） 设多 ■ = {e^lA € A} 是内积 空间丑 中就 
范直交系，如果有丑中的稠密子集 D , 使得对于 x e D 都成立 Parseval 等式 

\\ x \\ 2 = J 2 l (% eA )| 2 , 那么多是完 备的. 

入 

证 记 E 为多 张成的闭线性子空间，由于 D 中向量都成立 Parseval 等式， 
所以 DCE. 但因为 E 是闭的，所以 DCE. 由假设 D = H, 所以 E = 丑•由 
系1，多是完 备的. 证毕 

如果 { e A |A € A } 是内积空间丑中完备就范直交系，那么对一切 x , yGH,x = 

Y ^( x , e \) ex,y = ^( y , e A ) e A . 由此易知 （$， y ) = ^( x , e A )( y , e A ). 这个等式也 

入 ez 入入 

称为 Parseval 等式. 


例 2 ( 续 ) 

是完备的. 


L 2 [0,2 jt ] 中的就范直交系 


| -^=, cos t，sin 右 • • •， cos nt, sin nt, …. 


证 令叉为 L 2 [0, 2 jt ] 中三角多项式全体，对于每个: T€ 叉，当: T = ^_ + 

N 

^( a n cosnt + 6 n sinnt ) 时，易知 7 1 的 Fourier 系数是 a f 0 , a n , b n (n = 1， 2, …， iV )， 

遍 k 余的 Fourier 系数为零，直接验算可知对: T 成立 Parseval 等式.根据定理 
6.3.2 系2,我们只要证明叉在 L 2 [0,2 jt ] 中稠密就可 以了. 

事实上，对任何/ € L 2 [0,2 jt ] 及 e > 0,由§ 4 .6习题6知道存在 p € C 2jl ， 
使得 i 

11/1|| = (*乂 2：1 |/_一) 2 <蓋， (6-3.6) 

又根据数学分析（或 §4.6 习题 5) 知道，对于给定的# € C 2 jl 及 e > 0, 一定存在 
一个三角多项式 T ( t ), 使得 


cSJ 增1⑷ 1 <1， (6 * 3 * 7) 

由 （6.3.6) 及 (6.3.7) 立即得到 


||/- T ||<||/-^|| + ||^- T ||<6, 
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即三角多项式全体7在 L 2 [0,2 jt ] 中稠密，所以 cost , sin - - - , cos nt , sinnt , 
是 L 2 [0, 2 jt ] 中的完备就范直交系. 证毕 

根据定理6.3.2,对任何/ € L 2 [0,2 jt ]， 成立着 


/ =令 + ^( a n cos nt -h b n sin nt ), 


(6.3.8) 


(6.3.8) 式的右边级数正是数学分析中所说的 / 的 Fourier 级数.必须注意，这里 

(6.3.8) 式右边级数的部分和是按照 Hilbert 空间 L 2 [0,2 jt ] 中范数收敛于/，换句 
话说，/的 Fourier 级数的部分和平方平均收敛于 /. 按定义，这并不意味着级数 
下式成立： 

71 

lim ^ -h cos kt -h bk sin kt ) = f ( t ). (6.3.9) 

_ k=l . 

早在1讥 3 年，鲁津就猜测 (6.3.9) 式成立（参看[ 6 ]).这个猜测一直是三角级 
数中一个重要的课题 KojiMoropoB (柯莫哥洛夫）1923年给出一个/ € L ^ O ^ jr ], 
但它的 Fourier 级数①是几乎处处发散的.1926年他又给出/ € L ^ OJjr ]， 而/ 
的 Fourier 级数是处处发散的.后来一段时间人们对于鲁津的猜测较多地从否定 
的方面去考虑，到1966年， L . Carleson 证明了鲁津的猜测是正确的（参看 [3]), 紧 
接着在1967年, R . A . Hunt 证明：对于 L p [0,2 jr](p > 1) 中函数，它的 Fourier 级 
数也是几乎处处收敛的.这方面的结果是三角级数理论的一个重要突破. 


定理 6.3.3 设多= { e A |A € Z } 是内积空间丑中的就范直交系，多张成 
的闭线性子空间为五.对任何 a : €好，如果 a : 在 E 中有投影 x 0 , 那么: r 0 就 
是 z 的 Fourier 级数 ^( x , eA ) eA - 如 果丑是 Hilbert 空间，那么对任何 a ; € 

入 

就是 z 在 E 上的 投影. 

入 

证如果丑，在五上 a : 有投影吻,那么由吻€五,便有 


xo = y^o ， e ； Qe 入 . 

入 

①只要 / ⑷是 [0,231] 上 Lebesgue 可积函数，就可以作出级数 

OO 

cr(/, t) = — + ^2 (a n cos nt + 6 n sin nt), 

2 n=l 

1 r2n 1 r2n 1 n2n 

其中 ao = - a n = - f(t) cos ntdt, b n = - f(t) sinntdt . 级数 cr(/, t ) 称为 f 

^ Jo ^ Jo ^ Jo 

的 Fourier 级数 . 
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又因为是 z 在五 上的投影，所以 z - xo ^- E ^ 从而 z 丄 e；<(A € id )， 即 

( x , e A ) = ( x 0 , eA ). 这样便得到 

xo = y^(x,ex)e\. 

入 

当丑是 Hilbert 空间时，丑的闭子空间 E 就是完备的.由定理6.2.2,对任 
何 ： r € 必在五上有投影，从而 z 在五上投影就是 y ^( x , eA ) eA - 证毕 

入 ez 


定理 6.3.4 (Riesz-Fischer ( 里斯-费啸 )） 设 ^ = { e \\\ €71} 是 Hilbert 
空间 F 中的就范直交系，多张成的闭线性子空间 为五. 又设 { c x \\ € ^1} 是一 
族数，并且 E | c A | 2 < oo . 那么必有唯一的 x ^ E . x 是以 { CA } 为关于 { e A } 的 

入 eyi 

Fourier 系数，且 z ^ c \ e \. 

入 


证由于 L | c A | 2 < 00 ,所以最多只有可列个 {〜} 不为零.作序列: r n = 

入 “ 

71 

c u e v ^ n = 1, 2,3,… ， 易知当 n < m 时， 


||^n _ TmlP = 


〉: 

n+1 


m 

= 乞 l 〜| 2 , 

n+1 


由于厂 M 2 < 00 ,故 lim \\ x n - x m \\ 2 = 0, 因此 { x n } 是基本点列.因为丑 

^ m,n—>oo 

是完备的，故有 a : = lim x n . x e E 是显然的.而对于任何自然数 v ,{ x , e u ) = 

n—>oo 

YimJ ^ Xn . e ^) = c v . 而当 e ：\ ^ e v {y = 1，2,3,… •） 时，因为 { x n , e \) = 0, 所以 
( x , e ^) = lim ( x n) e \) = 0 = c \, 从而对一切 X E A , (: r，ej = cv 唯一^性由定理 
6.3.3 BPftT ^ 00 证毕 


3. 直交系的完全性 

定义 6.3.5 设多是内积空间丑中的就范直交系，如果多 i = {0}，那么 
就称多是完 全的 . 

由定义可知，多是完全的，就是说在丑中不存在与多直交的非零向量.因 
此,它的意思就是直交系多已经不能再扩大了，即多是丑中极大的（就范）直 
交系. 

定理 6.3.5 设多= { e A |A € Z } 是内积空间丑中的就范直交系，如果多 
是完备的，那么多是完全的.如果 F 是 Hilbert 空间，那么完全的就范直交系 
必定是完备的. 
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证如果多是完备的，那么对任何 : r e 丑，成立 

X = y^(x,e A )eA, 

入 

因此,如果 x 丄多，必定 x = 0, 所以多是完全的. 

反过来，如果丑是 Hilbert 空间，多是完全的.记多张成的闭线性子空间 
为 E , 这时 E 是完备的，由定理 6.2.2 系1，如果 E ^ H , 那么有非零向量: r 与 
E 直交，这时与多的完全性相矛盾.因此 E =丑，这就证明了多的完备性（见 
定理 6.3.2 的系 1). 证毕 


例4 在实 L 2 [0, 2 jt ] 中 ，记多 = { cost ， sint ， cos 2 t ， sin 2 f ， …， cosnt ， sinnt ， 

oo 工 

••• }. 又记 /o = 1 4 - — (cos nt + sinnt) •由 Riesz-Fischer 定理， /o € L 2 [0,2 jt ]， 

记丑是由 {/ o } U ^ 所张成的线性子空间，也就是说 

( n 

H = < a 0 fo -1- cos vt -h (3 U sin ut)\n > 0, a。 、 ^ 

I i/=i 

(z/ = 1 ， 2,... ， n) 是数 1 

按照 L 2 [0,2 jt ] 的运算及内积，丑是一个内积空间.多显然是丑中的就范直交系. 
多在丑中是完 全的. 因为如果 f eH , /丄多，那么由丑的定义，有 ao ， a ^ f 3 u (iy = 
1，2,…， n ) 使得 

71 

f = a 0 fo + y^(Qt/ cos vt + (5y sin vt), 

l/=l 

取 m > n ， 得到 0 = (/, cosmt)=— , 因此 

m 、 


cos vt -h (3^ sin vt ). 


同样，对于 m 彡 n ，0 = ( f , cos mt ) = a m ，0 = ( f , sin mt ) = /? m . 这就得到 / = 0, 
也就是多在丑中是完全的.但是 


ll/oll 2 = 2 + 

l/=l 

OO OO 2 

E ( l (/ o ， cosr 4)| 2 + |(/ 0 ， sinz 4)| 2 ) = 


这两者不相等,所以多在丑中并不是完备的. 
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我们记多张成的丑的闭线性子空间为五，由于对/0完备公式不成立，所 
以/ 0 百五.这时 f 0 在 E 上就没有投影，因为如果 f 0 在 E 上有投影吻，那 
么 /o - X 0 ± E . 所以 /o - : To 丄多，但是多是完全的，所以 fo - Xo = 0,这样 
fo = X Q G E , 就导致矛盾 • 

因此,确实有这样的内积空间，其中有不完备的完全就范直交系.而且有这 
样的内积空间，其中并非任何向量在任何闭子空间上都有投影. 

4. 线性无关向量系的直交化在 Hilbert 空间中，利用直交系，可以迅速作 

出 z 关于就范直交 系多的 Fourier 级数吻= e A ) e A ， 即很快就能找到达 

入 

到极值 inf || x - y || (此处 E 是由多张成的闭线性子空间）的向量: r 0 . 假如先给 

定一个闭线性子空间五，如何能找出张成 E 的直交系多呢？这节中将提供一个 
普通的方法. 

引理2 ( Gram-Schmidt (格拉姆-施密特 )） 设 G = {仍，仍，仍，… } 是 
内积空间丑中有限个或可列个线性无关的向量，那么必定有丑中的就范直交 
系多={心，心心，… } 使得对于每个自然数一 ，如是 心，如，…，心的线性组 
合，、也是 gug 2 , •••& 的线性组合. 这种、 除去一个绝对值为1的常数因子 
夕卜，由仍,分2,…， Pn 完全 确定. 


证我们不妨只考虑 G 是可列个向量的情况.利用数学归纳法.根据 
9u92j93j • • • 5 9ni • • • 我们作 hi , ll 2, ... , h n ，… 如下：首先作 /ll = ,设当 

II 分 ill 

n 彡2时就范直交向量组 fti , • • • , h n - i 已作好，而且仍，…， Pn - i 与九1，…， h n -i 
张成相同的 n - 1维空间.记仍，… ，如 张成的 n 维线性空间是 M n . 
由于 9n ^ M n —i ， g n 在 M n _ x 上的投影©记为 x n ^ g n - x n — ! 笋0•记心= 


由作法，可知心是 gn …、 g n 的线性组合,心与 gn … n 

直交， \\hn\\ = 1. 所以 h u h 2 , …， h n 是就范直交系.由于 fei, …，心 G M n ，而 
且它们是线性无关的（见 §6.1 习题 5), 因此是 M n 的一组基，所以如可以用 
H .' hn 线性表出.因此由归纳法作出一列 h u h 2 , …，它们满足引理的 
要求. 

如果 ai ， Q ；2, …是一'列绝对值为1的数，那么 a \ hi , a 2 h 2, - - - ， a n h n , …仍 
是就范直交系，它显然仍满足引理的要求. 

另一方面，如果牝心…是满足引理要求的任一就范直交系，那么对每 
个 n ， 札 • •、 h ! n 张成的线性子空间就是 M n ， 因此 < 也和圮，…， ftUi 张成的 


①当 G 只有 m 个向量时，要求 n 彡 m . 

® 由于 M n _! 是有限维的空间，因而是完备的（见§4.9)，所以％在 M n _! 上有投影. 
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M n _! 直交.因此 K 按 M n 中就范直交系 hi 、…、 h n 展开时，< = (/C h n ) h n . 
由 ||M = IIKII = 1可知 < 和心相差一个绝对值为1的常数 因子. 证毕 

例 5在 L 2 [- l ， l ] 中，函数列 g k ( x ) = /( A : = 0， l ，2,3, …）显然是线性无 
关的，因此可以将{办}用 Gram - Schmidt 方法化成就范直交的{知，^ 1 , ^ 2 ,…}， 
其中心 是一个 A : 次的多项式.可是用直接计算的方法要算出函数心是比较麻 
烦的，因此对许多具体问题往往还要再用些特殊的方法. 

记 

^ o ( x ) = 1, ^ k { x ) = ^^( x 2 - l) k (k = 1，2，...）， 

显然 M ^) 是个&次多项式，下面我们证明 { ihH … } 是^ 2 [-1,1]中的直 
交系，即当0彡 m < n 时， { On ) = Q . 

当 (K m < n 时,利用分部积分法，得到 • 


1 

⑽ 2 — 1 ) 7 ^ 2 — 1 )、 


d n 


(^ 2 - l) n 


d m+1 

d ^ pm+l 


(x 2 — l) m dx 


(-l) n 


J-1 dx n 

1 jm+n 

户 2 — 


(6.3.10) 


由 （6.3.10) 式,可知当 m < n 时,被积函数为零，因而积分为零，而当 m = n 时， 
(6.3.10) 式的右端成为 


(-1 广 • (2m)! fy- l)-dx = ^ r 2 2 - +i , 

1 1 l0 m 4- 1 d m 

因此， ho(x) = -J^,hm(x) = 2m 爪！ Y — 2 —— 1 ) m ( m = UV..) 

就是把就范直交化后的函数列. 

Legendre (勒让德）多项式列 


1 An 

A ㈤ 三 l，Pn ⑷ =工 2 — i) n (n = 1 ， 2,3,...) 

组成 L 2 [- l , l ] 中的直交多项式系. 

5. 可析 Hilbert 空间的模型 为了研究 Hilbert 空间及其中的线性算子， 
往往把一个抽象的 Hilbert 空间表示为一个具体的 Hilbert 空间.因此需要下面 
的概念. 




§6.3 内积空间中的直交系 


• 243 . 


定义 6.3.6 设丑 i 和丑 2 是两个内积空间，如果有坧到丑2上的——对 
应 P 保持线性运算及内积，即对任何 x ^ y . eH , 及两个数 a 、 /?，都成立 

^ p { olx 1 -h pyi ) = oap { xi ) + p ^ p ( yi ), 

就说内积空间 和奶 是保范线性同构，简称同构®. 

对于一个抽象的 Hilbert 空间，我们要研究它能和怎样的具体 Hilbert 空间 
同构. 

定理 6.3.6 任何 n 维内积空间丑必和 n 维欧几里得空间五 n 同构. 

证 在丑中取一组基 ，…， g n , 然后用 Gram - Schmidt 方法，可得丑中 
就范直交的基心,心…作丑到五 n 的映照 p 为 

1 ~^ (($，&1), ($， 九 2)， • • • ，(尤，九 n))， 

容易验证这是丑到上的一一对应，且是保持线性及内积的映照，因此丑和 
E n 同构. 证毕 

定理 6.3.7 任何可析的 Hilbert 空间丑必和某个 E 71 或 Z 2 同构. 

证由于丑是可析的，在 F 中有稠密的点列 { x u x 2 , x 3 , • • • }，在这个点列中 
选一个子集 G = { gi ， g 2 , … } 使得{仍，仍， • • • } 是线性无关的，而且 每个〜 都是 
有限个讲的线性组合.这样的 G 可以如下地用数学归纳法来选取.把 { x n } 中第 
一个线性无关的向量（即不等于零的向量）记为〜，取作 为仍， 设对于某个正整 
数 A ;， 已经选好仍，分2,…，供，它们分另 1 J 等于 Z ni ，〜，••• , x nk , n 1 < n 2 <- - < n k , 
它们是线性无关的，而且对于一切 n < n k ， x n 是 91 ，…， g k 的线性组合.如果对 
于一^切 n > rik , x n 也都是 gu …， 9 k 的线性组合，那么所选出的 gi ， …， gk 即符 
合我们的要求.不然的话，就如下方法来选取办 +1 :考察 { x nfc +1 , x nfc+2 ,...} ii 
一列向量，设其中第一个不能用 91 ，…， g k 线性表出的向量是 x nfc+1 , 把这个向量 
取为办+1，这时显然< n fc + i ， 而且对于一切 n 彡 n fc + i , x n 可以用仍， • • • ，供 +i 
线性表出.容易知道，这样依次取出的 {^1^2,-••} (有限个或可列个）必定满足 
我们的要求. 

由 G 按照引理2经过就范直交化，就得到一个就范直交系多= { h u h 2 , … }. 
这时， 每个〜 都可用多中有限个向量的线性组合来表示，而 { x n } 在丑中稠 
密.因此多张成的闭线性子空间就是丑.由定理 6.3.2 系1，多是丑中完备的 
就范直交系. 

® 这时 9称为 Ih — H 2 的同构映照.事实上，它就是 §6.8 中所说的酉算子.参看 §6.8. 
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如果多是有限集，其元素个数为 n ， 这时丑是有限维空间，因此由定理 
6.3.6,丑和 E 71 同构.如果多是可列集，作丑到 Z 2 的映照 p 如下： 

xi-> ((x, h 1 ),(x,h 2 ),(x,h 3 ), …）， 

由定理 6.3.2 容易证明#是丑到 Z 2 上保持线性运算及内积的一一对应.对于/ 2 

OC 

中向量 ( ci , c 2 , c 3 , …)，因为 ^2 M 2 < oo , 由 Riesz-Fischer 定理，故有: r €丑，使 

(x, h v ) = c y . 这时= (ci ， C2 ， c 3 , • • • )，因此 p 的值域就是 〖 2 . 所以 丑和 Z 2 是 
同构的. 证毕 


习题 6.3 

1•令 H n ( t ) 为 Hermite 多项式（一1广 〆 作 

at 71 

i；n(t) = (2 n n\V^)~^e-^H n (t), 

证明 Wn ( t)},n = 0,1,2,... 组成 L 2 (- oo ,+ oo ) 中的完备就范直交系 • 

2. 令 L n ( t ) 为 Laguerre (拉盖尔）函数 e ^^ e ^), 证明 

九 (4 

n = 0, l ,2,... 组成 L 2 (( t ， oo ) 中的完备就范直 交系. 

3. 证明多= { e A |A G A } 是内积空间丑中完备就范直交系的充要条件是对任何 
x、y e H , 

(x,y) = ^2(x,e x )(y,e x ). 

入 ez 

4 •设 {0 n \n = 1，2,3，...} 是 L 2 ( l ?， B ，/ z ) ( B 是心代数）中完备就范直交系 • / = 

oo n 

少 n ) 少 n 是 / 的 Fourier 展开，称 S n ( f ) = ^(/， A ) A(n = 1，2,3…）为部分和序 

7 X — 1 fc —— 1 

71 

列.记 E n ( o ;, a /) =冗 ^(^)^0 - 证明 

k=l 

Sn ( f)H = [ /( o /) 五 n ( o ;， a /) d / i ( u /). 

JQ 

5 .设 / ⑷是单位圆 M < 1中的解析函数，/⑷= a n z n , f 2 | a n | 2 < oo . 这种解析 

n=0 n=0 

1 r2n _ 

函数全体记为丑 2 , 证明它按通常的线性运算和内积 （/, p )= lim n -^ / f ( re ie ) g ( re ^) d 0 

r—►l-O zn j 0 

成为复 Hilbert 空间.任取丑 2 中完备就范直交系 { e n ( z ) l 证明当 ㈤ < 1， | t | < 1时 

00 _ I 

^^e n (z)e n (t) = ^ 
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6. 证明在任何 Hilbert 空间丑中总存在完备就范直交系.（可用 Zorn 引理来证明.其 
实，如再利用下面事实：任何无限势 a,K oa = a 成立.还能证明丑中任何两个完备就范直 


交系爲 、多 2 的势必相等 .） 

7 .设多= { x x \X € 是 Hilbert 空间丑上一族向量，力是全序集.对任何 A 0 G 牵 
记 = span{xA|A ^ 入 o}. 如果对任何 X e A , x\e spSl{x M |/^ < A}. 证明必有 if 中就 
范直交系 {e A |AE^l}, 使对任何 A, ex 否 spaSr{x M |/x < A}, ffi e A G E x . 并且除去绝对值为 1 
的常数因子外，具有上述性质的 {e A |A G M 是由多唯一确定的. 

8•设 （(一 oo ,+ oo),B，p ) 是 Lebesgue-Stieltjes 测度空间， p((-oo,+oo)) = 1，并且 



x 6 dg < oo. 试将 l，rr，:r 2 ，rr 3 按 L 2 ((-oo,+oo), B, p) 上内积依次直交化为 ei,e2,e 3 ,e4, 


并证明 e 2 ， e3 ，e 4 必有零点. 


9.设 { e A |A G 71} 是 Hilbert 空间丑上的完备就范直交系，/是定义在71上的函数，最 


多除去71中可列个元（依赖于 /) 外 /(A) = 0,同时 E l/(A)| 2 < oo .令5是上述/的全 
体,按通常函数运算所成的线性空间，并规定 A 


(/ ， P) = E ， (A_. 

入 ez 

证明5按（.， .） 成为 Hilbert 空间，并且丑 和豆是 （保范线性）同构. 


定义 6.3.7 设丑是不定内积空间（参见 §6.2 习题)，丑+、丑-分别是 丑的正 、负 
子空间，并且好±分别按土[.，•]成为 Hilbert 空间.如果丑= © 丑+成立（这里 © 
表示按直交的和)，那么称好=丑- © 好+是好的正则 分解. 一个具有正则分解的 
不定内积空间，如果 dim H - = K < oo,dim 丑+ = oo, 称（丑，[.，.])是具有负指标尺的 
IIoHTpHrHH 空间，记为 77fc; 如果 K = oo, 称（丑，[.， .]) 为 KpefiH 空间，记为 77. 对于具有 
正则分解的不定内积空间丑的某个正则分解 ： H = H _® H + 就可引入新的内积（从而有范 
数）（.，•）： e H + , x -, y - e H _, 


(rr+ +rr_，2/+ + 2/一） = - [ x -, y -\ + [^+,2/+], 

称（相应地范数 || _ II) 为由正则分解 H ㊉ if + 导出的内积（范 数). 

10. 设 77fc = Hi ㊉ Ui(i = 1，2)是 noHTpnrHH 空间的两个正则分解.证明由它们导出 
的两个范数II . I|i(i = 1，2)是等价的.（提 示： 关键是化为 77fc 的线性子空间 丑1 +上两 
个范数是等价的.习题10对于77空间也成立 .） 

由于习题10,在不定内积空间 77 k (也可在 77) 上，对某个正则分解所导出的范数，就可 
以引入连续、极限和收敛、闭集、集合的闭包等等概念，这些概念是不依赖于正则分解的选 
取的. 

11. 证明：⑴77空间上的不定内积[.，」是二元连续 函数； 

(ii) n 上任何子集 M 的 M" 1 是77上闭线性子空间，并且而1 = M x ; 

(iii) n 上任何正性子空间的闭包是半正性子空间，并举例说明正性子空间的闭包未必是 
正性的子空间. 
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I 2 .设 L 是 77 k 空间上非退化（参见 §6.2 习题）的闭子空间.证明 （ i ) 对任何 L 中的 
极大负子空间 N (当 L 是正子空间时， iV 是空集)，必有 L = iV © 这里 AT 丄是正性闭 
子 空间； 

( ii ) 必存在&的正则分解 77 k =丑- © 丑+，使得丑- DN , H + D 

( iii ) L = 厶丄丄. 


§6.4 共轭空间和共轭算子 

1. 连续线性泛函的表示 现在我们利用 §6.2 的投影定理来研究 Hilbert 空 
间上连续线性泛函的一般形式. 

设丑是一个内积空间，任意取丑中一个固定向量 y ， 可以在丑上作泛函 
Fy 如下： 


F y ( x ) = ( x , y ) (x € H \ (6.4.1) 

由内积对第一个变元的线性即知泛 函 是线性的.由 Schwarz 不等式，即得 
|^( 0 ：)| = \( x , y )\ < || x |||| y ||, 因此凡是有界泛函而且||凡|| < || 2 /||. 另一方面只要 
取 z = 2/就知道我们称是向量 y 导出的有界线性 泛函. 

当丑是 Hilbert 空间时，上面事实的逆命题也是成立的，就是说，丑上的任 
何一个连续线性泛函都有 (6.4.1) 的形式. 

定理 6.4.1 ( F . Riesz ) 设及是 Hilbert 空间， F 是 H 上的连续线性泛函， 
那么必有向量 yeH , 使得对任何 xeH , 都成立 


F ( x ) = ( x , y ), 


(6.4.2) 


使 （6.4.2) 成立的 y 由 F 唯一确定，并且 || F || = | M |. 

证如果 F = 0,只要取 y = 0 就好了.因此不妨设 F /0. 

设 M 是 F 的零空间，即 M = { x \ F ( x ) = 0}. 因为 F 是连续线性泛函，由 
§5.1，可知 M 是闭线性子空间，又因 F 关 0,所以 M ^ H . 要证明的（6. 4 . 2 )式启 
发我们要到 M 丄中去找向量 y . 由定理 6.2.2 的系1，必定有 z 笋 0, z ± M . 这时， 
从 = {0} 可知 z 百 M ， 所以 F ( z ) ^ 0. 

—= 0,就得到 
F(z)) 


对于任何 z G 丑，由于 F re 


F ( x ) 
F ㈤ 


zeM, 
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所以即 


X 




z ， z) 



这就是 F { x ) = ir 4 l ( x , z ). 如果取 2 / = y 41 z ^ 就知道 （6.4.2) 式对任何 x 成立. 
ll^ll 11^11 

泛函 F 既然表示成 (6.4.1) 的形式,即 F 是由向量 y 导出的，所以 || F || = || y ||. 
又向量2/是由 F 所唯一确定的.因为，如果又有 z 使 F y = F z , 那么 F y — Z = 0, 
从= 0得到 ||y — z || = 0. 由此即知 y = z . 证毕 


2. 共轭空间 我们作 Hilbert 空间丑到它的共轭空间丑*的映照 C 如下: 


C : y F y (ye H ), 

其中就是 ((6.4.1) 式所规定的）由向量 y 导出的泛函.那么由 Riesz 定理 , C 
是丑到丑*上的——对应. 

容易看到，当丑是复空间时,映照 C 是#寧缚 悻的， 即对于两个数 a 、 p 及 
y 、 zeH , 航 C(ay + f 3 z ) = aCy + 0 Cz . 这直接由 

F ^ yj ^^ zix ) = ( x , ay + (3 z ) = y ) + P { x , z ) = olF y ( x ) + f 3 F z i x ) 

可以得到.此外，映照 C 还保持范数不变. 

总之,对于复空间,上面所作的睐哕 C ^ HmH * ±昀了一对庳,它晕并铒 
缚悻昀， M 县保挣蒗窣不变,这时映照 C 不是丑到丑之间的保范线性同构，而 
称为“复共辄”保范线性同构.在这种同构方式下，今后我们将把2/和凡看成 
是一致的，即把向量2/看成泛函巧把泛函看成向量 y . 这样，丑和 / P 就 
一致化了.因此称丑是自共轭的空间.但要注意的是，对于数 a 及2/ e 丑，把 
ay 作为泛函看时,它在 x 点的值是泛函 2 /在 x 点的值乘以巧这和第五章情况 
不同. 

3. 共轭算子 由于 Hilbert 空间丑和它的共辄空间可以一致化，因此共辄 
空间上的共辄算子的概念可以引进到 Hilbert 空间本身中去. 

定理 6.4.2 设 G 是内积空间，丑是 Hilbert 空间，4是丑 — G 的有界线 
性算子,那么必有 G^H 的唯一的有界线性 算子尽 使得对任何 xeH , yeG , 

( Ax , y ) = ( x , By ). (6.4.3) 

(式中左方的 （•,•） 表示 G 中的内积,而右方的 （•,•） 表示 H 中的内积 .） 
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证 对任何 y e G , 因为 \( Ax , y )\ ^ || Ar |||| y || < p |||| x |||| y ||, 所以 

^ Py ( x ) = ( Ax , y ) 

是 H 上的有界线性泛函，因为丑是完备的，由 Riesz 定理,有唯一的 z G 丑，使 

( Ax , y ) = ( x , z ) (x G H ). (6.4.4) 

我们作 G 到丑的算子 B 如下： 对于 yeG , 就把使 （6.4.4) 式成立的 z 作为 By . 
这样就作出了算子 B 使 (6.4.3) 式成立. 

下面证明 B 是 G — H 的有界线性算子.对于 扒、 y 2 e G 及数 a 、 /?, 

( Ax , ayi 4 - f 3 y 2 ) = a ( Ax , yi ) 4 - f 3( Ax , y 2 ) 

= c ^( x , Byi ) 4 - P { x , By 2 ) 

=( x , aByi -\-/3 By 2 ), 

因此 B ( a Vl + f 3 y 2 ) = aB Vl + 功/ 2 ,即 B 是线性算子.另外，由 B 的定义，可 
知对任何 y e G , 有 \\ By \\ = ||^|| ^ \\ A \\\\ yl 因此 B 是有界线性算子，而且 
1问|谓. 

显然使 (6.4.3) 式成立的算子 B 是由4所唯一确定的. 证毕 

定义 6.4.1 设丑和 G 是两个内积空间，4是丑 — G 的有界线性算子, 
又设肀是 G — 丑的有界线性算子适合 

( Ax , y ) = ( x , A * y ), x E ff,y eG , (6.4.3’) 

那么称是 4 的共 轭算子 或伴随 算子. 

定理 6.4.2 说明当丑是 Hilbert 空间时，对任何4 G »(丑 — G ), 存在唯一 
的共轭算子 e ®(G — 丑). 

在前面第五章中，对于 Banach 空间的有界线性算子，曾引进过共辄算子的 
概念.对于复空间，现在的共轭算子与那里稍有不同.这里当 A.BE »(丑 — 
G ), a 、 /?是复数时 （M + PB )* = aA * +瓦 B *， 但在 Banach 空间中,按过去的共 
轭算子的概念应为 （ a 4 + PB )* = aA * + f 3 B \ 可参看下面的定理 6.4.3 的 （ iii ) 
和定理 5.3.6( ii ) 的证明部分.但在实空间中两者是完全一致的. 

另外再指出一点：这里伴随算子仅只是对于有界线性算子定义的.以后（在 
§6.9 中）我们还要讨论无界算子的伴随算子. 

例 1设五 n 是 n 维复内积空间， { ei , e 2) …，是 P 的就范直交基.设 
4是到的线性算子（这时4必定是有界的).由于 ei , e 2 , ••- , e n 是 
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的基, 4是线性算子,所以 Ae ^ = 1,2,… • ， n) 的值就决定了算子 A 如果 




(6.4.5) 


当： c G E n ,y = Ax , x,y 用 ，…， e n 表 7K 时，即 $ = ^ x v e v ,y =[如〜，由 
(6.4.5) 式就得到 


> : Vv^v = = > : = > : > : x^di/^Ci ， 


fi=i 




比较系数即得 


Vv 


> : Q-lz/X^/X 


(参看 §5.1) 由上所述，五 71 中线性算子4由 n x n 的阵 （〜 M )(/x, ^ = 1,2, ••• ,n) 
所决定.而任何 n 2 个数〜 M 由 （6.4.5) 式决定了一个线性算子儿我们把 n 阶 
方阵 （0^)(1/,// = 1,2, …， n) 称为线性算子4在就范直交基 ei, ••- ,e n 下的表 
示阵.由 (6.4.5) 式知道 


容易知道,在取定的就范直交基下,线性算子4与它的表示阵 (a^) 之间的 
这种对应关系是算子与 n 阶方阵之间的一一对应. 

如果4在 { ej 下的表示阵为 (a^, M ), 那么 ‘， M = ( Ae ^^ ejy ). A 的共辄算子 
肀就使得 

6" ， 6|/) = ^6|/, = (^4.6|/, ^/x) = 

因此#在 { ej 下的表示阵 ( a ^) 就是4的表示阵 ( a ^) 的共轭阵（即先取转 
置阵，再对每个元素取复共轭). 

例2设丑是 L 2 [a, b], A 是 Fredholm 型积分算子 

rb 

Ax ( t ) = I K ( t , s ) x ( s ) ds , x ( s ) G L 2 [a, b ], (6.4.6) 

J a 

其中 K ( t , s ) 是矩形 R : a ^ t ^ b , a ^ s^b 上可测函数,而且 \ K ( t , s )\ 2 在丑上 
可积 . 4 是 L 2 [ a , b ] 上的有界线性算子. 
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现在我们证明由下式定义的算子是4的共轭 算子： 

r b _ 

A * x ( t ) = j K ( s ^ t ) x ( s ) ds , x ( s ) G L 2 [ a , b ], (6.4.7) 

由于 在丑 上是可测而且绝对值平方可积，因此，由 （6.4.7) 式定义的算 
子#是有界线性算子,要证明它确是4的共轭算子，只要证明 （6.4.3) 式成立 
就可以了，就是要证明对任何 x、y e 成立 ( Ax , y ) = ( x . A ^ y ). 对于 

x、y e L 2 [ a , b],x = x ( t),y = y ( s ), 那么显然函数 $ ⑷ y ( s ) 在 jR 上是绝对平方可 
积的，由 Fubini 定理 

pb pb 

( x , A * y )= x ( t ) K ( s , t ) y ( s)dsdt 

J a J a 

pb pb _ 

= / K ( s , t ) x ( t ) y ( s)dsdt 

J a J a 

n K ( t , s ) x ( s ) y { i)dsdt = { Ax , y ), 

一 一 

所以由 (6.4.7) 式定义的算子#是4的共轭算子. 

显然#也是 Fredholm 型积分算子.如果记 

A * x ( t ) = J K *( t , s ) x ( s)ds 

那么积分算子的核是 K *( t , s ) = 称 IT ( t , s ) 是核 K ( t , s ) 的弗铒核. 

由例1我们看到,共轭算子是共轭矩阵概念的推广.它具有许多与共轭矩阵 
相类似的性质.参看 §5.3. 

定理 6.4.3 共辄算子有下面的 性质： 设丑和尺是 Hilbert 空间， G 是内 
积空间， A,Be »(丑 — G ), a , /?是复数，又 C e fB(K H ). 那么 

⑴ = a ； 

( ii ) ||Af = ||f = ||^ ; 

( iii ) (aA + f 3 B )* = aA * + 如 * ①； 

( iv ) ( AC )* = CM *; 

( v)i 为正则算子②的充要条件是为正则算子.当4正则时，有 ( A *)- 1 = 

(乂 ― 1 )*. 

如果4 e »(丑 — 丑),丑是复空间.那么 

①在§5.3,当是 Banach 空间中的有界线性算子， a ，/3 是数时， ( aA + i 3 B )* = aA * + (3 B \ 
②当 A - 1 是全空间定义的有界算子时称 A 是正则算子（见 §5.4). 注意，这时再由//是 
Hilbert 空间的假设可以推出 G 必是 Hilbert 空间. 
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( vi ) p(A*) = { A|A G p(A)ha(A*) = {X\\e a(A)}. 

( vii ) 设 A 是 4 的特征值， x 是相应的特征向量，又设//是#的特征值, 2/ 
是相应的特征向量,那么当 A #只时, x±y. 

证⑴对任何 x e e G , 因为 （ Ar ， y ) = ( X ，、)，所以 (A*y,x) = 
{y,Ax), 从而立即得到 (A*)* = A. 

( ii ) 定理 6.4.2 中已证明 || A 1 ^ || A ||, 类似得 ||剐=||(#)*|| < P 1 I . 因 
此，||#|| = P ||. 根据§5.1，有不等式 || AM || ^ ||^|||| A ||. 另一方面，对任何 
x e H, || x || = 1,由 Schwarz 不等式，有 

||i4x|| 2 = (Ax, Ax) = (A*Ax,x) ^ ||A*Ax||||x|| ^ ||A*i4||, 

所以 || A || 2 = sup || Ax || 2 ^ || AM ||, 这就证明了 || A *|| 2 = || A || 2 = || AM ||. 

M=i 

( iii ) 对任何 x e H，y G G 及复数 a ,/3, 由于 

((aA + /3B)x ， y) = a(Ax,y) + (3(Bx,y) 

=a(x,A*y) + /3(x,B*y) 

= (x, (aA*^B*)y), 

所以 (aA + pB)* = a A* + ~pB\ 

( iv ) 对于任何 x e K,y e G 

(ACx,y) = (Cx,A^y) = (x,C^A*y), 

所以 (AC)* = C*A\ 

( v ) 当 4 是正则算子时 ， A - 1 是全空间定义的有界线性算子，= I G , 

A^A = 是恒等算子,显然％ 由 （ iv ) 即知 

( A -^ A ^ Ig , a *( a - 1 y = i h , 

因此#的逆算子就是 （ A - 1 )*, 它是全空间定义的有界线性算子.所以 f 是正 
则算子.反过来，如果#是正则算子,那么4 = ( A *)* 是正则算子. 

( vi ) 如果 A 是^ 4的正则点，那么 XI-A 是正则算子.所以 由⑺及 （ iii ), 
(XI - A)* = \I-A* 是正则算子，因此叉是肀的正 则点. 这就说明了 {习 A € 
p{A)} c p{A*), 同理 { X|A e p(A*)} c p{{A*y) = p(A). 再取复共轭就得到 
p(A*) C { A|A G p{A)}, 所以 p(A*) = { A|A G p(A)}. 由于 a(A*),a(A) 分别是 
p(A*),p(A) 的余集,容易知道 a(A*) = { A|A G a(A)}. 

( vii ) 由 Ax = Ax R A*y = 得到 


A ( x , y ) = ( Ax , y ) = ( x , A * y ) = ( x , fiy ) = Ji ( x ， y ). 
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所以 （A - Ji)(x,y) = 0,由假设 所以 （$, 2 /) = 0,即 x±y. 证毕 

下面再介绍共轭算子的一个重要性质. 

定理 6.4.4 设 H 、 G 为 Hilbert 空间, A 是丑 — G 的有界线性算子,，⑷ 
表示算子4的零空间①(即 J^{A) = {x\Ax = 0}),^( A *) 表示的值域.那么 

乂04)=涿^4*) 丄，， 04*) =涿^4)丄， (6.4.8) 

W(A) = ，(氺)丄，=，⑷ 丄. (6.4.9) 

证 由于对于 X e H,y e G, 有 {Ax,y) = (x,A*y), 因此，当 x G / ⑷时， 
Ax = 0, 所以 （ x , A * y ) = 0 对任何 yeG 成立.这也就是 ，⑷ C 任取 

x e 这时对任何 yeG, (x,A*y) = 0,所以 (Ax,y) = 0对 y e G 成立, 

取 2 / = At 即知 At = 0 所以 c ^ K ( A ). 这两点结合起来就得到（ 6 . 4 . 8 ) 
的第一式，把 A 换成#就得到 (6.4.8) 的第二式. 

再由定理 6.2.2 的系 2, 从 (6.4.8) 第一式两边取直交补就得到 = 
(深04*产)丄 这就是 (6.4.9) 的第 二式, 类似地可得到 (6.4.9) 的第一式. 

证毕 


4. 有界自共轭算子 现在我们考察一类重要的有界线性算子. 

定义 6.4.2 设4是 Hilbert 空间 H — H 的有界线性算子，如果肀=隼 
就称4是自共 轭算子 或自伴 算子. 

自共辄算子是自共辄矩阵的推广. 

定理 6.4.5 设4是复 Hilbert 空间丑中的有界线性算子,那么4是自共 
轭算子的充要条件是对一切 x eH , (Ax,x) 是实数. 

证必 要性： 设4 = 4*, 那么由（ 6 . 4 .30就知道 (Ax,x) 是实数. 

充 分性： 首先,直接验算可知，对复 Hilbert 空间丑中任一有界线性算子4 
和 X 、2/ e if , 类似于 §6.1 中的极化恒等式，有 

(Ax,y) = ^[{A(x + y),x + y) - (A(x-y),x-y) 

+ i (^4 (x + iy),x-{-iy) - i(A(x -\y),x- iy)\ (6.4.10) 

这也称为极化恒等式.如果对一切 x € H, (Ax,x) 是实数,那么由 （6.4.10) 可知 

(Ax, y) = (Ay, x) = (x,Ay),x,y e H, 

由于满足 （ 6 . 4 . 3/ ) 的共轭算子的唯一性即知 A * = A 证毕 

①参看 §5.5. 
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自共轭算子有如下简单性质. 

定理 6.4.6 设 A , B , A n (n =1,2,3,...) 都是 Hilbert 空间丑上有界自共 
辄算子,那么 

⑴对任何实数 a , p,aA + 0 B 是有界自共辄算子. 

⑻当 {4} 强（或弱）收敛于々时, W 必是有界自共辄算子. 

证由定理 6.4.5 知道⑴是显然的. 

( ii ) 当 { A n } 强收敛于 W 时，由 §5.4 共鸣定理知道 W 必是有界的，如果 
{ A n } 弱收敛于 W 时，由 §5.4 习题2知道 A 也是有界的.至于 W 的自共轭性 
可直接由 

04、2 /卜 n lim ( A n x , y ) = Jim ( x , A n2/ ) = ( x , (6.4.11) 

得到. 证毕 

习题 6.4 

1 . 设 4 是 Hilbert 空间到内积空间 G 上有界线性算子，并且是正则的.证明 G 必是 
Hilbert 空间. 

2. 设好是复的 Hilbert 空间， A 是 if 上的有界线性算子.证明 A = 的充要条件 
是对一切 x 6 iif , Re ( Ax , x ) = 0. 

3. 设 A 是 Z 2 上的有界线性算子.当 a : = ( 〜）€ Z 2 时，记 Ac =(如)， 

OO 

= > : fJ > = 1,2,3, ••- , 

U =1 

OO 

设 = 1,2,3, •••, 证明心 = 

4 . 设 A 是复 Hilbert 空间丑中有界线性算子 A 的特征值，问叉是否为，的特征值? 

5 . 设丑 是复 Hilbert 空间，是丑中的一个有界自共轭算子，而且对一切 a ：，( Jx , x ) ^ 
c ( x , x ), 此地 c 是一个正常数 ，在丑 中引入另一内积 ( x , y)j = ( Jx ， y )， x ， yGH , 证明丑按 
(•， .) j 成为 Hilbert 空间丑 j . 证明 if 中一个有界线性算子 A 在 i / j 中（关于内积 ( x , y ) j ) 
自伴的充要条件是 

JA = A * J ， 

这里，表示在原来的 Hilbert 空间 if 中（关于内积 ( x , y )) 的共辄算子. 

6. 设 if 是复 Hilbert 空间， J 是 if 中有界自共轭算子,规定 


那么（丑，[.，•])是不定内积空间. 


[ x , y ] = ( Jx , p ), x , yeH , 
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7•设77是 Kpefe 空间（参见 §6.3 习题)， A 是77上有界（只要对77的某个正则分解 
所导出的范数是有界的）线性算子，证明必唯一地有77上有界线性算子 At ， 使得 

[ Ax , y ] = [ x , A ^ y ], x ^ y e II 

(称 W 为 A 关于 [•，•] 的伴随，或共轭算子).并且 W = JA * J , 其中，是在77的某个 
正则分解77 = © 丑+所导岀的内积 （•,•） 下的（按内积意义下的）共轭算子，而是 
P +- 是 Hilbert 空间 （77,(.,.)) 在子空间丑士上的投影. 

8. 4是77空间上有界线性算子. 证明： 对于 W 有完全类似定理 6 A 3 的⑴一 （ vii ) 
的结果（当然要将定理 6.4.3 中 if 、 G 、 尺、换为 77,“*” 换为 T ). 同样，定理 6.4.4 也对 Y 
成立. 


定义 6.4.3 77空间上有界线性算子洚如果 A = At ，称 A 是77上 的自伴 （或 自共 

轭）算子. 

9. 证明： 对于77空间上有界自共轭算子有完全类似于定理 6.4.5 的结果. 

定义 6.4.4 设 r 是 Hilbert 空间 if 到 Hilbert 空间 G 的线性算子，如果存 在丑上 
一个完备就范直交系 { e n }®, 使得 f || Te n || 2 < 00 ,称 T 是丑 — G 的 Hilbert-Schmidt 

算子（简称 H . S . 算子).如果对 H , G 中的一切完备就范直交系 { e n }(C i/),{/n}(C G ), 存 
在常数 M > 0,使得 

sup y ^ l ( re n ,/ n )| ^ M , 

{ enH / n }^ 

称 T 是丑 — G 的核算子（或迹类算子). 

[ H . S . 算子和核算子是算子论中一类重要的算子,在积分方程中也具有重要地位). 

10. 如果 T 是 Hilbert 空间丑到 Hilbert 空间 G 的 H . S . 算子或核算子，那么 T 必 

是有界的，并且当 r 是 H . S . 算子时， || T || < fzilTenfj ，当 r 是核算子时， || T || 彡 

sup Vll ( Te n ,/ n )|. 

WH/n} V 

11. 设 T 是 Hilbert 空间 if 到 Hilbert 空间 G 的线性算子，并且是有界的.证 明：当 
T 是有限秩算子时, T 必是 H . S . 算子,也是核算子. 

12. 设丑、 G 都是 Z 2 , { e n } 是 Z 2 的完备就范直交系. { T m > n | m , n = 1,2,3,.-} 是一族 
数.证 明：当 E \Tm,n \ 2 < OO 时,下列 Z 2 中线性算子 

771,71 

T x = > : : 6 m ，X = > : X n ^n 


是 H . S . 算子. 

13. 设 T 是 Hilbert 空 间丑到 Hilbert 空间 G 的 H . S . 算子. 证明： 

® 因为不知//是否是可析空间,所以这里 { e n } (包括以下习题）可能是不可列的. 
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( i ) T 必是全连续算子（提 示： 利用 E || Te n || 2 < 00 证明 r 必将丑中单位球映成完全 

有界 集)； 71 

( ii ) T * 必是 G — 丑的 H . S . 算子，并且对 H,G 中任何完备就范直交系 { e n }(C 
HUfm}(C G),^||TVm|| 2 = ^|| Te n || 2 < 00 . (提 示： 先取定 { e n } 满足 E || Te n f < 

CX ), 然后直接计算 El | r */ m || 2 =|] Ei (: r / m ， en )| 2 = EEi (/ m , r en )| 2 = Ei | r en || 2 

m m n m n n 

< 00 .) 

( iii ) (由 （ ii ) 立即得）对丑中任何两个完备就范直交系 { en },{ e ； J , 

[|| Te n || 2 = ^|| Te ^|| 2 . 

n m 

14 . 记 Hilbert 空 间丑到 Hilbert 空间 G 的 H . S . 算子全体为 ^ 2 { H - G ). 

证 明:⑴ .按通常算子的线性运算成为线性 空间； 

( ii ) 对任何 T e 約 (丑 — G )， 规定 

\\ t \\ h . s . = ^ " r e „ j | 2 ) 2 ， 

这里 { e n } 是 if 中完备就范直交系.那么 ^(H — G ) 按 II . \\h.s. 成为 Hilbert 空间.（提 
示：利用 || T || h . S . ^ || T ||, 先证任何按 II . \\h.s. 基本的算子序列 { r } 必按算子范数收敛于某 
个算子 T ， 然后证明 || r fc — r||H. 5 . - 0 ) 

( iii ) || T || h .5. = ||『*|| h .5. 

( iv ) 如果 A 、 S 分别是 H 、 G 上的有界线性算子,那么当 T € 約 (丑 — G ) 时, TVl，ST € 
約 (if — G ), 并且 約 (if — G ) 上的算子 : T h TA ; T -^ BT 都是连续线 性的. 

( v ) 如果 Ti , T 2 G % (if — if ) ，那么 TiT 2 必是丑 — 丑的核算子. 

15 . 记 Hilbert 空间 if 到 Hilbert 空间 G 的核算子全体为沿(丑 — G ). 证明： 

⑴当 r e 約(丑 — G ) 时 ，: T e 

( ii ) 按通常算子的线性运算成为线性空间. 

( iii ) 对任何 r €沿(丑 — G )， 规定 


im | K = sup ^|( Te n ,/ n )| 

{en}{/n} V 

其中 {en}, {/n} 分别是丑、 G 中的完备就范直交系，那么 || . Ik 必是珩(丑 — ⑺上范数 
(称为迹范数)，并且按 II . Wk ^ i(H ~^ G ) 成为 Banach 空间.（提 示： 利用 || T||k ^ || T ||, 
先证明任何按 II . Ik 基本的算子序列 { T k } 必按算子范数收敛于某个算子 r , 然后证明 
|| T fc - T || K -0.) 

(iv) imk = ||T*||K. 

( H . S . 算子和核算子还有一些最基本的性质可参见 §6.9 习题） 
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§6.5 投影算子 


1. 投影算子的定义和基本 性质在 §6.2 中，我们证明了投影定理.下面我 
们只考察空间丑是 Hilbert 空间的情况，这时投影定理可以改述如下：如果丑 
是一个 Hilbert 空间， L 是 H 中的闭线性子空间，那么对于任何 x E H , 必有相 
应的 yeL , z ± L , 使得 x = y - hz . 这时我们称元素 y 为 x 在 L 上的投影, x 在 
L 上的投影是由 t 唯一决定的. 

定义 6.5.1 L 是 Hilbert 空间丑中任意取定的一个闭子空间，作一个算子 
P 如下：对丑中元: r , 令 Pz 是 x 在 L 上的投影，这样定义的算子 P 称作（由 
H M) L 上的投影 算子. 有时为了标出 P 和 L 的关系，记 P 为 


例 1现在考察 n 维内积空间五。中的投影算子.设 L 是 P 的一个子空 
m , Pl 是 W 到 L 中的投影，设 e l 5 e 2) …， e m 为 L 中的一组就范直交系.我们 
在 Li 中再任意补充 n - m 个就范直交向量 e m +1) …， e n 使 q ，…，为 P 
中一组就范直交基.考察算子因为 


所以在基 61 、 


因此 （ ay ) 形为 


0 卜 i ， ^ < rn, 

^ . 

[ 0, z 〉 m ， 

之下,与算子 & 相应的矩阵（％)为 


{P L ej,ei) 


0, i 7^ j, 

0， i = j , i > m ， 

1， i = j,i 


0 0 
0 0 


0 0 
0 0 


0 0 


0 0 


0 0 


例 2 设丑为内积空间, Cl ，… ， e n 为丑中的就范直交向量， L 为由 Cl 
所张成的子空间，则 

71 

Plx = y^(x,e l/ )e l/ . 
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投影算子有下面一系列的 性质： 

(1) 投影算子必定是有界线性算子. 

证设 P 是 Hilbert 空间丑到闭线性子空间上的投影算子.当 x l5 x 2 e 
丑时，有 Xi = + Zi,X 2 = Px 2 + z 2 , 这里之 1 、 之 2 丄这时 ， axi + /?X2 = 

(aPxi + (3Px 2 ) + (azi + f3z 2 ), 而且 


aPxi + (3Px2 G L, az\ + 0 之 2 丄乙， 

所以 

P{ax\ + 13x2) = aPx\ + (3Px2. 

可见 P 是个线性算子,另一方面，当 x G i / 时 , x = Px + k - Px ), 而 Px±(x-Px). 
由于勾股定理， 

| N | 2 = || Px || 2 + || x - Px || 2 , 

所以 

||Px|| < ||x||,x G H, 

因而 P 是个有界算子（而且 || P || 彡 1). 

(2) 投影算子的范数或是0或是 1. 

证如果 P 是丑到 i ： 上的投影算子，当 i ： = {0} 时,对一切 xeH.Pxe 
L , Px = 0 , P 就是零算子,所以 || P || = 0,当 i ： 兴 {0} 时,必有 X e L , X 兴0,这时 
Px = X ,所以必定 || P || = 1. 


(3) 如果 P 是丑到 L 的投影算子,那么 


L = PH = {x\Px = x, x G H}. 

证 因为 P •• H 4 L. 显然，对任何 X e L,x 在 L 上投影就是 X 本身，所 
以 Px = X ， 即 L C {x\Px = x,x e H}. 反之，对任何 2/ e {x\Px = x，:r G i /}, 必 
有 P2 / = 2 /， 而 P 是丑的映照，所以 2 / G L , BP {x\Px = x,x G 丑} C L . 因 
而 L = PH = {x\Px = x, x G H}. 

(4) P L x = x 的充要条件是 x e L.P l x = 0 的充要条件是 x 丄 L . 

这是显然的. 

投影算子是一类比较简单的有界线性算子，它是有限维空间中投影算子的 
推广.下面的定理说明了投影算子的特征. 

定理 6.5.1 设 P 是 Hilbert 空间丑中在全空间定义的线性算子，那么 P 
成为投影算子的充要条件是： P 是自共轭 （P = P *) 而且幂等（即 P 2 = P)m 
算子. 
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证必 要性： 设 P 是 i ： 上的投影算子,对于^ 、町 e 丑，有 
X \ = Px \ + Zl , X2 = Px2 + Z2 , Zi , Z2 - LL , 

那么由 ( Pxi , z 2 ) = ( zi , Px 2 ) = 0 得到 

( Pxi , x 2 ) = ( Pxi , Px 2 + z 2 ) = { Pxi , Px 2 ) = (Pxi + zi , Px 2 ) 

= ( xi , Px 2 ), 

因此 p 是自共轭算子. 

又因为对于每个 xeH ， PxeL , 所以 P ( Px ) = Px , 这就是 

P 2 = p . 

充分 性：设 P 是线性算子,而且 p = p * = P 2 . 先证明 P 是有界的.如果不 
对，必有 xeH , || x || = l , 使得 || Px || > 1. 然而 

|| Px || 2 = ( Px , Px ) = ( P 2 x , x ) = ( Px , x ) ^ || Px |||| x || = \\ Px \\, 

因此与 || Px || > 1 相矛盾.从而 P 有界（其实还得到 || P || 彡 1). 

作 

L = ^{1 - P ) = { x \( I - P)x = 0}, 

这里 J 是恒等算子.由于是连续线性算子,它的零空间 L 是 H 的闭线性子 
空间.我们要证明 P 是丑到 i ： 上的投影 算子： 由于当 xeHU , ( I - P)Px = 0, 
所以 Px € L . 作分解 x = Px (x - Px ) 如果 y e L ， 由于 J - P 是自共轭的, 
{ x - Px , y ) = ( x , { I - P ) y ) = 0, 所以 x — Px 丄 L . 因此 Px 是 x 在 i ： 上的投影， 
也就是说, P 是丑到 L 上的投影算子. 证毕 

如 P 是丑到 i ： 上的投影算子,称 i ： 为 P 的投影子空间. 

由于投影算子 P 是幂等的自共辄算子，因此对任何 x e 丑,有 

( Px , x ) = ( P 2 x , x ) = ( Px , Px ) = \\ Px \\ 2 

实际上,对于复空间来说,这是刻画投影算子的又一个特征. 

定理 6.5.2 设 P 是复 Hilbert 空间丑中的有界线性算子.那么 P 成为投 
影算子的充要条件是 

\\ Px \\ 2 = ( Px , x ), 

对任何 xeH 成立. 
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证只要证明条件的充分性.设条件满足，由定理 6.4.5 知道 P 是自共辄算 
子，因此只要证明 P 具有幂等性，由假设 ( Px , x ) = \\ Px \\ 2 = ( Px , Px ) = ( P 2 x , x ), 
记 A = P - P 2 , 则对于 xeH , ( Ax , x )=0. 由极化恒等式 (6.4.9) 得到 （ Ar , y )= 
0, x ^ yeH,My = Ax 得到 A = 0 , 因此 P = P 2 . 证毕 

2. 投影算子的运算 下面我们研究投影算子间的运算. 

定理 6.5.3 设 P L , P M 是两个投影算子,那么 L 丄 M 的充要条件是 P L P M 

= 0 . 

证 必要性：如果 L 丄 M , 那么对任何 x G H ， P M x e M , 因此 P M x 丄 L , 从 
而 Pl ( Pm ^) = 0,这就是 PlPm = 0. 

充分性：如果 PlPm = 0,那么对于任何 xeM , 

Plx = PlPmx = 0, 

所以 x 丄 L , 也就是说 M 中任何元都与 L 直交,这就说明 L 丄 M . 

定理 6.5.4 设&， P M 是两个投影算子，则巧+ Pm 是投影算子的充要条 
件是 PlPm = 0,且当八+ 是投影算子时,它就是 Pl ㊉ M . 

证必 要性： 如果 A + Pm 是投影算子,那么它是幂等的，即 

Pl + Pm = [Pl + Pm ) 2 = + PlPm + PmPl + Pm 

=Pl + PlPm + PmPl + Pm, 


PlPm + PmPl = 0 , 


(6.5.1) 


这式子左（右）乘上 Pl 就得 

PlPm + PlPmPl = 0 , PlPmPl + PmPl = 0 , 

可见 PlPm = PmPl , 再由 （6.5.1) 式就得到 P L P M = 0. 

充分性：如果 PlPm = 0,这时 P m Pl = { PlPmY = 0. 因此 

(Pl + Pm ) 2 = PI + Pm = Pl + Pm ， 

而巧 + Pm 显然是有界自共轭算子.由定理 6.5.1 即知它是投影算子. 
最后我们还要证明在 Pl + Pm 是投影算子时, Pl + Pm = Pl © m . 
由定理 6.5.3, 这时 L ± M , 故 ㊉ M 这样写是合理的. 
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对于 a : G L ， 则： r 丄 M , 故 （ P L + Pm)x = Plx -h Pmx = x . 同样，对于 
yeM , ( P L + P M )y = y . 可见对于 L ㊉ M 中的向量，经 + Pm 作用后仍为自 
身. 而对于 dL © M ， 因为 z 丄 L , dM ， 故 

(Pl + Pm)z = Plz -h Pmz = 0 , 

所以 + PiVf = Pl © M - 证毕 

定义 6.5.2 如果两个投影算子 P 和 Q 满足 PQ = 0,就称 P 和 Q 是直 
交的,记为 P - LQ . 

上面的定理 6.5.3 及 6.5.4 的意思 就是： 两个投影算子直交的充要条件是它 
们的投影子空间是直 交的； 两个投影算子之和是投影算子的充要条件是它们直 
交，这时它们的和就是投影子空间的直交和上的投影算子. 

定理 6.5.4 可以推广成有限个两两直交的投影算子之和是投影算子,下面将 
它推广到一列投影算子的情况. 

定理 6.5.5 设 P n (n = 1，2,3,…）是 Hilbert 空间丑中一列两两直交的投 
影算子,则必有投影算子 P , 使得对任何 z G 丑，有 

oo 

Px = Y ^ PiX . (6.5.2) 

2=1 

证首先要说明 (6.5.2) 式的右端是有意义的，记由上所述， 

1 = \ 

Q n (n = 1,2,3,-..) 是投影 算子. 才于任何 xGH , 

n 2 n 

\\x\\ 2 ^ HQn^ll 2 = y^ p i x = yZ II 巧 X H 2 , 

i=l i=l 

因此，级数它 \\ PiX \\ 2 收敛,所以知道 II ^ H 2=0 - 

1 7/—7T7/ 

又由勾股定理 

n 2 n 

\\ QnX - QmX \\ 2 = PiX = 11巧工 II 2 — 0 ( 当 n , m — 00 时)， 

i=m+l i=m+l 

由此， {QnX} 是个基本点列，因而必定收敛于一个向量,记作为这样，对于 

OO 

每个 xeH , 我们用 lim = YPiX 来作为 Px , 就作出了一个算子 R 

n —►cxd ^ 

容易看到这样作出的算子/ I 线性算子.而且由于 

|| Px || = lim ||QndK ||工||， 
n—►oo 
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所以 P 是个有界线性算子.还要证明的事情就是 P 确实是一个投影算子. 
由 （6.5.2) 和 Qn 是自共轭算子，所以对任何 x , y 6 H , 


( Px , y ) = lim ( Q n x , y ) = lim ( x , Q n y ) 

n— ►cxd n— ►cxd 

= ( 工, p ")， 


即 P = P *， 再注意到 QnQm = Q 2 m = Qmijl ^ m ), 所以 
(P 2x ， y) = (Px ， Py) = (Q n x j QmV) 

m—>oo 

= lim ( Q m x , Qmy ) = lim { Q ^ x . y ) 

m—>oo m —►cxd 

=lim ( Q m x ， y ) = ( Px ， y ), 

m—>oo 


从而 = p 根据定理 6.5.1, P 是投影算子. 证毕 

定理 6.5.5 中的算子 P 也可记为 f ^ Pi , 这级数和就是部分和算子序列 

i=l 

jfjPiln = 1，2,3,…1的强收敛极限 . P 的投影子空间是怎样的子空间呢？ 

定义 6.5.3 设是 Hilbert 空间丑中一列两两互相直交的闭线性子 
空间.作 

( oo oo ^ 

L = \ y ^^ i\xj G Li(i = 1,2,3, •••),^|| xi || 2 < 00 > , 


称 L 为 { L n } 的直交和， 记为 L = 0 L ,. 

i=l 

显然这时 L 是 H 的闭线性子空间.其实, L 就是由 { L n } 张成的闭子空间. 

系 设是 Hilbert 空间丑中一列两两直交的闭线性子空间，那么 
P^ l = f ^ P Li (式中右边级数是指算子的强收敛). 

i=i 

证由定理 6.5.5, fy Li 确是投影算子,把它记为 R 当 x e 丑时，由于 

i=l 

(6.5.2) 式 

||Px|| 2 = f ； ||P Li x|| 2 ， P Li x G L U 
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OO OO 

所以 PxeL = 0L i? 因此 { x\Px = x } CL . 反过来对于 x G L, iE X 

2=1 2=1 

OO 

其中而 G ^,^||^|| 2 < oo .由 { L n } 的相互直交性,我们有 

Z =1 

f x n , k = n 0f, 

P L k X n = \ ^ 

L 0， _ n 时， 

OO OO OO 

所以 PL k X = ^2 PL k X n = Xk , 因此 Px = [ PL k x = = x - 这就说明 P 是 

n=l k=l k=l 

L 上的投影算子. 证毕 

现在我们讨论什么时候两个投影算子的乘积仍是投影算子的问题. 

定理 6.5.6 设 P L , P M 是两个投影算子，那么 P L P M 成为投影算子的充要 
条件是 P l Pm = PmPl . 而且在 PlPm 是投影算子时，它就是在 Lf ] M 上的投 
影算子. 

证必 要性： 如果 P L P M 是投影算子,那么它是自共轭算子. 

所以 PmPl = Pm^l = ( PlPm )* = PlPm . • 

充分性：如果 P l Pm = PmPl , 那么 

( PlPmY = ( PmPlT = PIPm = PlPm , 

( PlPm ) 2 = PlPm PlPm = PlPlPmPm = Pl p m = PlPm , 

这两个式子说明 P L P M 是幂等的自共轭算子，由定理6.5.1， P L P M 是投影算子. 
最后，当 P L P M 是投影算子时,那么 

PlPmt = Pl^ = 

反过来，如果向量 x 使 z = P l Pmx , 那么 x € L, 又因 x = P M P L x , 所以 xeM , 
因此X e LAM. 由投影算子性质 （3), P L P M 是在上的投影算子.证毕 

定义 6.5.4 设4及 B 是 Hilbert 空间丑上的有界自共轭算子，如果对任 
何 x G 丑都成立不等式 

{ Ax ^ x ) ^ ( Bx , x ), 

就说4小于或等于 B (也可以说 B 大于或等于4)，记为 


45 或 B ^ A. 
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定理 6.5.7 设八及 P M 是 Hilbert 空间丑中两个投影算子，那么下列命 
题是彼此等价的： 

( i ) Pl ^ Pm - 

( ii ) \\Plx\\ > \\Pmx\\ 对任何 xe H 成立. 

( iii ) L 〕 M . 

( iv ) PlPm = Pm - 

( v ) PmPl = Pm - 

证 由巧彡 对任何 xeH , 

II^Pl^H 2 = {Plx, Plx) = (Plx, x) ^ (Pmx,x) = ||Pm^|| 2 - 

( ii ) —( iii ): 由 || Pl ^|| > || Pm 魂当 x € M 时， 

IIPl^II 2 ^ ||Pmx || 2 = ||x || 2 = ||x- P l x \\ 2 + \\ P L x \\\ 

所以 || a ; — Pl ^\\ = 0,即 z = Plx , 因此 x G L . 这样就得到 M c L . 

( iii ) —( iv ): 由 M C I ，对任何 xeH , P M x GMCL , 所以 

Pl ( Pmx ) = Pmx , 


因此 PlPm = Pm - 

( iv ) —^ v ): 当 （ iv ) 成立时， PlPm 是投影算子，由定理 6.5.6, 

PmPl = PlPm = Pm. 

( v ) — ⑴：当 P M P L = P M 对于 xeH , 成立 

(Pmx,x) = \\P m x \\ 2 = \\P m Plx \\ 2 < \\Pm\\\\Plx \\ 2 < \\P L x \\ 2 
= ( Plx , x ), 


这就是 Pm < Pl . 证毕 

定义 6.5.5 设 L、M 是丑的两个闭线性子空间，而且 LD M,L 中与 M 
直交的向量全体称为 M 在 L 中的直交补,记为 L ㊀ M , 即 

LeM = { x\x G L 而且 X 丄 M } = LflM - 1 . 

定理 6.5.8 设 P L 、 P M 是两个投影算子，那么圪 - Pm 是投影算子的充 
要条件是 L ] M . 当 P L - P M 是投影算子时, P L ~ Pm = Pl © m - 
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证 必 要性： 如果 P L - P M 是投影算子，由于 P L _ P M 与 P M 之和巧是 
投影算子，由定理 6.5.4, ( P L - = 0•即 P L P M = Pm , 再由定理 6.5.7 立 

即得 LDM . 

充分性：如果 LDM , 由定理6.5.7, P l Pm = PmPl = Pm , 所以 

(Pl _ Pm ) 2 = Pl~ PlPm - PmPl + Pm = Pl~ Pm - Pm + Pm 
=Pl — Pm ， 

因此八 - Pm 是幂等的，但 A - Pm 的自共轭性是显然的，因此根据定理 6.5.1, 
Pl - Pm 是投影算子. 

最后，如果 P L - P M 是投影算子,记它的投影子空间为 h ，即 Pl - Pm = P Ll , 
因而八 i + P M = P L . 由定理 6.5.4, L ㊉ M = L . 这表明 L 是 L 中与 M 直交 
的元全体.即 L 1 = L © M . 证毕 

系 1设是由 Hilbert 空间到它的闭线性子空间 L 上的投影算子，那么 
J - 圪是在 Li 上的投影算子. 

系 2设巧,是投影算子,那么 P L P M 成为投影算子的充要条件是 （ L © 
系2的证明留给读者. 

系 3 设 Pl ， Pm 是投影算子,而且 PlPm = PmPl , 那么 - PlPm + Pm 
是在 （ L ㊀ (L f | M )) © M 上的投影算子. 

证 因为 P L P M = PmPl , 所以由定理 6.5.6, P L P M 是在 L {^ M 上的投影 
算子.由定理 6.5.8, P L - P L P M 是在上的投影算子，由于 

( Pl — PlPm ) Pm = PlPm - PlPm = 

根据定理 6.5.4, P L - P l Pm + Pm 是在（[ ㊀ ([ f | M )) ㊉ M 上的投影 算子. 证毕 
下面是今后有用的系. 

系 4 设 { P n } 是一列投影算子,如果它是单调序列，即 

Pi < P 2 < …< P “… (单调上升）或 
Pl 彡 P 2 HPn 彡… (单调下降） 

则 { P n } 必强收敛于一个投影算子. 
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证 设 Pi 彡巧彡…彡 Pn 彡…，令 Qn = Pn — Pn - l(n > 2),(^ =巧.由 
定理 6.5.8 易知 { Q n } 是一列相互直交的投影算子.对 { Q n } 利用定理 6.5.5, 立 
即知道存在投影算子 P ， 

oo m 

Px = 7 Qn ^ = lim Q n x = lim P m x , x e H , 

m —^00 ^ m —►cxd 

n=l n=l 

这就是说 { Pm } 强收敛于八 

当…时，令 P ， n = I ~ Pn , 那么 { Pn } 必是单调上升序 
列,从而强收敛于投影算子也就是说 { P n } 强收敛于投影算子/ - ，.证毕 

例 3我们考察 Hilbert 空间 L 2 ( a , R ^) (此地 il 是心代数，见§ 6 .1例 2 ). 
设£； G il ， X E ⑻是五的特征函数 ，作 表示 L 2 (0, R , fi ) 上的如下的算子以 

P E f = XE { x ) f { x \ (/ GL 2 [ I ?,«,//]). 

容易验证 Pe 是 L 2 ( Q , R ^) 的投影算子.对于这种形式的投影算子， PePf 
= 0相当于五 f | F 是 //- 零集.当是 / X - 零集时 Pe + Pf = Pedf . Pe 与 
Pf 总是可交换的，且 PePf = Pe ^ f - Pe > Pf 相当于 F - E 是 //- 零集，这时 
Pe ~ Pf = Pe - f . 如果 E n (n = 1,2,3,… ） 是有限个或可列个两两不交的只) 
可测集,那么 

^Z P E n = P \JE n - 

n 71 


上面这些都是可以直接验证的. 

3. 投影算子与不变子空间 现在我们来考察对应于算子的不变子空间的投 
影算子. 

定理 6.5.9 设4是 Hilbert 空间丑上的有界线性算子， M 是丑中的闭 
线性子空间.那么 M 是^ 4的不变子空间的充要条件是 AP m = P m AP m . 

证 必 要性： 如果 M 是一个不变子空间，那么当 x G M 时 ， Ac G M . 由于 
对任何 x eH, P M x G M, 所以 AP M X G M, 因此 

尸 M (乂尸 M 工） = 

这等式就说明 PmAPm = AP M . 

反过来，如果 PmAPm = AP M . 那么对任何 x e M , 由 

PmAPmx = APmx 

①这里的记号作的下标 £； 并不是 L 2 ( D ， R ^) 中的闭线性子空间，这点与前面的记号用 
法不同. 
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证毕 


得到 P M Ax = Ax , 所以 Ac e M ， 所以 M 是 4 的不变子空间. 

定义 6.5.6 设4是 Hilbert 空间丑上的有界线性算子， M 是丑的闭线 
性子空间，如果 M 及 Mi =丑 ㊀ M 都是4的不变子空间，就称 M 是4的约 
化子 空间，或简称 M 约化 A 

由定理 6.5.9 可得下面的系. 

系 1 M 约化 A 的充要条件是 AP m = PmA . 

证必要性：由于 M 是^ 4的不变子空间，因此由定理 6.5.9, PmAP m = 
AP m , 又因仏丄=丑 ㊀ M 也是 M 的不变子空间，而且 Phqm =I — Pm . 所以 

( I - Pm ) A(I - P m ) = A ( I - P m ), 

由此即得 P m A = P m AP m . 因此 P M A = AP M . 

反过来，如果 PmA = AP m , 那么 PlA = P m APm , 所以 AP M = P M AP M . 
另外 （J — P m ) A(I - P m ) = A ( I - P m )- P M A{I - P M ) = A{I - P M ). 这就说明 
M 及丑 © M 都是 4 的不变子空间.因此 M 约化 A 证毕 

系2 M 约化4的充要条 件是: M 同时是4及的不变子空间.特别 
当4是自共轭算子时，4的不变子空间必定约化 A 

证 M 成为4及的不变子空间的充要条件是 


PmAPm = APm, Pm A*Pm = A* Pm, 

后一个式子通过两边取共轭可知它等价于 P M AP M = P M A . 因此充要条件变成 
PmAPm = APm 与 PmAP m = P M A 同时成立.但这两个式子等价于 P M A = 
AP m . 证毕 


例4类似于例1,在 n 维内积空间 以中, 取一组就范直交系&、&、•••、 
e n . 设自然数 Z 适合 1 < I < 71 ， 又取一个 n x n 阵 ( a ^) 如下： 



0>12 


0>12 


0 


an 0 

du 0 

0 Q7+1J+1 

0 a n,Z+l 



(6.5.3) 


根据 §5.1 知道， ( a ^) 在基 { ei ,.*. , e n } 之下相应于五 n — P 的一个有界线性 
算子 A 
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由 { ei ， …，句}及 { e / + i , ••- , e n } 分另! J 张成五 71 的 Z 维和 n - Z 维子空间 M 
AM 、 显然它们都是 A 的不变子空间，而且 ikT = P ㊀ M ， 即 M 和 M 都是 
A 的约化子空间.反之，设>1是五 n — 五^的任一个线性算子，如果>1有非平凡 
的约化子空间 M ， 那么必定有一组就范直交基 e l 5 ..., e n , 使得在这组基之下，4 
相应的阵有如 (6.5.3) 的 形式. 

事实上，设 M 的维数为 Z ， 在 M 中可取就范直交基 ei ，…， e h Mi = E n e 
M 是 n - /维子空间.在 M 丄中又取一组就范直交基 , e n , 在这组基 
，…. , e n T . A 相应于阵 ( a ^). 由于 M 是 A 的不变子空间，当 i 彡 Z 时， 
Aa G M ， 当 jZ 时， egM ， 这就立即得到当 i 彡 Z，j 〉 Z 时， ( Ae ^ ej ) = aji = 0. 
类似地由于 M 丄为>1的不变子空间，当 i 〉 Z，j < Z 时，也成立此式，所以阵 ( a ^) 
是形如 (6.5.3) 式的阵. 


习题 6.5 


1 . 设是 Hilbert 空间孖上一列相互直交的闭子空间. 证明： 0 ^ = span { Li }. 

i=l 

2. 设丹、 Pm 是 Hilbert 空间丑上两个投影算子.证明 PlPm 是投影算子的充要条 
件是 M)]±[M ㊀ (L f | M )]. 

3 . 设 A 和 P 2 是 Hilbert 空间丑中的两个投影算子，而且 Pi + P 2 - PiP 2 也是投影 
算子.问此时 PiP 2 = P2P1 是否成立？ 

4. 如果定理 6.5.2 中丑改为实 Hilbert 空间，问定理 6.5.2 是否仍然成立？ 

5. 设 { P x \X e M 是 Hilbert 空间孖上一族（可以不可列个）相互直交的投影算子， Pa 
相应的投影子空间是 L a = P X H . 证明： 必存在丑上投影算子 P ， 使对一切 z G 丑，有 


Px — ^ P\X 
\ 

(上式右边级数是强收 敛)； 如记 P 的投影子空间为 L ， 那么 


A 


其中 ㊉ k Xx ^ ||^a| 1 2 < 00 即 ㊉ La = span{L；\}. 

A l A A J A 

6 •设孖是 Hilbert 空间， { P a \a G ]} 是 if 中的一族投影算子.设 P 是孖中的投影 
算子，而且 P > 同时对任何投影算子 Q , 当 Q > Pa ^ aeA 时必有 Q > P . 这 

时称 P 为 { P a \ aeA } 的上确界，记为 


P = SUp Poe - 
aeA 

类似地可以定义投影算子族的下确界.证明丑中任何一族投影算子的上确界和下确界 
都存在 • 
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7.设 H 是可析的 Hilbert 空间， { P a \a e A } 是一族投影算子.证明必有 ] 的有限或可 
列子集瓜使得 


SUp P a = SUp P a . 

ol^A a£ylo 

8 . 设 P 是 Hilbert 空间 L 2 [ a ,6] 中的投影算子.如果对于 [ a ， 上任何有界可测函数 p ， 

都有 

P (< ff ) = < fPfJeL 2 [ a , b }. 

证明这时必有 [ a ， 的可测子集 M 使 PL 2 [ a , b ] = {/|在 M 外/⑷= 0}. 

9. 设孖是 Hilbert 空间， { P n } 是孖中一列两两直交的非零投影算子.又设 { A n } 是一 
个有界数列.证明在丑中必有有界线性算子 A 使得 

N 

A =( 强 ）lim 

N~^oo ‘ ^ 
u=\ 

并且 { A ,} 是算子 A 的特征值， Ay 的相应的特征子空间是 Pyi /， 而 

Pll = sup | Ay |. 

V 

10. 对于任何幂等的有界线性算子 A # 0,必有 || A || 彡 1. 

11. 设 A 是 Hilbert 空间丑上有界线性算子， L 是丑的闭线性子空间，如界 L 约化 
A , 那么 

( i ) L 也必约化 A * ; 

( ii ) 如果存在，并且是孖上有界算子,那么 L 也约化 A " 1 ; 

( iii ) A L ， 丄 分别表示 A 在 L 、 Zr 1 上的限制，那么 

(7( A ) = a ( A L )\ Ja ( A L ±). 

12. 设 A 是 Hilbert 空间孖上有界线性算子，满足 A*A - AA * > 0,称 A 是孖上的 
亚正常算子. 证明亚正常算子的零空间 ^ T ( A ) 必约化 A ; 又如果 A 是 A 的特征值，相应的 
特征子空间为五.那么五 A 也约化 A (提 示：当 A 是亚正常时， A - XI 也是亚正常的). 

定义 6.5.7 设77是 Kpeto 空间（参见 §6.3 习题)， P 是77上有界线性算子，如果 
满足 P 2 = P，pt = P 称 P 是77上 的投影算子. 

13. 设 P 是77上的投影算子，记 L = { x\Px = x , xen }. 证明： 

( i ) L 是77的闭子 空间； 

( ii ) J — P 也是 77 上的投影 算子； 

( iii ) II = L ㊉ L 丄，这里 Z /丄 = { x\(I — P)x = x,x G 77} = { x\Px = 0 ,x G 77}= 
{ x \[ x , y ] = 0 ,y G L }; 

( iv ) - L 必是 IT 中非退化的子空间（即 L 中不存在非零％使得 [ cc ， y } = 0 对一切 yeL 
成立). 

14. 设 L 是77上线性子空间，并且77 = L ® 证明 
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( i ) L 是77的闭子空间，并且是非退 化的； 

( ii ) 对任何 x e II ， 有唯一分解： a : = x l + x l ^, x l G L ， a : L 丄 G L x . 作 77 上算子 
尸 ：cc h zl . 证明尸是 77 上的线性算子，并且满足 P 2 = P , P t = P ; 

( iii ) 在 （ ii ) 中定义的算子 P 必是77上的有界算子（提 示： 证明 P 是全空间上定义的闭 
线性算子，然后利用闭图像定理可得).（习题14是习题13的逆命题 .） 

§6.6 双线性 Hermite 泛函与自共轭算子 

1. 双线性 Hermite 泛函 在本节我们要把内积进一步推广，引入双线性 
Hermite 泛函的概念.以后将用双线性 Hermite 泛函来研究自共轭算子. 

设 （ W )0^= i ，2，... ，…是几 x 几方阵，利用它我们作五 n 上的一个函数#(工， 2/) 
如下：当 T = ( xi , x 2 , ••- 5 ^ n ) e E n ,y = (2/1, 2/2, ••- ,2/ n ) ^ E n N *, 规定 

咖， 2/) = 

显然 < x , y ) 对于变元: r 是线性的，对于变元2/是共轭线性的，当方阵是 
自共辄阵时，显然 ( p ( x , y ) = ( p ( y , x ). 在线性代数中， ( f ( x , y ) 是用来研究方阵的一 
个工具.现在我们把它推广到一般的 Hilbert 空间的情况. 

定义 6.6.1 设 K 是实数域或复数域，丑是域 K 上的线性空间.以 •, •） 是 
取值于 K 中的丑上的二元泛函.如果对于任何 x ，2/，2； €丑及 a ，/? €尺，都 
成立 

( p ( ax -\- (3 y , z ) = aip ( x , z ) + (3( f { y , z ), (6.6.1) 

( f ( x , ay + (3 z ) = a ( p ( x , y ) + (3( f [ x ， z ), (6.6.2) 


那么称 #(•，•） 是丑上的 双线性 泛函. 


由定义可知，在复空间上，#(•，•）对于第二个变元来说，并不是线性的，而只 
是共轭线性的.因此，在复空间上严格地说不应该称为双线性泛函，有些书上称 
它为“一个半”线性泛函. 

定义 6.6.2 设 K 是实数域或复数域，丑是域 K 上的线性空间，#(•，•）是 
H 上的二元泛函.如果对任何 x , yeH , 都成立 

= ( f ( y , x ), (6.6.3) 

就称#(•， •） 是丑上的 Hermite 泛函. 

在 (6.6.3) 成 立时， （6.6.1) 及 (6.6.2) 式只要成立一个就可以推出另一个 ，但 
从 （6.6.1) 和 (6.6.2) 式并不能推出 （6.6.3) 式. 
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定义 6.6.3 设丑是内积空间，>1是丑上的线性算子，那么称 

= (Ax, y) (6.6.4) 


是由算子4 f 串矽泛函. 

显然由算子>1导出的泛函是丑上的双线性泛函，如果算子4又是自共轭 
的： 


(Ax, y) = {x,Ay), x^y e H, 

那么，由算子 A 导出的泛函 p 是双线性 Hermite 泛函. 
下面先给岀双线性泛函成为 Hermite 泛函的充要条件. 


定理 6.6.1 设 if 是复线性空间，<， •） 是丑上双线性泛函.那么，#是 
Hermite 泛函的充要条件是 (p(x, x) 对一切 x e H 都是实数. 

证 必要性是显然的.今证明充 分性： 由于^是双线性的，所以对任何 
x、y G H , 有 


= - [f{x + y,x + y 、 -ip[x-y,x-y) 

yyp(x -h iy , x -h iy) - i(f(x -iy,x- iy )]， （6.6.5) 


对调 a :、 y 的位置，又有 

^ x,y ^ x) - if{y - x,y - x) 

+ ip ( 2 / + ix , 2 / + ix) - i(f[y -ix,y- ix )], 

由假设是实数，易知 (f(x,y),(p(y,x) 的实部相等；由于等式 


(f(x + iy,x-\- iy) = (p(i(y - ix),i(y - ix )) 

= (f(y -ix,y -ix), 

(f(x -iy,x- iy) = (p(-i{y + ix) ， -i(y + i 工 )) 

= (p(y + ix,y-\-ix), 

易知 (f(x,y),ip(y,x) 的虚部互为反号.从而 (f{x,y) = (f(y,x). 证毕 

这个定理的证明与定理 6.4.4 的证明相似.另外，当丑是实空间时，本定理 
结论不再成立. 

定义 6.6.4 设 p 是内积空间丑上的双线性泛函，如果有正的常数 c 使得 


^ c | kllll 2/|| ? x , yeH , 
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那么称#(•，•）是丑 上有界的双线性泛函 .当^是有界的双线性泛函时，记 
||<^|| = sup k(：r，y)|， 称它为泛函 W 的 范数. 

读者可以 证明： 内积空间丑上双线性泛函#(•， •） 是有界的充要条件是#是 
H 上二元连续函数，即当 ||x n - 圳 — 0, ||2M - 2/11 — 0 时，#(〜， 2M) — 2/) •因 

此 有界双线性泛函又称 为连续双线性泛函. 

因此，如果4是有界线性算子，那么由4导出的泛函^是连续的双线性泛 
函. 这时，因为 W { x , y )\ = | (Ax, 2/)| ^ ||A||M||2/||， 所以 |M| < || 斗另一方面，取 
y = Ax, 那么 ||Ar|| 2 = Mx,Ax)\ ^ |M|H||Ar ||， 当 Ar # 0 时，||如||< IMIM， 
当 Ar = 0 时，显然仍成立. ||Ar|| < ||^||||x||. 因此又有 ||4|| < |M |， 这样就得到 

IMIHNI. 

定理 6.6.2 设<， •） 是内积空间丑上的双线性 Hermite 泛函如果有常数 
C 使得对任何 xeH 都成立 


W { x , x )\ ^ c||x|| 2 , (6.6.6) 

那么 p 是有界的，而且||4彡 c. 

证 对任何$，2/ G 丑，当 ( p ( x , y ) 是实数时，由#的双线性，成立 

y ^( x , y ) = ^ [( f{x -\- y , x ^ y )-( f ( x - y , x - y )\, (6.6.7) 

因此 \( p ( x , y )\ ^ ^[ c \\ xy \\ 2 c\\x r y \\ 2 } = |(||州| 2 + ||y|| 2 ) .当 ( f ( x ， y ) 不是实数 

时，记/ \ = 5 |A| = 1, 这时 <^(Ax, y ) = X ( f ( x , y ) 是实数，所以 

I 咖， 2/)1 


M^^y)\ = |^(Ax,y)| ^ |(||Ax|| 2 + \\y\\ 2 ) 

= |(W 2 + IMI 2 ), 


对任何实数 t # 0,由上面的不等式得到 



l+，y) 卜 


«r). 

(6.6.8) 

因此，对于: r # 0,2/ # 0,在 (6.6.8) 式中取尤 2 : 

=鑛到 



k ( 工， y)l 彡拳 IIIMI. 

当: r，2/ 中有一个是零向量时， ^,2/)=0 (这可由 p 的线性推出)，因此上式当然 
成立.这就得知^是有界的并且 |M| < c. 证毕 
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由定理 6.6.1 及定理 6.6.2 立即可得下述推论. 

系 设丑是复的内积空间，以.，.：）是丑上双线性泛函，而且对于 x e 
HM ^ x ) 都是实数并有常数 c 使不等式 

^ c \\ x \\ 2 

成立，那么对任何 x ， y eH , 都成立不等式 Mx , y )\^ c \\ x\\\\yl 

现在给出由连续双线性泛函决定连续线性算子的一个条件. 

定理 6.6.3 设丑是 Hilbert 空间，以•， •） 是丑上有界的双线性泛函，那么 
必有丑上唯一的有界线性算子八使^就是由4导出的双线性泛函.如果# 
是 Hermite 的，那么4是自共轭的. 

证由于以.， •） 是丑上有界的双线性泛函，对于任意固定的 yeH , 我们 
考察丑上的泛函 if y : x ^ ( p ( x , y)，(x GH ). 那么外是线性泛函，而由 p 的有 
界性， IwMIdNIMI ， 即得 


11 ^ 2/11 ^ %||， （6.6.9) 

所以外是连续线性泛函.由 Riesz 定理（定理 6.4.1), 必有 y * G 丑，使得对任何 
x eH , 成立 


A ⑷= P (工， 2/) =卜，2/*)， （6.6.10) 

V * 是由2/ 所唯一确定的，而且 ||2/1 卜 ||^||, h (6.6.9) 知 ||2 /*K 4 vl 

这样,对于每个 yeH , 我们把由 (6.6.10) 式决定的 f 记 为办， 于是就作 
岀了在//上定义的映照 B,B n *, 而且 \\ By \\ ^ c \\ y\lB 是由方程 

( f ( x , y ) = ( x , By ), x,y e H (6.6.10’) 


所决定的. 

现在证明 B 是线性算子.对于任何 x ， y , zGH 及任何两个数 a ，/?， 由于 

= ( x ^ By ),^^) = { x , Bz ), 


因而 


( f ( x , ay + Pz ) = aip ( x , y ) + P ^ p ( x ， z ) = a { x , By ) + /3( x , Bz ) 
= ( x,aBy (3 Bz ), 


由 （6.6.1 C /) 式，即知 B ( ay -^(3 z ) = aBy + 阳 z . 所以 B 是有界线性 算子. 
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记 B 的共轭算子为 A 那么对任何 x , yeH , 

咖 , y) = (x,By) = (Ax,y), 

所以 p 是由 4 导出的泛函，前面已经指出，这时 M | = || B || = || 肩. 
如果 p 又是 Hermite 的，那么对于 x,y G H, 


(Ax, y) = (f{x,y) = (p(y,x) = {Ay, x) = (x,Ay), 

所以 A 是自共轭的.算子 >1 的唯一性是显然的. 证毕 

由此可见， Hilbert 空间上的双线性有界泛函相当于一个有界线性算子.而 
如果泛函又是 Hermite 的,那么算子就是自共轭的. 

2. 有界二次泛函 为了后面的应用方便，我们再引进下面二次泛函的概念. 

定义 6.6.5 设 K 是实数域或复数域，丑是 K 上的内积空间 . # ㈠ 是定义 
在丑上的泛函，它满足下面的条件： 

⑴二次齐 性： 当 a G €丑时， <p(ax) = | a | V ⑷； 

(ii) 平行四边形公式：当: r ， 2 / € 丑时， fOr + y)-h (f(x - y) = 2(p ⑷ + ip(y)) 
那么称 p 是 H 上的一 个二次泛函. 如果二次泛函使 sup Mx )\ 是有限数，就 

M=i 

称 p 是有界二次泛函.而数11^11 = sup \( f ( x )\ 称为 （ p 的范数.如果对一切 

lkll=l 

XG H ^( x ) 是实数，就称 p 是实二次泛函. 

如果4是内积空间丑上的线性算子，那么记 

(f(x) = (Ax,x),x e H, (6.6.11) 

容易验证 p 是个二次泛函，由 (6.6.11) 式定义的^称为由 4 导出的二次泛函. 
当4是有界线性算子时，由>1导出的泛函^是有界二次泛函，并且 IIW < || A ||. 
设外, •） 是内积空间丑上的双线性泛函，定义 

^(x) = (f(x,x),x G H, 

易知 4(.) 是丑上的二次泛函，并称补)是由#(.，.）咢串的二次泛函. 

显然， 


W < IMI. 

定理 6.6.4 设丑是 Hilbert 空间， p 是实的有界二次泛函，那么必有丑 
上唯一的有界线性的自共轭算子 A 使得^是由4导出的二次泛函.而且这时 
Ml HI 斗 
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证设丑是复空间，类似于定理 6 . 1.2 的证明，在丑上作二元泛函 

寸 (x,y) = (f(x -y) + i(p(x -h iy) - i(f(x - iy)}, (6.6.12) 

这时，由 4 的定义即知 讽 x ， x ) = ^( x ). 

现证由 (6.6.12) 式定义的二元泛函#是有界的双线性 Hermite 泛函.与定 
理 6.1.2 的方法类似，可以证明对任何 x ， y , zGH , 

-h ^(y^z)= 寸 (x + y,z), 

从而对任何有理实数 r ， 7p(rx ， z) = r%j){x,y), 再利用 ^{x,y) = 々 (y ， x) 又得到对任 
何有理实数 ri , r 2 ^( rix , r 2 y ) = rir 2 ^( x , y ). 利用二次齐性及 (6.6.12) 式就得到 

\rir 2 \\^(x,y)\ = \^(r l x,r 2 y)\ ^ MKdlWI 2 + 


如果: rj 都不为零，取两列 { r ^ n) }, {4 n) }, 使得 r 产=那么 

W 工， 2/)1$ 2||^|||| x ||||2/||, 

如果 a :, 2 /中有一个为零，由 (6.6.12) 式易知此时必有 7 p ( x , y ) = 0 ,显然上式也成 
立.由上式立即知道 机 x ， y ) 是二元连续函数，再利用二元连续性以及对有理数 
r , r ^( x , y ) = ^( rx , y ) 的事实，立即知道 ^{ x , y ) 是双线性泛函，因此 ^( x ^ y ) 是有 
界双线性泛函，并且是 Hermite 泛函. 

由定理6.6.3,有丑上的有界线性自共轭算子 A 使得 

(Ax, y) = x，y e H 

且 W = Pll •所以 wOr) = 寸 (X,x) = { Ax , x ),\\( f \\ = ll^ll = \\ A \\. 

今证算子 4 的唯一性.如果又有 B 使 {Ax,x) = (Bx,x) 对 x G 丑成立，用 
类似于 (6.6.12) 的式子可知对一切 x，y e H, (Ax, y) = (Bx,y), 所以 A = B. 

当 F 是实空间时只要把 (6.6.12) 改成 

恤， y ) = \ M x + y )~ ^ p{ x - 2/))， 


其余照旧可以证明. 证毕 

从上述讨论中，读者不难看出：双线性泛函、二次泛函、算子之间的联系非 
常密切.因此双线性泛函、二次泛函是研究算子时常用的工具之一.其次还可以 
看出，有些结论（例如定理 6.6.1) 只在复空间中成立，在实空间中就不成立.在 
研究内积空间（特别是 Hilbert 空间）上算子时，一般都讨论复空间. 
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习题 6.6 

1. 证明内积空间丑上双线性泛函#(•， .） 是有界的充要条件是#(.， •） 是丑上二元连续 
函数. 

2. 证明 Hilbert 空间上双线性泛函#(•，•）有界的充要条件是固定一个变元时#(•，•）是 
另一个变元的连续函数. 

3. 设#(•，•）是内积空间的双线性泛函，如果 

sup \( f ( x , x )\ < + oo , 

||x|| = l 


问 V ?是否为有界的？ 

4.设以., .） 是复内积空间丑的双线性泛函，如果对一切 a : G H , Re ( p ( x , x ) = 0 , 问是否 
成立等式： 


sup | v ?( x ， y )|= sup | v ?( x , x )|. 

M=i ， M=i l|x||=i 

5 .设以 .，.） 是线性空间丑上的双线性泛函，如果不存在非零 X e H, 使得对一切 
y G H ,( p ( x , y ) = 0,或者 v ?( y ， x ) = 0. 那么称 p (.，.） 是丑上非退化的. 

证明： Hilbert 空间丑上有界双线性泛函#(•，•）是非退化的充要条件是（按定理 6.6.3) 
相应的有界线性算子 A (由它导出的双线性泛函是 W 满足 条件: ^( A ) = { 0 }, mA ) = H . 

§6.7 谱系、谱测度和谱积分 

1. 几个例 首先我们考察一下线性代数中的情况. 

例 1 如果丑是有限维的复欧几里得空间五' 4 是中的自共轭算子 
(或者是酉算子)，那么，必有丑中一组就范直交基 e l 5 e 2 ,..., e n , 使得每个 q 都 
是4的特征 向量： 


Aei = \ei (i = l ， 2 ， ... ， n), (6.7.1) 

(6.7.1) 式中的;^都是实数（或 W = 1). 这件事相当于一个 Hermite 阵（相应地 
是酉阵）必可以经过酉变换后成为对角阵.这就是矩阵或 n 维空间上算子的对 
角化. 

我们记= 1，2,…， n ) 为丑到由所张成的一维子空间上的投影算子， 

这时 

Pi^j = Sijej ( i,j = 1 ， 2,… ， n) (6.7.2) 

式中的 ％ 是 Kronecker 记号•由 （ 6.7.1) 及 （ 6.7. 2 ) 式， 可知 4 有如下的谱分解 
形式 

n n 

A = J2^iPu J2 Pi = L (6.7.3) 
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在有限维空间中，任何一个自共轭算子（或酉算子）的形式都是 （6.7.3) 式， 
但是对于无限维的 Hilbert 空间，情况当然要复杂得多.我们的目的是要找到一 
般的 Hilbert 空间中自共轭算子（或酉算子）的谱分解形式.我们先看一下,在无 
限维的空间中，自共轭算子（或酉算子）会复杂到怎样的程度. 

首先在一般无限维 Hilbert 空间中， (6.7.3) 式这种有限和式是完全不够用的. 

例2我们考察 Hilbert 空间/ 2 中如下的 算子： 我们取定一个有界实数列 
{ A n }, 作算子4 如下： 当 x = (x n ) G Z 2 时 


^(^n) = (A n X n ), 

容易证明这是自共辄算子（只要直接 验证： 对一切 G lMAx , y ) = ( x ， 如）成 
立).记是 Z 2 中如下的就范直交基: e fc = (4 n )，4 n 是 Kronecker 记号.又令 
P n 是投影算子 


P n x = ( x , e n ) e n , 


容易看出这时 

oo oo 

A = J2A n P n , Y^ = L ( 6 . 7 . 4 ) 

71=1 n=l 

这是一种特殊 Hilbert 空间 Z 2 上的自共辄算子，下面的例子是在一般 Hilbert 
空间上，形式更广泛一些，具有一定代表性的自共轭算子. 


例3设丑是 Hilbert 空间.在丑中任意取一列两两直交的投算子 
Pi(i = 1，2,3，...)，再任意取一个有界的实数列 { AJ , 然后作级数4 

i=l 

由 §6.5 习题9知道，级数 f ^ XiPi 强收敛于一个有界线性算子 A 并且 { AJ 都 
是 A 的特征值，而相应于 IT 的特征子空间是 巧丑 ，而 IIM = suplA .1. 又由于对 

i 

任何 n , An = J2\iPi 是自共轭算子，根据定理 6.4.6, A 也是自共辄算子. 


如记 En = ^ Pi,^o = 0, 显然， (6.7.4) 还可写成 


A = Y , △及 = J ， (6.7.40 

i=l i=l 

其中 JS^Ei = Ei - Ei-i = Pi , z = 1,2,3, •••. 

上面用 （6.7.3) 式或更一般地用 (6.7.4) 表示的算子都是自共轭算子.但是 
我们不可能希望自共轭算子都会是这种级数形式的.因为这种形式的算子至少 
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有一个特点：它有特征值 { A n }. 然而确实有这样的自共轭算子，它没有任何特 
征值. 

下面的例子就是没有任何特征值的自共轭算子，它是自共轭算子的另一重 
要典型. 

例 4在 L 2 [ a ,6 ](-oo < a <b < + oo ) 中用下面式子定义算子 A : 

(乂乃⑷= 柳）以 [ a ,6],/( t ) G L 2 [ a , b ]). 

容易验证 4 确实是个自共轭算子（只要直接 验证： 对任何 /，g G L 2 [ a ,6], 
( Af , g ) = (/, 如 )). 但是 4 没有特征值.因为如果 A 是4的特征值,/是相应的 
非零特征向量，那么 

( XI - A)f = 0, 

这就是 （A - = 0,因而/⑷士 0,这就说明/是 L 2 [ a , b ] 中的零向量.这个 

矛盾就说明 A 不具有特征值. 

对于例4,我们可继续作如下的 考察： 

对任何 A e [ a ，&]， 作 L 2 [ a , b ] 上算子 

E 入 •• f ( t ) ㈠ XM ⑷/⑷， 

其中 X [a ，V ⑷是 [ a ， A ] 的特征函数.显 然私是 L 2 [ a ,6] 上全部有定义的线性算 
子.由于对任何/⑷ 

= E\(X[a,X](t)f(^)) = X[a,x] (0/(0 
= X[a,A](0/(0 ~ (E\f)(t )， 

即砑= E 入. 再由于对任何 f，ge L 2 [ a ， b ]， 

( E x f , g ) = J X [ a , A ] W / W ^ W d ^ 

= ( f , E x g ), 

即巧 = E a . 由定理 6.5.1 知 Ex(\e [ a ，&]) 是 L 2 [ a ,6] 上投影 算子. 

对任何自然数 n ， 作 L 2 [ a ,6] 上算子 

n " 

An : f(t) ^ 入 ]⑷- XbU ⑷） / ⑷， 

-2=1 - 

/⑷ e [ 2 M ]， 
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其中 Xi = a— — —,i = 0,1，2, ._. n . 显然 


A n = ^XiAE Xi , 


由于 


X ] 入机入]⑷ - X [ a 入- i ] ⑹ 


b — CL r 11 

彡 -， t G [a ， 6 ]， 


由此可知，对任何 / e L 2 [ M ]， 


||( A - A n )/|| 2 ^ 




b — a 


2=1 

) 2 "/ j | 2 ， 


l / W| 2 d 亡 


即 ||A — A n || 彡 


b — a 


1,2, 3,…，从而 


A = lim y \ iAE Xi 

n. ― i ^ 


， （ I—) 


(6.7.5) 


对照 （6.7.5)、(6.7.40, 启发我们：要研究 Hilbert 空间（无限维）上自共轭算 
子的一般形式，就必须引入投影算子值的“测度”的积分.本节主要就是要严格 
地定义投影算子值测度以及对这种测度的积分.在本节的基础上，在 §6.9 及 §6.8 
中将分别证明 Hilbert 空间上自共轭算子、酉算子都必能表示成某个函数关于投 
影算子值测度的积分. 

2. 谱测度 类似于第二章中的测度概念，我们引进取值为 Hilbert 空间中 
投影算子的谱测度.下面用少表示某个 Hilbert 空间丑中的投影算子 全体. 

定义 6.7.1 设 X 是一个集, 只 是 X 的某些子集所成的代数, E 是 R — 少 
的映照，如果它满足下面两个条件： 

⑴ E ( X ) = /; 

oo 

( ii ) 可列可加性：如果 {4} 是中一列互不相交的元，而且 [j A n e R , 

那么就有 oc oc 71 — 

E ([ jA n \ = ①， 

1 / 71» = 1 


①这是指五 




=( 强)， 。C &取) . 
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这时， 称五是 （ X ，只)上（丑中）的谱测度. 当只是 a - 代数时，称（ X ， R , E)lH 
中的谱测度空间. 

引理1设 E 是（ X ，只）上的谱测度，那么 
⑴ E ( 0 ) = 0; 

( ii ) 有限可 加性： 对戌 (i = 1， 2 ,…， n ) e 且 { Ai } 两两不交，有 

\2=1 / 2=1 

( iii ) 如果 A , BgR , 而且 Af]B = 0 , 那么, E ( A ) E ( B ) = E ( B ) E ( A ) = 0; 

( iv ) 对于 A , BeR , E(A \ JB ) = E { A ) + E ( B ) - E ( AC \ B ); 

( v ) { E ( A )\ AeR } 是交换算 子族. 

证⑴由五 (.） 的可列可加性， 取求 = 0 (n = 1，2,3,…)，得到 
E ( 0 ) = E ( 0 ) + E ( 0 ) + E ( 0 ) + … 

显然使这式子成立的 E ( 0 ) 只有零算子，所以 E ( 0 ) = 0. 

( ii ) 对于有限个两两不交的 ▲ G = 1，2,…， n )， 只要令 A n+ i = A n+2 = 
… = 0， 由可列可加性即得有限可加性. 

( iii ) 当且 = 0 时，由有限可加性 E ( A \ JB ) = E ( A )^ E { B ). 
但是 E ( A ), E ( B ), E ( A \ JB ) 都是投影算子，由定理 6.5.4 即得 


E(A)E(B) = E(B)E(A) = 0. 

( iv ) 对于 A,B G R, 因为 A\JB = A\J{B-AC\B), 而且 A 与 B-Af]B 
是不交的，所以 E(A[jB) = E(A)^E(B-Af]B). 另外 B - 和 Af)B 
也是不交的，它们的和集是 B ， 所以 E(B - Af | B ) + E(ApiB) = E{B). 从而 

E(A[jB) = E(A) + E(B)~ E(Af]B), (6.7.6) 

( v ) 设 e 只， 由 （ iii ), 如果 = 0 时,与 E(B) 是可交换的.如 
果 A 〕 B ， 那么 E(A) = E(B)^E(A-B). 由于 E ( B ) 和 E(A-B) 可交换，所以 
E04) 和 E(B) 也是可交换的•由 （ 6.7.6) 式 E04) = E04|JB)+E04nB) — E(B). 
因为式中右端三个算子都和 E(B) 可交换，因而 E(A)E(B) = E(B)E(A). 证毕 

如果 (X ， R ， E) 是一个谱测度空间，那么对于任何 xeH^R 上的集函数 


fji x (A) = (E(A)x,x) (A e R), 


( 6 . 7 . 7 ) 




• 280 • 


第六章 Hilbert 空间的几何学与算子 


由谱测度的定义立即就可以知道~ ㈠ 是 丑上全有限的测度.另外，对于任何 
x，y e 丑，只上的集函数 


^ y { A ) = ( E ( A ) x , y ) (A e R ), (6.7.8) 

是上的广义测度.这是因为当丑是实或是复空间时，分别可表示成 


或 


= :(/J>x+y — l^x-y) 


^x,y = ~ l^x-y + ^x-\-iy ~~ i/^r-iy )， 


关于广义测度 (6.7.8) 的积分，我们用记号 


Ijm 聯， y )， J x m 剛工， y ) 


来表 7 K . 

我们用 B ( X , R ) 表示可测空间 ( X , R ) 上有界可测函数 全体. 对于/ e 

5(义,只)，记||/||=犯!)|/(0|. 

tex 

定义 6.7.2 设（ X , E ) 是谱测度空间，/ 是⑷ 只）上的可测函数，如果 
存在 Hilbert 空间 H 上的有界线性算子——这个算子记为 | f ( t ) dE ( t ) ——使 
得对任何 x，y e H 都成立 

(J f ( t ) dE ( t ) x ^ = J f ( t ) d ( E ( t ) x,yl (6.7.9) 

那么称 I f ( t ) dE ( t ) 为函数 / 关于谱测 度五的 （弱）谱积分. 

定理 6.7.1 设 （ X , H ， E ) 是谱测度空间，/ G B ( X , R ), 那么谱积分 
J 唯一地存在,而且谱积分有下列 性质： 

⑴线性： 对 f，ge B ( X , R ) 及数 a ，/3， 

J(af + 制⑷ dE ⑷ =a J f(t) 轉) + /3 J g(t)dE(t). 

( ii ) Hermite 性：当 / G 时， 

[/ mdE ( t )^ = J mmt ), 

特别当 / 是实值函数时, / 則轉) 是自共轭 算子； 
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(iii) 压 缩性： 当时， 

|//(，卿)|卜 ||/||; 

(iv) 如果 A eR , xa 是集 4 的特征函数，那么 

J XA ⑷娜卜 E ( A ). 

证为了证明谱积分的存在，不妨设/ e B ( X , R ) 是个实值函数.作 H 上 
二元泛函企如下： 

y ) = J f ( t ) d ( E ( t ) x,yl ( x ， yeH ) (6.7.10) 

显然巧 •，•） 是丑上的双线性 Hermite 泛函.而且 

mx , x )\= J f ( t ) d ( E ( t ) x ， x ) ^\\ f \\( E ( X ) x , x ) 

= ll/ll w 2 , 

由定理 6.6.1， 企是有界的双线性 Hermite 泛函，又由定理6.6.4,必定有丑上的 
有界线性的自共辄算子4形式地写 A 为 j f ( t ) 轉)， 使得对任何 x 7 yeH , 

(y*/(t)dE(t)x,^ = ^( x , y ) = J f ( t ) d ( E ( t ) x , y ), 

而且 I f ( t ) dE ( t ) =||^ K ||/||. 对于 / 是复值函数的情况，只要分成实部和虚 

部加以讨论就可以了.谱积分的唯一性是显然的.至于谱积分的性质 （ iii), 对于 
/为实有界可测函数已经证明过了，对于/是复有界可测函数将放在定理 6.7.2 
的系之后加以证明.而⑴、 （ ii) 、（ iv) 都是由 (6.7.9) 式直接可以得 到的. 证毕 

我们也可以用类似于第三章中的方法来定义可测函数关于谱测度的积分. 

定义 6.7.3 设 （ X ， R , E) 是谱测度空间，/ G B ( X , R ), f 的值域在 （ m ， M) 
中，对于分点组 D •• m = y Q <机< y 2 < …< y n = M ,作和式 

n 

S ( D ) = 彡 / < yi ))， yi-i 彡心彡队， (6.7.11) 

2=1 

记 S ( D ) = max ( Vi - y ^). 如果存在丑中的有界线性算子——仍把它记作 

l«n 

J f ( t ) dE ( t ) ——使得对任何 e 〉0,都有5〉0,当分点组 D 满足 S ( D ) < S 
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不论& e [ yi - i , yi ] 如何取，总成立 

J f ( t ) dE ( t ) - S ( D ) <8, 

那么就称/ /⑷ d 五⑷是函数/关于谱测度 E 的 （一致）谱积分. 

当/是复值函数时，如果/的实部 A 、虚部/ 2 的（一致)谱积分存在，那么 
规定/的一致谱积分 

J f ( t ) dE ( t ) = J /!( t ) d ^) + i J f 2 ( t ) dE ( t ). 

显然，如果 / 关于谱测度 E 的一致谱积分存在，那么一致谱积分必定就是 
弱谱积分. 

定理 6.7.2 设（ X ， R ， 五）是谱测度空间，/ e B ( X , R ) 是实值函数,那么/ 
关于五的弱谱积分就是一致谱积分. 

证 我们用 / / ⑷ dE ⑷表示弱谱积分 . 对于分点组 D :m = y 0 < yi < 
… <y n = M Ale [yi-uyi}(i = 1,2,… ， n )， 作函数分如 下：当 t € Xiyi^ ^ 
/⑷ < 队）时 

分⑷ = 心， 

由定理 6.7.1 中弱谱积分的性质⑴及 （ iv ) 可知由 (6.7.11) 定义的 5( D ) 就是函 
数沒关于 E 的弱谱积分.所以 

\\ f ( t ) dE ( t )- S ( D )\\= ， 

但由分的作法，可知11/一別彡 S ( D ) (= m ^ x (2/ m ) Y 因此由定理 6 . 7 .1 
的性质 （ iii ) 就知道，对任何 e 〉0,当分点组 D 使 S ( D ) < s 0^,对任何& e 

[2/i— 1 ， 2/i] (i = 1 ， 2， • • • ， n ) ， 

J /( t ) dE ⑷一 S ( D ) ^ S ( D ) < e , 

因此， I / ⑷ dE ⑴也就是 f 关于 E 的一致谱 积分. 证毕 

系 1 对于/ G B(X ， R、，j /⑷ dE ⑷与所有的 E(A), AeR 可交换，对于 
f^ge B(X ， R)，J /⑷ dE ⑷和 y* g(t)dE(t) 可交换. 
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证对于实值的 f，g e B ( X ， R)，j /⑷ dE ⑷及/ g ( t ) dE ( t ) 都是形为 

(6.7.11) 的和式的极限，而五 ㈠ 都是可交换的（引理1的 （ v ))， 所以 j 

和/ g ( t ) dE ( t ) 可交换.对复值函数可以分成实部和虚部来讨论.系1的前一半 
结论由定理 6.7.1 的 （ iv ) 即得. 

系 2 对于 f，ge B { X , R ), 成立着 

J f ( t ) g ( t ) dE ( t ) = j f ( t ) dE ( t ) J g ( t ) dE ( t ), (6.7.12) 

(/ f ( t ) dE ( t ) x，j g ( t ) dE ( t ) y ^ = J f ( t ) g ( t ) d ( E ( t ) x , y ). (6.7.13) 

证先设 /，g 都是实值函数.我们逐步来证明 （6.7.12) 式： 如果 /，g 都是 
R 中元的特征函数，/⑷= xa ⑷， 〆 (）= xs ⑷•而 f ( t ) g ( t ) = xaas ⑴，由定理 
6.7.1 的 （ iv )，(6.7.12) 式的左面是 E ( Af ] B ), 右面是 E ( A ) E ( B ), 而由引理 l ( ii ) 
及 （ iii )， E ( A ) E ( B ) = [ E ( Af ] B )-^ E ( A - B )} E ( B ) = E ( AC \ B ) E { B ) = E ( Af ] B ), 
因此 (6.7.12) 式成立.进 一步， 如果/和 g 都是简单函数就是说 

n m 

/⑷=⑷，分⑷=[似 馬⑷， 
i=l j=l 

其中人 (i = 1， 2 ,…， n ), Bj (j = 1， 2 ,…， m ) 是 H 中分别互不相交 的元. 这时 



/⑷ d 五⑷= ^>4( 人)， 
2=1 
771 


/ f ( t ) g ( t ) dE ( t ) = (6.7.14) 

J i=l j=l 

由于 E ( Af ] B ) = E (>1) 五 (5)， 由 (6.7.14) 式即知 (6.7.12) 式 成立. 对于实值的 
f ， g , 如定理 6.7.2 证明中对/作函数 g 那样地，可以作出 / n 及如都是简单函 
数,而且 f n ,9n 分别一致收敛于 f 及 g . 这时， fn9n 一致收敛于如.注意到定理 

中有限个元的特征函数的线性组合称为简单函数，它可以表示成 R 中有限个两两不交 
的元的特征函数的线性组合. 
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6.7.1 的 （ iii ), 得到 


f ( t ) g ( t ) dE { t ) = lim /尺⑷如⑷」五⑴ 


lim 


f n ( t ) dE ( t ) /如⑷ d 五⑷ 


= lim / f n ( t ) dE ( t ) lim / g n ( t ) dE ( t ) 

n—ooj n—ooj 

= J f ( t ) dE ( t ) j g ( t ) dE(tl 

式中的极限都是指一致的极限.所以 (6.7.12) 对实值函数成立.对复值函数的情 
况， 只要分成实部和虚部来讨论就可以了.由 (6.7.12) 立即可得 (6.7.13). 证毕 
我们现在再回到定理 6.7.1 的性质 ( iii )， 当时我们只是对实值的/ G B ( X , R ) 
进行了证明.当/是复值时，由定理 6.4.3 的 （ ii ) 及 （6.7.12) 得到 




mam / ⑷ d 五⑷ 


/ 1/ ⑴ I 2 卿 ) 


< II/II 2 , 


这样就证明了 （ iii ) 对于复值函数/也是成立的. 

系2的结论对于普通数值测度的积分是不成立的，它是谱测度积分所特有 
的重要性质. 

3. 谱系 直线上 Lebesgue - Stieltjes 测度是和单调增加右连续函数（分布) 
相对应的.和 Lebesgue - Stieltjes 测度一样，直线上的谱测度空间上的谱测度是 
和直线上单调增加右连续，但取值是投影算子的函数相对应的.为此，下面我们 
讨论以 A e (- oo ,+ oo ) 为自变数，取值为有界线性算子的算子值函数.当 
A — A q + 0 ( 即 A 从 Ao 的右方趋向于时，如果五 A 有强极限，极限值就记为 
^ Ao +0, 类似地定义 h 

定义 6.7.4 设 if 是 Hilbert 空间， { E x } 是以 A G (- oo ,+ oo ) 为参数的一 
族投影算子，如果它满足： 

( i ) 单 调性： 对任何两个实数 A 、 //，当 A > 时， E a 彡 

( ii ) 右连续性：对任何 G (- oc ^ oc ), E Xo+0 = E Xq] 

( iii ) (强 ）lim 五入= 0,（强 ）lim 五入= 7"， 

\― ► 一 oo A ― >-|-oo 

那么就称 { E X } 是一个 谱系. 

首先我们注意，当 { Ex\\e (- oo ，+ oo )} 是谱系时，对任何 A ," G (- oo ，+ oo )， 
A 彡"，由于五 A 彡仏， 根据定理 6.5.7, E X E ^ = E ^ E X = E ^. 
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例5 在 Hilbert 空间丑中，取 n 个两两直交的投影算子巧 (i = 1,2,…， n )， 
它们满足 f 巧=/，再取 n 个实数= 1，2,…， n )， 令 

i=l 

(当 A < min A , 规定私 = 0)， 那么可以直接验证 {^ a|A G (- oo ，+ oo )} 是 
谱系. 

例 6 在 Hilbert 空间丑中，任意取一列两两直交的投影算子巧 (i = 1，2, 
3, • • • )，它满足 Y^Pi = I , 又任取一列实数{\}，记 

i=l 

入 i 彡入 

(当 A < infAi 时规定私= 0)，下面验证 { Ex\X G (- oo ，+ oo )} 是谱系. 

首先，五 A 是有限个或可列个两两直交的投影算子的和，所以五 A 是投影 
算子. 

⑴当 A >" 时，私 = E Pi = E ^ 由于 

J 2 巧彡0,所以五 A 彡五 

( ii ) 对于 A > Aq ， E a — Ex 0 = Y 1 Pi ' 所以要证明五 a 在 Ao 处的右连续 

入 0< 入 i 彡入 

性，只要证明 lim y 巧= 0就可以了. 

入—入 0+0 入 0 <入<入 

实际上，对任何丑，由于{^}两两直交，所以 

Ell ^ f ^ lNI 2 , 


记 M A = { i \ X 0 < Xi ( A }， m A = min i (当 Ma 是空集时规定 m A = oo )， 显然当 

ieMx 

A < A ， 时， M A C M y ， 而且厂 I M x = 0, 所以 rru 当 A G ( Ao , oo ：) 时是单调不增 

入〉入 0 

的函数，而且 lim mA = oo .? 旦由于 

X ―► 入 0+0 


Y 1 PiX 

入 0 〈入 i 《入 


E ii 取 ii 2 

入0 < 入 i < 入 

E ii^ii 2 ^ E I 收 u : 

i £ M \ i=mx 
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当 A — A() + 0时，上式的右端趋于零，所以 

= 0， 

这就说明当 A — Ao + 0 B 寸，私 -私。 强收 f 于零.因此私是右连续的. 

( iii ) 的证明与 （ ii ) 是类似的.只要记 M A = { i \ Xi 彡 A } 及^ = i ， 这时 

ieM x 

当入 —- OO 时有祝 A 4 OO , 由于对任何 x e H , 

2 

oo 

ii^xii 2 = ^2 p i x =J2 ii^ii 2 ^ E ii 制 i 2 ， 

入 i 彡 A i£M\ i=M\ 

所以 lim || E A : r || 2 二0,即 lim = 0. 同理可证 lim = L 

入一 ► 一 oo X ― ► 一 oo A ― >-(-oo 

由上所述，可知{瓦\|久 G (― oo , + oo )} 是谱系. 

例 7在 Hilbert 空间 L 2 [0，1] 中，对实数 A ， 记 (- oo , A ] 上的特征函数 
X (- oo ，~ ⑺为 e x ( t ), 作算子 E a 如下： 

Exf = e x ( t ) f ( t \ / GL 2 [0,1], 

现在来验证这样作出的 {^ a|A G (- oo ,+ oo )} 是个谱系. 

首先，由于 e x ( t ) 是有界的实值函数，而且 el ( t ) = e ^ t ), 所以私是幂等的 
自共轭算子，即是投影算子. 

⑴当 A 彡 " 时， e \{ t ) e ^( t ) = e ^{ t ) e \{ t ) = e M ( t ), 所以 E X E ^ = E ^ E \ = 
由定理 6.5.7 可知五 A 彡五 

( ii ) 因为对任何 / ⑴ G L 2 [0，1]， 由 Lebesgue 控制收敛定理， 

lim [ | e ；^)- e Ao ( t )| 2 |/( t)| 2 dt = 0， 

入一入 0 Jo 

也就是（私- E Xo ) f 收敛于零 （A — Ao 时)，所以五 A 是强连 续的. 

( iii ) 当 A 彡0时， E A = 0,当 A 彡 1 时， E A = L 

这样就证明了 { E x \Xe (- oo ，+ oo )} 是 L 2 [0,1] 中的 谱系. 

上面我们举了一些谱系的例子.现在再对它进行一些讨论.首先我们可以把 
谱系定义中的强收敛改为弱收敛. 

定理 6.7.3 设 { E x \X e (- oo ，+ oo )} 是 Hilbert 空间丑中一族投影算子, 
满足如下的 条件： 

⑴单 调性： 当 A > 时 E A 彡％； 


忽。 a 

入0 < Ai 彡入 
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( ii ) 对一切 A。G (― oo ，+ oo )，£\。 = ( 弱 ） lim E \] 

A —> Ao +0 

( iii ) (弱 ） lim E x = 0, (弱 ） lim E X = I ； 

入 —一 oo 入一►十⑴ 

那么是一个谱系. 

证 由（弱 ） lim E x = E Xq , 即知 lim (( E x - E Xo ) x , x ) = 0 . 但是因为 

A —► Ao+O A —► Ao+O 

A 〉 A 。 时 ，私- 私。是投影算子，所以 

\\(E x -E Xo )x\\ 2 = ((E x -E Xo )x,x), 

因而弱收敛与强收敛是等价的，所以 {E X \\ G (- 00 ,+ 00 )} 满足谱系的条件 （ ii ). 
条件 （ iii ) 也可以类似地验证.从而 {E X \\ e (- 00 , + 00 )} 是谱系. 证毕 

定理 6.7.3 , 设 { E x \X e (- 00 , + 00 )} 是 Hilbert 空间丑上的一族投影算 
子，那么 { E x \X e (- 00 , + 00 )} 成为谱系的充要条件是对于任何 X e 付，函数 
F x (\) = ( E x x , x ) 满足下列 条件： 

( i ) F x 是单调不减的，即当 A 〉 / i 时 F x {\) ^ F x (/ i ); 

( ii ) F x 是右连续函数； 

( iii ) lim F X ( A ) = 0 , lim F x ( X ) = || x || 2 . 

入 —一 00 A—>+oo 

证 必要性：是显然的.由谱系的条件即可推岀定理中的 （ i ) 一 （ iii ). 

充 分性： 如果投影算子族 { E x \X G (- 00 , + 00 )} 使 F x ( X ) = ( E x x , x ) 满足 
定理中的三个条件，根据定理 6 . 5 . 7 , 对每个: r , 由^的单调性就得到 { E x \X e 
(- 00 ,+ 00 )} 的单调性.又由^的右连续性可得 

lim || (及-私。)工 || 2 = x \ imJ ( E x - E Xo ) x , x ) 

A —► Ao+O A —► Ao+O 

=lim ( E x x , x ) - { E Xo x , x ) = 0 , 

A —► Ao+O 

因此 {E x \X e (- 00 ,+ 00 )} 是右连续的.对于 A ->± oo 的情形也由类似的计算可 
以 说明. 所以 {E x \X e (- 00 , + 00 )} 是 谱系. 证毕 

如果 { JEJaIA G (— 00 , + 00 )} 是个谱系，而且有有限数771、 A /， 使得当 X < m 
时= 0 ( E m 可以不是0)，当 A 彡 M 时私=/，就称 { Ex\X e (- 00 , + 00 )} 是 
在区间 [ m ， M ] 上的谱系.区间 [ m ， M ] 上谱系又常写成 { E x \X e [ m ， M ]}. 

4. 谱系和谱测度的关系 前面我们已经分别讨论了谱系 {E x \X e (- 00 , 
+ 00 )} 及谱测度空间 (X,R,E). 现在我们讨论两者的关系.设 X 是实数全体 
E\ R 取为直线上 Borel 集全体所成的 a - 代数 B ， 这时，上的谱测度和 
谱系有密切的关系. 
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容易看到，如果 ( E \ B , E ) 是个谱测度空间，那么我们利用谱测度五可以 
造岀一个谱系如下：对于 A e (- 00 ,+ 00 )，令 

E x = 五((- 00 , A ]) (A e (- 00 , + 00 ))， (6.7.15) 

由谱测度的定义，立即可推知由 （6.7.15) 所作的 { E x \X e (- 00 , + 00 )} 是谱系.称 
它为由谱测度五 ㈠ 导岀的谱系. 

下面我们要从一个谱系 { E x \X G (- 00 , + 00 )} 岀发来定义岀在上的 
谱测度五(•)，使得它导岀的谱系 {- EaIA G (— 00 , + OO )} 就是 {^ a|A G (— 00 , + OO )}， 
即使得 (6.7.15) 式成立.我们把直线 E 1 上的左开右闭区间 ( a , 6] 全体，再加上 
(- oo , a ], (- 00 ,+ 00 ) 后的集类所张成的环记作 Bo , 由于 (- oo ,+ oo ) G B 0 , 所以 
Bo 是由五 1 的子集所成的代数 • 如果我们把 ( a ,6]. (- 00 , a ]. (- 00 , + 00 ) 都称作 
“左开右闭的区间”，那么执中元都可表示成有限个两两不交的左开右闭的区间 
的和集.为方便起见， ( a , + 00 ) 也记成 ( a ,+ oo ]. 

定义 6.7.5 设 { E x \X e (- 00 , + 00 )} 是谱系，而五是 执 上的谱测度，如 
果 （6.7.15) 式成立，就称五 (•） 是由 { E x \X e (- 00 , + 00 )} 导岀的谱 测度. 

引理2 设 { E x \\ e (- 00 , + 00 )} 是谱系，那么它必定在上导出唯一的 
谱测度. 

证 对于 — oo ( a ( + 00 ,作 

6 ]) 二 Eb - E a ， 

上式中 E + oc 、 E —沈 分别理解为 J 及 0. 

71 

对于任何 A e Bo , 如果 A = bi ] 而且 ( ai , bi](i = 1，2,…， n ) 是两两 

i=l 

n • 

不交的，那么令 E { A )= [(仏 - 五 a J . 和 §2.2 中凡上测度 m 的情况相仿可 

i=l 

证，这里的 E ( A ) 与 A = 的分解形式无关. 

显然 E ((- oo , X }) = E x . 今证明五是（五上的谱测度.由于 
{ Ea | - 00 < A < + 00 } 是谱系，容易看岀，对每个 A G B 0 , E ( A ) 是投影算子， 
而且 E ((- oo ,+ oo )) = I . 因此只要证明五的可列可加性. 

任意取定 x e H , Yf E 1 上函数 g x ( X ) = ( Exx , x ), -00 < A < + 00 ,它是单调 
增加的右方连续函数.和 §2.2 —样，利用仏 ( A ) 作％上的集函数 a 如下：当 
4 G B 。 而且4表示成为有限个互不相交的 [ aiM ] 的和时， 
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利用§ 2 . 2 的方法可证 A 是（五^氏）上的测度，因此当 { A n } C Bo 是一族互不 

oo 

相交的集，而且 U 4 e A ) 时， 


这就证明了 



= > : "X ( 乂 71 )， 



— > : ( 五(乂 n ) 工，工) • 


利用类似于定理 6.6.5 的方法（即用极化恒等式)，立即可知对任何 x . yeH , 


U / X ， y) = y : ( 五 ( 乂 n) 工， y )， 

\ \n=l / / n=l 

所以五是由 { E x \\e (- oo ,+ oo )} 导岀的谱测度. 证毕 

谱测度和通常测度一样也有下面的延拓定理. 

定理 6.7.4 设 E 是（ X ，丑 ）（ 丑是一个代数）上的谱测度.设 S ( R ) 是包含 
R 的最小 a - 代数.那么必唯一地有 ( X , S ( R )) 上的谱测度氧使得当 A G 丑时， 
E ( A )= E ( A ). 

证对每个 : c e 付，作（ X ，丑）上的测度 a 如下： 


fi x ( A ) = ( E ( A ) x , x ), AeR , (6.7.16) 

那么 以 X ) = || x || 2 . 根据§2.4,它必定可以唯一地延拓成 S ( R ) 上的一个测度 
/4•当4 G 丑时 ，由 （6.7.16) 显然有 

"x+ ： y( 义 )+ l^x-yi^-) = 2/i x (^4) + 2/iy (A), 

当我们把上式左右两边分别看作丑上的测度，并把它们分别延拓成 S ( R ) 上的 
测度时，左右两边分别为 ^ x+y ( A ) + ^ x _ y ( A ), 2/ i * ( A ) + 2/ x ； ( A ) , 由延拓的唯一性， 
可以知道，当4 G S (丑）时 

+ ^：-y(A) = 2/4(4 + 2/4(4)， 

类似地，当 a 为数时 

^ax( A ) = l a l 2 /4㈤ ， 
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又因为0 彡 /4 ㈤ 彡 M *( X ) = IMI 2 . 因此当固定 A e S ( R ) Ht , H 上的泛函 
/ i ；( A ) 是有界的实二次泛函.由定理6.6.4,必有丑中唯一的自共轭算子——记 
它是 E ( A ) 使得 

( E ( A ) x , x )=^ x ( A ), 

这样得到由 S ( R ) 3 \H 上有界线性自共轭算子全体 W 中的一个映照互（就是 
说，当4 e S (丑）时 E { A ) 是自共辗算子).由/4⑷对4的可列可加性得知，当 
{ A n }c S ( R ) 而且互不相交时，对一切 x,yeH 有 

(^( Q A n ) x , y ) = f ^( E ( A n ) x , y ), (6.7.17) 

\ \n=l / / n=l 

我们只要证明 E ( A)e 少(少表示空间丑中的投影算子全体)，那么云就是谱测 
度.我们令 


M = { A\Ae S ( R ), E ( A ) e 夕}， 

由于 /4 是/^的延拓，显然当4 G 时 E ( A ) = E ( A ), 所以 Rc M . 我们 
证明 M 是单 调类： 因为 X e M ， 所以只要考察 M 是否对单调增加集列的极 
限运算封闭就可以了.假设 c C … C C …是 M 中一列集，记 

OO 

\ J ( B n - B n ^). 因为 


( E ( B n ) x , x ) ^ ( E ( B n - i ) x , x ), 

所以 E ( B n ) ^ 从而 E ( B n - B n _ i ) = E ( B n ) - E ( B n ^) G 少•由 

(6.7.17) 可知 


E ( A ) = (§§) E (互 ( B n ) - EiBn ^)) + E ^) = Jiim ^( B n ), 

n=l 

oo 

利用定理 6.5.5 的证明方法可以证明 E(A) e 所以 |J e M 因此 M 是 

单调类.由定理 2.1.4 的系可知 M D S ( R ), 所以 M = U S ( R ). 因此云是谱测度 
而且它是五的延拓.唯一性是明显的. 证毕 

当 {E x \X e (- oo ，+ oo )} 是 F 中的谱系时，根据引理2它导出（五 
上的一个谱测度五，由于 S(B 0 ) 是五 1 上 Borel 集全体所成的 a - 代数 B ， 根 
据定理 6.7.4, E 延拓成 ( E ' B ) 上的谱测度.我们仍然把它记为五，称它是由 
{E x \\e (- oo ，+ oo )} 在上导岀的谱测度.由定理6.7.1，当 / G B(E\B) 




§6.7 谱系、谱测度和谱积分 


• 291 . 


时，存在谱积分 | f ( X ) dE ( X ). 我们有时把 | /( A ) dE ( A ) 写成函数 /(•) 关于谱 
系 {^ a|A G (— 00 , + 00 )} 的积分的形式： 

I f ( X ) dE x . 

定理 6.7.5 设 { E x \X e (- 00 , + 00 )} 是 F 中的谱系，五是由这个谱系导 
出的 ( E \ B ) 上的谱测度.任取 E 1 中的非空开集0,设它的构成区间全体是 
那么 

E (0) = ^( E bi - o ~ E ai ), (6.7.18) 


其中仏―0 = ( 强 ） lim 私. 

入 <6 名 
入一^ 

证由五的可列可加性，只要对0 = ( a , 6) 的情况来证明 (6.7.18) 好了.取 
一列 { b n },a < b n < b ， b n — b ， 那么 （ a ，6 n ]，n = 1，2,3,…是一列单调增加的集 
列，而且它的和集是&，&).由五的可列可加性容易看出 

E (( a , b )) = m lim E (( a , b n }) 

n—oo 

= (强 ）lim ( Eb n — E a ) = Eb-o — E a . 


证毕 


习题 6.7 

1 . 设（ X ，丑， />) 是 Hilbert 空间丑中的谱测度空间，设有 : tq G 孖使 { P ( E ) x 0 \ EeR } 
张成丑.证明必有 ( X , R ) 上的全有限测度以及孖到 L 2 ( X ， R 々) 上的线性同构？7,满 
足 || C 7 x || = \\ x \ lxeH , 并使得当五 e il 时， P ( E ) = UP { E ) U~ l 是如下的投影 算子： 对一 
切 / GL 2 ( W ) 

(P( E )f)( x ) = Xe(x)/(x), 

此地 XE(.) 是集五的特征函数.（提 示：令 C / : P ( E ) x 0 ^ X e(x).) 

2. 设 ( X ， R ， E ) 是复 Hilbert 空间丑中的谱测度空间，/是( X , R ) 上的有界可测 

函数， A = f f ( x ) dE ( x ). 那么 A e p ( A ) 的充要条件是 存在丑 o G R , E ( Eo ) = 0, 使得 
J x 

H |/( x ) - A | > 0. 

xGA — btQ 

3 . 记丑为复 L 2 (- oo , + 00 ), 对每个实数 a ， 作丑上算子 C / ⑷、 V ( a ) 如下： 当 / G if 
时， 

ma ) f )( x ) = e iax f ( x ), 

( V ( a ) f )( x ) = /(x + a ), 
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设 ( E \ B , P ) 是取值于丑上的谱测度空间.如果存在一个实常数 C ， 对任何 EeBJeH , 

P ( E)f = X r-cE(x)f(x), (6.7.19) 

此地 r a E = { x - a|x G E }. 证明： 对一切实数 a , 

U ( a ) P ( E ) = P ( E ) U ( a ), (6.7.20) 

V ( a ) P ( E ) = P { r a E ) V ( a ). (6.7.21) 

4. 证明习题 3 的逆命题也成立，即满足（6.7.20)、 （6.7.21) 的谱测度尸必为 （6.7.19) 的 
形式.证明时可分成下列几个命题逐步完成. 

⑴如果/ G P ( E ) H , 那么对任何实数 a y e iax f ( x ) G P ( E ) H ; 

( ii ) 取五 n = (0, n ] (n 为自然数)，又取 a : \ a \ ^ n , 那么 


P ( E n ) V ( a ) P ( E n ) = 0; 


( iii ) 对任何 f，ge P ( E n ) H , 当 | a | 彡 n 时，那么 



e ^ x g ( x ) f(x + a)dx = 0 


对一切实数 成立； 

( iv ) 利用 （ iii ) 以及//(- oo ,+ oo ) 中 Fourier 变换唯一性，证明必存在仅依赖于 n 的正 
数 m n ， 一切 P(E n )H 中函数在 [-m n ,m n ] 外几乎处处 为零； 

( v ) 设 w G 丑，并且#是在 [~k,k] (k 是自然数）外为零的 Borel 可测函数，记 F = 
{x\ip(x)^ 0 }. 证明由 {e^ x ^{x)\aeB}} 张成的线性子空间在 Hilbert 空间 L 2 {F,B^F,m) 
中 稠密； 

( vi ) 对任何自然数 fc ， 记 Ih 为 H 中在 k ] 外为零的函数全体，又记 ( pnk ( x ) = 
P(E n )X[-k,k](x), F nk = {x\(fnk(x) ^ 0}. 利用 （ iv )、（ V ) 证明 P(En)H k = 

F n 2 ， fc ， m); 

OO 

( vii ) 记 = (J F nfc , 证明 P{E n )H = 1/ 2 (&,5门&，?71)，& C [- m n ， m n ]; 

fc=l 

( viii ) 特另 ll 取五 i = (0,1]， 记 c = sup { r | m ((- oo , r ] f |^ i ) = 0 },d = inf {(5| m(Fi f |[5, oo )) 
= 0} (显然， P{E X )H = L 2 (F u BC\F u m) = L 2 (F 1 f |( c , d^B 0(^1 fife d}), m)). 利用 
(6.7.21) 证明 d 彡 c +1. 

( ix ) 利用 （ 6 . 7 .!21) 和 P 的可列可加、 P(R , ) = /, 证明 m ( Fif |( c , d ]) = 1 (因此，可取 
= (c ， c+ 1]) 

( x ) 证明一切区间 E = ( a , f 3 ], P(E)H = L 2 ((a + + c ), B f|(a + c , /? + c ], m ) 从而 

证明尸必是 (6.7.19) 的形式. 

5 .设（ X ,只， E ) 是 Hilbert 空间丑上的谱测度空间. f,ge B(X, R), 并且 f(x)g(x) = 1. 
证明算子 A = J f(x)dE(x) 必是正则的，并且 A — 1 = / g(x)dE(x). 
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6 . 设 （ X ， R ， 五）是 Hilbert 空间丑上的谱测度空间， f,g G B ( X , R ). 如果存在 
SeR , E ( S ) = 0,并且当 : c G S 时， f ( x ) = g ( x ). 证明 

J f ( x ) dE ( x ) = I g ( x ) dE ( x ). 

7 . 设（ X ，只，五）是 Hilbert 空间丑上的谱测度空间，/,如 G B ( X ,«), n = 1, 2,3, • • ■ , 

并且 

( i ) 存在常数 M , 使得 | p n ( x )| ^ M 对一切 : r G X 成立； 

( ii ) lim g n { x ) = f ( x ) 处处成立. 

n—oo 

证明算子序列 g n ( x ) dE ( x )^ 必弱收敛于算子 I f ( x ) dE ( x ). 

§6.8 酉算子的谱分解 

1. 酉算子的定义 在本节中，我们将讨论酉算子，特别是要研究它的谱 
分解. 

定义 6.8.1 设 [/ 是由内积空间丑的线性子空间 輝) 到内积空间 G 的 
线性算子，如果对任何 x G 切 ( C /)， 都有 \\ Ux \\ = || x ||, 那么称是在这 ( Z 7) 上保 
范的. 如果 寧 ）= H , 并且 C 7 是 9( U ) 上保范的，那么称是丑到 G 的保距 
算子， 当丑 = G 时，简称 U 是 H 上的保距算子.如果 9{ U ) = H ^( U ) = G ，并 
且 f / 是 哪) 上保范的，那么称 C / 是付 到 G 的酉 算子， 当 F = G 时，简称 
是 F 上的酉算子. 

H 上的酉算子，在物理学上习惯称 为幺正算子. 

如果丑到 G 的线性算子 C /， 是在 9( U ) 上保范的，那么当 x ^0, xe 受 ( U ) 
时，由 \\ Ux \\ = \\ x \\^0, 立即知道 C 7 是连续且一对一的，即 c / 是可逆的.特别就 
得到：内积空间丑到内积空间 G 的酉算子是有界的、可逆的，并且 C /- 1 也是 G 
到丑上的酉算子. 

引理 1 设丑， G 是两个 Hilbert 空间，是丑到 G 的线性算子，那么 
⑴ f / 是 9{ U ) 上的保范算子的充要条件是对任何 x , ye 啡)， 

( Ux , Uy ) = ( x ， y ), (6.8.1) 

特别地， U 是 H — G 的保距算子的充要条件是对任何 x , yeH , (6.8.1) 成立. 
( ii ) [/是 F — G 的酉算子的充要条件是 

U*U = I H , UIT = J G ①， （6.8.2) 

① I H , I G 分别表示 HRG 上的恒等算子. 
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或者是 


U~ l = U \ (6.8.3) 

证⑴由于内积空间中的内积可以用范数表示（见极化恒等式 (6.1.5). 
(6.1.6))，易知 ^( U ) 上的保范算子必保持内积不变，即 （6.8.1) 成立. 

反之，如果 （6.8.1) 成立，在 (6.8.1) 中特别取 x = ^/时，便知 f / 是保范的. 

( ii ) (6.8.2) 的必 要性： 如果 [/ 是酉算子，由（ 6 . 8 .1)式可知，对任何 x ， yeH ， 
有 

( x ， y ) = ( Ux ， Uy ) = ( irUx , y )， 

即对一切 x ， yeH ， 


((U*U-I H )x,y) = 0, 

特别取 2 ； = ([/*[/- I H ) X 0^,由上式立即得到对任何 x G H ，{ IPU - I H )x = 0, 
即 U*U = I H . 

又因为 卿） =G ， 所以从 ITU = I H 可知 C /* 就是 f / 的逆算子（即 C / 一 1 = 
U 。， 因此 C 7* 是 G — 丑的酉算子，对 f /* 应用已被证明的 (6.8.2) 的第一式，我 
们又得到 （ t / Tf /* = ，即 uir = i G . 

(6.8.2) 的充 分性： 由于 ITU = I H ， 因此对任何 x,yeH, 

(x， y ) = (lTUx， y ) = (Ux，Uy), 

即 （6.8.1) 成立，从而 f / 是保距算子.又从 UIT = I G 可知 卵） =G ， 所以 f / 
是 H — G 的酉算子. 

显然 (6.8.2) 成立的充要条件是 （6.8.3). 证毕 

系设 （ X ， 丑 ，丑） 是 Hilbert 空间丑中的谱测度空间，函数/ G 丑）而 
且|/| = 1. 那么谱积分 

U = [fdE 


是酉算子. 

证由定理 6.7.1 的⑻， IT = j JdE. 又由定理 6.7.2 系2, 

ITU = UU* = j \f\ 2 dE = JdE = E(X) = /, 
因此 f / 是 F 中的酉算子. 


证毕 


下面我们要研究 Hilbert 空间丑上的酉算子（即丑 — F 上的酉算子). 
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2. 酉算子的谱分解 在 §6.7 的第1段中我们说过，如果丑是复 n 维空间， 
那么（见 （6.7.3) 式）付中的酉算子 C 7 有形式 

71 71 

i=i 

其中 | A 7 | = l ， Pj(j = 1，2，...， n ) 是相互直交的投影算子.把\记成为 e '(0 < 
Oj < 2 jt ). 然后按 §6.7 例 5 的方法，由{巧}及 {9 j}(j = 1,2,... , n ) 可以作岀一 
个谱系 { E x \X G [0,2 jt ]}. 这个谱系是 [0,2 jt ] 上的谱系•而 J 7 的表示式也可以写 
成积分的形式 



现在再看一个无限维的 Hilbert 空间中酉算子的例. 

例 1 考虑复 Hilbert 空间 L 2 [ 0 , 2 jt ], f / 是如下的算子： 

(Uf)(t) = e [t f(t)JeL 2 [0M 

容易知道算子 [/是 L 2 [ 0 , 2 jt ] 中的酉算子. 

对于 [ 0 , 2 jt ] 中的每个 Borel 集八作算子 E ( A ) 如下： 

E ( A)f = XA ( t ) f ( t ) JeL 2 [ 0 M ， 

其中 XA 是 4 的特征函数.这时，对于任何 [ 0 , 2 jt ] 中 Borel 集 A , E ( A ) 都是投影 
算子，而五是中 Borel 集全体所成的 a - 代数 JB [ 0 , 2jt ] 上的谱测度.就是说 

([ OJjt ]，％， 叫， E ) 是个谱测度空间.由于 （ E 04 )/, W = / /⑷丽 dt ， 根据§ 3 . 8 , 

J A 

对于任何 /， gGL 2 [ 0 , 2 jt ] 

/ 2 Vd 剛/，分)=/ 2 >則_ = ( Uf ， g ), 

Jo Jo 

因此 

/ »2ji 

U = e u dE ( t ). ( 6 . 8 . 4 ) 

Jo 

本节的主要目的是要证明 ( 6 . 8 . 4 ) 是酉算子的一般形式.也就是说，对于复 
Hilbert 空间丑中的酉算子 f /， 必定有 ([ 0 , 2 n }, B [ oM ) 上的谱测度五使（ 6 . 8 . 4 ) 
式成立. 
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引理2设 P {^) = 是一个三角多项式，而且对任何实数亡， 

i/= — N 

P {^) > 0,那么必有三角多项式 Q ( e {t ) = 

i ^=0 

P ( e [t ) = \ Q { e lt )\ 2 . (6.8.5) 


N 


证因为有理函数 p ( z ) = 在 ki = 1 上取实数值，由复变函数中 


■N 


的 Schwarz 反照原理可知 P { z ) = 又因为 P ( e lt ) > 0, P ( z ) 在单位圆周 

上没有零点.设 P ( z ) 在单位圆 ㈤ < 1内的零点是 ai , a 2 ,-** 其重数分别 

为 - - - ， m n . 由于 P (+) = P ( a u ) = 0, 因而.也是 P ( z ) 的零点.由 

P ( z ) = P 容易说明零点士也是 I 次的.因此 


P ( z ) = c ] J(z - a ,) m ' 



所以就得到 

71 

P(e [t ) = c I] |e^ - a, | 2m ^(c>0), 

V=1 

71 

记 Q ( z )= - ol v T \ 那么 (6.8.5) 式成立. 证毕 

V =\ 

定理 6 . 8.1 设 J 7 是复 Hilbert 空间丑上的酉算子，那么必有丑中唯一的 
谱系 G [0, 2 jt ]} 满足 五 0 = 0,并使 


U = 


*2ji 


e w dE 0 . 


( 6 . 8 . 6 ) 


在证明定理 6.8.1 前，我们先回忆一些事实： C 2jl = {/|/ G C [0,2 jt ],/(0) = 
/(2 jt )}, 它是 Banach 空间 C [0, 2 n ] 的闭线性子 空间. 对于/ G C ^， ||/|| = 
max T 2 n 表示三角多项式全体 . r 2; r 是 C 2 jt 中的线性子空间，而且 T 2jt 

tG[0,2jr] 

在 C 2 jr 中稠密. 

下面我们再谈一下定理 6.8.1 的证明的思路.如果是 [0,2 jt ] 上的谱系， 
根据引理1的系，由 （6.8.6) 式定义的算子 C 7 是个酉算子.现在的问题是反过来， 
对于给定的酉算子 f /， 要说明一定有这样的谱系.这个谱系应该怎样去找呢？我 
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们设想对于酉算子 C /, 如果确有谱系五 0 使（6. 8 . 6 )式 成立. 那么由定理6. 7 . 2 的 
系2可知 

p2n 

U n = e m 0 d _ E 0 (n = 0, 士 1, 土2, • •. )， 

Jo 


因而对于任何三角多项式 
何两个元 x,y e H , 


p2n 

作⑷)，乂 


P ( e w ) dE e 就代表算子 P ( U ), 这样,对于任 


p2n 

( P ( U ) x , y )= / P ( e w ) d ( E e x , y ). (6.8.7) 

Jo 

但是在 （6.8.7) 式中，对于给定的三角多项式 PAx ， yeH , 左端是已知的.而三 
角多项式全体 T 23 t 在 C 2 jt 中是稠密的.如果能够应用 C 2jr 上连续线性泛函的表 
示定理,那么对于 x , yeH , ( E e x ， y ) 就可以确定下来了.由此可见，取确实是可 
以根据 [/ 来确定的.下面我们就把这个想法具体化. 

N 

定理 6.8.1 的证明对于三角多项式 P ( e w ) = 称三角多项式 

v= — N 

Y , 乙为 P 的共轭三角多项式，记为 ？(#), 算子 f cvCT 简记为 P ( C /)， 

k 时 P { U ) = P { U )\ 两个三角多项式 iMe i 0 ) 与 P 2 { e w ) 的乘积 Ps ( e w ) 显然仍 
是三角多项式，而且 P 3 ( U ) = P 1 ( U ) P 2 ( U ). 这些都是可以直接验证的. 

对任何 P G 7^及任何 x,y e H , iS 

^x,y) = (P(U)x iy ), ( 6 . 8 . 8 ) 

由 （6.8.8) 式，对任何固定 x,y € E^y : p ( i ^, y ) 是 T 2 ji 上的线性泛函 • 

下面我们证明它是连续的. 

如果 P 是在 [0,2 jt ] 上只取正值的三角多项式，由引理2,有三角多项式 Q 
使 P ( e w ) = \ Q ( e w )\ 2 . 所以 

^ A p ) = ( P ( U ) x , x ) = ( Q { U ) Q { U ) x , x ) = \\ Q ( U ) x \\ 2 ^ 0. (6.8.9) 

如果 P 是实值三角多项式，那么对于任何 c 〉 || P||,Pi = c - P 是正值的，由 
(6.8.9) 式， 

^XyXiPi) = ~ ^ 0 ) 

这就得到 ^ X { P ) ^ 咖,外令 c 趋于 || P ||, 就有 ^ X { P ) ^ ll ^ lllkll 2 . 再用 — 户 
代替 P ， 就有 1 X ， X ( P ) < \\ P \\\\ x \\ 2 . 因此 


|^, X (P)|^||P||W 2 . 


(6.8.10) 
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对于复值的三角多项式 P , 它的实部和虚部是实值的三角多项式 ： P = 

由 (6.8.10) 式对于巧、 P 2 都成立，以及 111, 11巧||彡 || P ||, 

l ^ x , x ( P )| ^ |^ x , x ( Pi )| + kx ( P 2 )| < 2|| P |||| x || 2 , 

所以对 ： r G 丑, Ad .) 是 T 2 jt 上的连续线性泛函.但由 （6.8.8) 式,我们得到极化 
恒等式 


^x,y = ^ i}Px-\-y,x-\-y ~~ ( fx_y,x-y + ^x-\-iy,x-\-iy ~ ^x-\y,x-\y) 5 

因此对任何 x ,2/€ 丑，^ ^(.)是 T 2ji 上的连续线性泛函.因此由定理 5.2.4 的系, 
必定存在唯一的 ^, x , y )^ V 2 n ——即函数0 ^ 佩 x , y )，0 e [0,2 jt ], 是 [0,2 jt ] 
上的有界变差函数，它在 [0,2 ji ) 中每点是右连续的，而且 ^(0, x ,2/) = 0 ——使 
得对任何 P e T 23t , 


^,y(P) = 狀 ^y)= r P(e w )d^e,x,y). ( 6 . 8 . 11 ) 

Jo 


下面考察 4 ( 0 , X, 2/)(0 € [0, 2jt],x, y ^ H ) 的性质： 

⑴ 娜， x ， y 、 关于 a :, 2 /分别是线性和共辄线性的. 

事实上，由于 p 关于： r 是线性的，因而对于 «^ 1 ) *^2 j y ^ H 及任何两个复数 
Ai ， A 2 ，由 (6.8.11) 式得到 


^( P ^ i ^ y ) = / 
Jo 

P ( e i 0 ) d ^( l 9, xi ,2/), 

(6.8.12) 

/ *2; 

P [ P ， x 2 ， y ) = 

Jo 

P [ e,d 娜, x 2 , y \ 

(6.8.13) 

(^( P,AiXi + A 2 x 2 ,2/) = / 

Jo 

71 

P ( e w ) d ^(6, AiXi + 入 2 工 2 , 2/)， 

(6.8.14) 


由于 ： r h < f ( P , x , y ) 是线性的，由 （6.8.12 — 6.8.14) 得到 



P(e 10 )d 州 ， AiXi + 入2工2 , 2/) 


= [ P ( e ld )6[\ ii ){6, xi , y ) + A 2 ^(6 | , ^2, 2/)], 

Jo 


由于等式 (6.8.15) 对任何 P e T 2 n 成立，由定理 5.2.4 即得 


(6.8.15) 


^(O.XxXi + A 2 x 2 , 2 /) = XiipUxuy) + X 2 ^[0 ， x 2 ， y )， 

这就证明了 揽 x ， y ) 关于 i 是线性的. 关于 V 的共轭线性也可以类似地证明. 
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( ii ) 对于 x € H ， jp (0， x ， x ) (关于 0) 是单调上升的. 

由于对取正值的 T 2 n ^{ P , x , x ) 彡0 ( 见 （6.8.9) 式)，也就是当 P ( e ie ) > 0 

p 2 n 

时/ P ( e w ) d ^(6, x , x )^0. 根据 §3.8 即知 讽 9， x ， x ) 关于0 是单调上升的. 

Jo 

( iii ) 在 (6.8.11) 式中取 P = 1,得到 

(X ， 2/) = ^(2jt,x,2/) - 0(0, X ， 2/) = *2n ， x ， y 、， 

再由上面的⑻，当 0 € [0,2 ji ] 时, 0 < 狀 G ， x ， x ) ( ( x , x ) = || x || 2 . 

综上所述， 樣 x ， y ) 当固定0 € 时，是丑上双线性的泛函，当 : r = 2/ 
时, 0彡 揽 || x || 2 . 因此由定理 6.6.2 及定理 6.6.4 可知必有唯一的丑中 
自共轭算子及)，使 

( E 0 x ， y ) = \ p (9， x ， y ). (6.8.16) 

由性质 （ iii ) 即知= J , 而= 0是显然的.及的右连续性是由于 
佩 x ， y ) 的右连 续性. 因此只要说明 { Ee } 都是投影算子,那么根据定理 6.7.3/ 
就知道 { Ee } 是谱 系了. 

对于任意两个取实值的 P , Q ^ T 2n , 以及任何 X ,?/ €丑，由 (6.8.8), (6.8.11), 
(6.8.16), 

( P ( U ) x , Q ( U ) y ) = [ n P ( e w ) d ( E e x , Q { U ) y \ (6.8.17) 

Jo 

但由于 Q ( C /) 是自共轭的，所以 

p2n 

{ E e x , Q ( U ) y ) = ( Q ( U ) E e x ， y )= Q ( e H ) d ( E t E e x , y ). 

Jo 

另一方面， (6.8.17) 式的左边又可以化成 
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由于上式对任何 P G T 2 ji 成立， T 2 ji 在 C 2 ji 中稠密.由 §5.2 Riesz 定理中泛函表 
示的唯一性,就得到 

p9 

/ Q ( e it ) d ( E t x , y )= / QW (馬及 xj ). (6.8.18) 

Jo Jo 

我们作函数 g e ( t ) 如下：当 f < 0 时 g e [ t ) = ( E t x , y ), 当 f > 0 时 ge ( t ) = ( E e x , y ). 
这样 （6.8.18) 式就是 


•2:t 


Q ( e [ t ) dg e ( t ) 


•2:t 


Q {^) d { E t E e x , y ),, 


因此，由于这式子对任何 Q G T 2 ji 成立，仍由 Riesz 定理所述的泛函表示的唯 

一性， 


ge [ t ) = ( E t E e x ， y ), 

所以当 t 彡沒时， ( E t x ， y ) = ( E t Eox , y ). 取 t = 0,即知说=五|. 所以 JE ^ 是 
投影算子.因此 { E e \9 e [0,2 ji ]} 是谱系，在 (6.8.11) 中取 P ( e w ) = e i0 , 就得到 

/*2ji 

( Ux , y ) = / e ie d ( Eex , y ), 因此 (6.8.6) 式 成立. 

从定理的证明过程可知使 (6.8.6) 成立的谱系是唯一的. 证毕 

定理 6.8.1 只是在复空间中成立.在实空间中， （6.8.6) 右边的谱积分一般没 
有意义.另一方面，即使在有限维实空间中，酉算子也不一定有特征值（例如 n 维 
实欧几里得空间的旋转变换就没有特征值)，所以就谈不上谱系了. 

定理 6.8.1 称作酉算子的谱分解定理,定理中的谱系 { Ee \6 e [0,2 jt ]} 称为酉 
算子 U 的谱系. 

现在我们指出谱分解定理的一些应用. 


系1如果复数# 1,则纟是酉算子 C / 的正则点. 


证因为 C / — 以 


>2n 


( e （) djE ^， 而 


,i0 




是 [0,2 ji ] 上连续函数，由定 


a ,7.2 系2即可验算 f 是 W 的逆算子.所以 ㈣ 的正 
则点. 


系 2 数 e i 0 o(O <9 o < 2 JI ) 是酉算子 C / 的正则点的充要条件是有正数5, 
使得 V 的谱系 说在队 - S ,9 0 + S } 中是常算子（即说在 （0 o -s,e 0 + s) 中取值 
与0 无关 ). 1为 C / 的正则点的充要条件是有正数5,使得当0 G (0,5) 时私= 0, 
当 0 € (2 jt — 5, 2 ji ) 时说= /• 

证我们讨论 ％€(0,2 jt ) 的情况. 
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充 分性： 如果的谱系在^的某个邻域队 - S^Oo + S ] 中是常算子，取 
[ 0 , 2 ji] 上的一个连续函数 f(e )， 使它在这邻域之外等于 e i0 , 而这邻域中的函数值 

r 厂00+占 

e w dE e = / f (6) dE e = 0, 

J 0q — S 

所以 

p 2 n 

u= / e w dE e = / f (6) dE e , 

Jo Jo 


而因为 e 是有界线性算子，它是 

p 2 n 

I _ - e ^) dE e = U — e w ^I 的逆算子.所以 e i 0 ◦是 C / 的正则点. 

°必 要性： 用反证法.设在00的任何环境中说不是常算子.那么 必有〜 — 
6o , Ee n / Ee 0 . 不妨认为 0 n > 0 q . 这时可取 x n ， 使 || x n || = l , x n G ( Ee n — Ee 0 ) H (= 
E Gti Hq E eo H ), 于是当 0 时， x n e E 0n H c E e H , 而当 0 < 0 0 时，因 
x n lE0 o H ， E 0o HD E e H ， 所以 x n ± E e H 0 这样， 

_ 、 / l ， 当 

( fe 5 ^ )= \0, 当… o , 


所以 


\\( U - e ^ I ) Xn \\ 2 



W ° - e ieo \ 2 d ( E e x n , x n ) 



\ e W - e ie °\ 2 d ( E e x ni x n ) ^ c n \\ x n \\ 2 = c n , 


其中 c n = sup | e 1<9 - e ie °\ 2 . 当 n — oo 时,显然 c n — 0, 但如果 e 1<9 。 是 V 的 
ee [ e 0 , e n ] 

正则点，那么 || x n || 彡 ||([/- e ^ o / )- i ||||( [/ _ e i 0 o / ) X7i || 5 当 n — oo 时就导出 1 彡0 
的矛盾，即 e i 0 。 不可能是 (7 的正则点. 

同样可证1为 [/ 的正则点的充要条件. 证毕 


系 3数 e i 0 o( O < 9 0 ^ 2 it ) 是酉算子 （7 的特征值的充要条件是及。# 

五 *00-0 • 

证充分生如果 E 6q -o + Ee 0 , 那么有 x G e 取丑， x Q 丄於 Q — 0丑，吻# 0,那 
么当 0 彡 00时 E$xo = Ee 0 xo = a ： o , 当 0 < 0 o 时 = 0. 因此 

p 2 n 

( Ux 0 , y ) = / e ie d ( E e x 0 , y ) = { e ie ° x 0 , y ) (y e if ), 

Jo 

所以 Ux 0 = e w ° x 0 . 
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必 要性：如果# ◦是 C / 的特征值而且吻是相应的特征向量，那么[/吻= 
Wx 0 . 所以由 (6.7.13) 我们得到 

0 = ||(^- e WQ I ) x 0 \\ 2 = [ 2n \ e ie - e i 0( fd (^ x o ， x o )， 

Jo 

但在上式的积分中，被积函数除去在0 = 00处等于0外是正值的连续函数， 
/ x ( A ) = ( E ⑷ x 0 , x 0 ) 是 （[0, 2 jt ], B [0, 2 ji ]) 上的测度，因此要积分为0,必须测度 
fi ( A ) 集中在单点集{0 0 }上•由及的右连续性可知（及 x 0 , a ： o ) 在 [0 o ,2 jt ] 上是 
常数，在 [ O ,0 o ) 上也是 常数. 所以 

(E x ^ , f (五 2JI 工0,工 0) = II工 o || 2 ， 当 0 e [<9 o ,2 jt ], 

00,0 ( E 0 xo , xo ) = 0, 当 0 G [ O ，0 o )， 

因此当^ [ 00 , 2 Jt ] 时 E e xo =吻，当0 G [0, 00 ) 时 E e x 0 = 0. 这就得到 

五 00 — 0 工 0 = O^XQ = Ee 0 Xo. 


证毕 

从系3的证明中还知道,对于 G [0,2砘 [/的 相应于特征值 e i0 。 的特征子 
空间是 

{ x\Ux = e l 6 ° x } = ( Eg q — Ee 0 - o ) H . 

我们再要指出谱系的一个重要性质. 

系 4设 C / 是复 Hilbert 空间中的酉算子,{说|0 G [0, 加]}是 C / 的谱系，设 
([0,2 ji ], Bn [0,2 jt ],£；) 是谱测度空间， E 是由谱系 { Ee \6 e [0,2 ji ]} 决定的谱测度, 
那么对于任何与 (7 可交换①的有界线性算子 AEe 以及 E ( M)(M eBf ][ OM ) 
都与 A 可交换. 

证 由于 At ； = C / A ， 容易证明 AC/ n = f / n A(n = 0,士1，士2，...）.因此对任 

N 

何一个三角多项式 P ( e w )= ^ c ^ e 1 ^, 总有 AP ( U ) = P ( U ) A . 所以对于一切 

v=-N 

x,y e H 

p 2 n 

/ P ( e w ) d ( E e Ax , y ) = ( P ( U ) Ax , y ) = ( AP ( U ) x , y ) = ( P ( U ) x , A * y ) 

Jo 

p 2 n p 2 u 

= / P ( e ie ) d ( E e x , Ay ^)= / P ( e ie ) d ( AE e x , y ), 

Jo Jo 

①两个有界线性算子成立 AB = BA 时称 A 与 B 可交换. 
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由 §5.2 泛函表示的唯一性定理可知 ( E 0 Ax , y ) = ( AE 0 x , y ) 对一切 x、y G 丑成 
立，由此即得 E e A = AE e . 令 M = { M\M e B f |[0, 2 ji ], E ( M)A = 4 E ( M )}, 那 
么易知环 CRq ① f |[0, 2 ji ]) C M . 又易知 M 成为单调类,所以 M ：) 5( i ^ f 1[0, 2 ji ]) 
= SCRo ) n [0,2 ji ] = BH [0,2 ji ], 即对一切 M e Bn [0,2 jt ]，£；( M ) 与 4 可交换. 

证毕 

3. 相应于酉算子的谱测度 我们注意复 Hilbert 空间丑中酉算子 C / 的谱 
a ( U ) 是复平面上单位圆周上的一个闭集.令 B a { u ) 表示 a ( U ) 中的（平面 ) Borel 
集全体. 

设 ( X , R ) 是可测空间， E 是 ( X , R ) 上谱测度（或数值测度)，如果 S e 
R , E{X - 5) = 0,那么称 E 集中在 S 上. 

定理 6.8.2 (酉算子的谱分解定理） 设 C 7 是复 Hilbert 空间丑上的酉算 
子,那么必有 （ a ( C /), 氏⑼）上唯一的谱测度 F 使得 

U = [ AdF ( A ), (6.8.19) 

而且 F 有如下的 性质： 对于任何 M e B a{u) 及 H 中任何一个与 C / 可交换的有 
界线性算子 A ， F ( M ) 与4也是可交换的. 

证对于酉算子 [/ 的谱系 { Eo\e e [0,2: t ]}, 我们作出它的谱测度五.由 
于 E 0+ = E 0 = 0, 显然 E ((0,2 ji ]) = 7,因此谱测度集中在（0, 2 坰上•而 (0,2 ji ] 
的余集的谱测度为 0. 我们可以把谱测度限制在 X = (0,2: t ] 上.令 Q 表示复 
平面上的单位圆周 { A || A | = 1}, 作 （0,2 ji ] ^ Ci 的——对应 T : 0 ^ e i0 . 记 
B Cl = eB,Ac (0,2 jt ]} ( B 表示直线上 Borel 集全体) • B Cl 中的元称为 

Ci 中的 Borel 集（参见§ 4 . 4 习题17、 18). 利用 T 可以把 ( E \ B ) 上的谱测度 
E 变换成 ( Ci , B Cl ) 上的谱测度 F 如下： 

F ( TA ) = E { A ), AeB , Ac (0, 2 ji ], 

那么当 / G B ( C u B Cl ) 时可以证明 

[ /( A ) dF ( A ) = [ f ( e w ) dE (9). (6.8.20) 

JC 1 J (0,2 n ] 

事实上，当 / 是实值函数时，由 { X \ yi-1 ^ /( A ) < y u \ G Ci} = T { e \ yi ^ ^ 
/( e i 0 )<2/ i ，0 e ( O ,2 jt ]} 立即得到 

FiC ^ y ^ ^ /( A ) < yi )) = EiXiy ^ ^ f ( e w ) < Vi )), 

① ilo 是 （- oo ，+ oo ) 上由左开右闭区间张成的环，参见 §2.1. 
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由此就得到 (6.8.20). 由定理 6.8.1 和 (6.8.20) 我们知道 

U = [ AdF ( A ), 

Jc 1 

所以只要证明谱测度 F 集中在 a ( U ) 上好了.由定理 6.8.1 的系2,如果 e i0 。e 
p (^)(0 <e 0 < 2 n ) 那么说在的某个邻域中是常算子，因此有正数 s 使 
_ 0 - s^o + e )) = 0. 所以有单位圆周上一段包含 e i 0 Q 的开弧0(，)，使得 
F ( O ( e i 0 o )) = 0. 当1 G p ( C /) 时，同样可证明有 G 上开弧 O ⑴包含1,而使 
F (0(1)) = 0. 利用 F 的可列可加性，对于单位圆周 Q 上任一含在 p ( U ) 中的 
开弧 7 可证 F ( 7 ) = 0. 由于 a { U ) 是闭集，类似于直线上开集的构成区间，可以 
证明 p ( U ) f ] C ! 可以表示成 G 上至多可列条两两不交的开弧的和集（参见 §4.4 
习题 16), 而在每段开弧 F 的值为0,因此 F ( p ( U ) f ] Ci ) = 0. 所以谱测度 F 集 
中在 a ( t /) 上. 证毕 

有时,我们也称或 ( a (^), B a ( c /) , F ) 为由酉算子决定的谱测度 
空间. 

定义 6.8.2 设4是复 Hilbert 空间 F 上的一个线性算子，如果存在 
⑷)① —® (丑—丑）的映照/ H /⑷满足如下 条件： 

⑴线性：当为复数, f,g e ㈤ ,时 

( a / + 办)⑷= af ( A ) + /3 g ( A ). 

( ii ) 可乘性： 当 f，g G 5((7(乂)，氏⑷）时， 

( fg )( A ) = f ( A ) g ( A ). 

( iii ) 当 / 三 1 时， f ( A ) = I . 

( iv ) 当 /⑻三 A 时， f ( A ) = A . 

那么就称/ h f ( A ) 是算子演算. 

由谱积分的定理,立即可以得到 

定理 6.8.3 设 [/ 是复 Hilbert 空间丑中的酉算子， ( a ( U ), B a { u ) , E ) 是相 
应于「的谱测度空间，对于/ G B ( a ((7), 氏⑼) ，令 

f ( U ) = f /( A ) 轉)， 

那么 / ^ f ( U ) 是算子演算 • 

①这里 ⑷ 表示复平面上含在 <j(A) 中的 Borel 集全体，即 B a (^ A ) = Bf]a(A). 
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4. L 2 -Fourier 变换前面我们曾介绍过 L ^ Fourier 变换,现在我们要用酉 
算子的观念介绍 L 2 - Fourier 变换. 

定理 6.8.4 ( Plancherel ) 对任何 / G L 2 (— oo ，+ oo )， 存在 L 2 (— oo ，+ oo ) 
中函数 ^ 

( C //)( x ) = (3 M ) lim -^= [ e ix yf(y)dy, (6.8.21) 

入 —+oo v2jt J—x 

而且 (7 : / ^ V / 是 L 2 (- oo ,+ oo ) 中的酉算子,它的逆算子的形式是 

(U~ l f)(x) = m e- [x yf(y)dy. (6.8.22) 

证把有限区间的特征函数全体记为 X , X 中有限个函数的线性组合全体记 

1 r~\~oo 1 /*+oo 

为彳. 那么对/€彳,记 e [x yf(y)dy,U 2 f=^= e~ ix yf(y)dy, 

V 2jTj — oo \/271*7 — 00 

显然它们都属于 L 2 (- oo ,+ oo ), 当 /,g G x 时,利用积分公式 



1 - 


cos ax 
x 2 


dx = Ji|a|, 


可以直接算出 

= [f ， g\[U 2 f ， U 2 g) = (/,^),(C/i/^) = if ， U 2 g\ (6.8.23) 


而 R 、 R 显然是线性的，因此 (6.8.23) 式对于 f ， gei 也成立. 

因为 i 在 L 2 (- oo ,+ oo ) 中稠密， U U U 2 是 i 上的有界线性算子，所以 
U U U 2 可以唯一地延拓成为 L 2 (- oo ,+ oo ) 上的有界线性算子.延拓之后的算子 
仍记为 R 及〜 由内积的连续性可知， （6.8.23) 式对 f，ge L 2 (- oo ,+ oo ) 也成 
立.由 u u u 2 的保范性即知= u 《 u 2 = I . 再由 c / 2 = c / r 得到 C / iC/f = /, 
因此由引理1知 R 是酉算子,从而(7 2 = $ =町 1 也是酉算子. 

对 A > 0,令 A ^\ = {/|/ 6 L 2 (— oo, +oo), 当 |x| > A 时 /(t) = 0}，那么当 
fe iV A (a > 0) 时，由 C/r = C / 2 和 

得到 [ (「 l /)( X)dx = (^ l /, X [0, a ]) = (/,^2 X [0, a ]) 


•入 giax 


y /2 n 


\x 


/( x ) dx , 
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两边对 a 求导数并利用 §3.4 对 LY - oc ^+ oo ) 的 Fourier 变换讨论的方法，得到 
当/ G 7 V A 时 

( Uif )( a ) = ^ x e ，( x ) dx ， （6.8.24) 

类似地当/ e iV A 时 

( U 2 f )( a ) = ~^ f x e ~ iQX f ( x ) dx , (6.8.25) 

对于 / G L 2 (- oo ，+ oo )， 因为 / =( 强 ）lim ( X [ - A ， A ] /)， 由 （6.8.24)、（6.8.25) 及 

入一 >+oo 

lh 、 U 2 的连续性就知道 C / = y - 1 = C / 2 . 证毕 

定义 6.8.3 设 / e L 2 (- oo , + oo ), 函数 

/( a ) = (3 M ) lim ~^= [ e iax f ( x)dx 

入 —+oo v 2 jt J-x 

称为 / 的 L 2 - Fourier 变换. 又称 U :卜 7 为 L 2 - Fourier 变换.类似地，函数 
/( a ) = ( 强) A Hrn ^ ~^= J ^ e ~ [ ax f { x)dx 

称为/的 L 2 - Fourier 逆变换，也称/ h /为 L 2 - Fourier 逆变换.公式 ( f , g ) = 
( f , g ) 称为 Parseval 公式 • 

这里 L 2 - Fourier 变换比第三章中的 L ^ Fourier 变换多一个常数因子^是 

V 2 S 

为了使它成立 Parseval 公式，同时也是为了使 Fourier 变换公式和逆变换公式之 
间具有对称性. 

例 2现在我们研究 L 2 - Fourier 变换 [/ 这个酉算子的谱分解，为此，我们 
引进 L 2 (- oo ，+ oo ) 中的算子 J 如下： 

( Jf ){ x ) = f (- x ), f e L 2 (- oo , + oo )， 

显然 J 是酉算子，而且在 （6.8.21)、（6.8.22) 中由变数替换 x ^ - x 可以看到 

U~ 1 J = U ) 

因此 C / 2 = J .但 J 2 = J , 所以 C / 4 = J .由 §5.5 引理2得 


a ( I ) = { X 4 \\ ec 7( U )}, 
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但 a ( J ) = {1}, 所以 a ( U ) C 因而由酉算子的谱分解定理，必有 

L 2 (- oo ，+ oo ) 中谱测度五，它集中在 {1, i , —1, — i } 上而且 

1 = 五 ({1}) + 五({— 1}) + 五 ({ i }) + 

U = E ({1})~ E ({-1}) + iE ({ i }) - LE ；({- i })， 

实际上士 1, 士 i 都是 (7 的特征值. 

5. 平稳随机序列为了介绍酉算子谱分解理论在随机过程中的应用，首先 
我们介绍一下概率论中的基本概念. 

定义 6.8.4 设 X = ( r 2, B , p ) 是一个测度空间，如果12 G 且 p { Q ) = 1. 
就称 X 是个概率测度空间，而 p 就称为概率测度. 可测空间 ( B 是 a - 代 
数）上的可测函数/称为概率测度空间 X = 上的一个随机变量.如果 

f eL { Q , B , V ) 就称 

E ( f ) = [ fdp 

JQ 

是随机变量 / 的数学期望.设 x n ( n 二0, 土 1, 士2,…）是 X 上的随机变量，而且 

x n G L 2 ( i 7, B , p ), 如果五(〜）和 n 无关,而且 E { x n x rn ) 只和 n — m 有关 - 

这个数记为 r ( n - m ), 称为相关数——就称 {x n } 是一个（弱）平稳随机序列. 

下面我们考察满足 E ( x n ) = 0的平稳随机序列.记4 = { x n \n = 0, 土1，… } 
由于 { x n } 的平稳性，按平稳的定义有 

( x n , Xtti ) = t{ti 爪)， （6.8.26) 

其中 （•,•） 表示 L 2 { Q , B , p ) 的内积.作4到4上的算子 [/和 [ 

Ux n = x n -^ i , V x n = x n _ i , 

由 (6.8.26) 式即知对于 4 中任何两个元 X ， 2 /， 

( Ux ， y ) = ( x , Vy ),( Ux , Uy ) = ( x , y ) = ( Vx , Vy ), (6.8.27) 

利用线性把 R V 两个算子延拓到由4张成的线性空间 M 上，容易看出，这时 
(6.8.27) 对 a :, y e M 仍成立.易见 C /， F 是 M 到 M 上的保范算子•用 F 表示 M 
在 L 2 (n,B,p) 中的闭包，这时丑是一个 Hilbert 空间.由延拓定理 5.2.1, U,V 
可以延拓成 F 到丑的线性算子，即 (6.8.27) 对 x ,2/ G 丑都成立.由此易知 
都是酉算子而且 [/ = V 一 1 . 
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根据酉算子的谱分解定理，有丑中的 [0,2^] 上的谱系 { Eo \6 e [0,2^]} 使得 

/ »2 ji 

U = / e w dE e , 这时对任何 n = 0, 士1，士 2, ... 

Jo 

p 2 n 

U n = e in 0 dE 0 , (6.8.28) 

Jo 

对每个 0 G [0,2 jt ]， 记 = E e x 0 e H , z {6) 是随机变量，这时由 (6.8.28) 得到 

/ »2 ji / »2 ji 

U n x 0 = / e in 9 dE e x 0 , x n = e ine dz (6), (6.8.29) 

Jo Jo 

当区间 （ mA ] 和 [ a 2 M 不交时， E {{ a u b 1 }) E {{ a2 , b 2 }) = 0 . 因此 

( z ( h ) - z ( ai ), z ( b 2 ) - z { a 2 )) 

= { E (( ai , bi ]) x 0 , E (( a 2 , b 2 ]) xo ) = 0, 

所以在 （ Cli , 6 i ] n ( a 2, &2] = 0 时， 

E (( z (6 i ) - z ( ai ))( z ( b 2 ) - z ( a 2 ))) = 0, 

满足上述条件的随机函数就称为直交增量函数（因为— z ( a ) (6 > a ) 
是增覃)，也称为直交增量随机过程是参数).这种把平稳随机序列用直交增 
量函数表达的 (6.8.29) 式也称作平稳随机序列的谱展开式.又由 

p 2 n 

{x n , Xo) — {JJ n Xo) — / C ^.{EqXq , iCo) 5 

JO 

立即得到 

p 2 n 

r ( n )= e ine dF {6), (6.8.30) 

Jo 

其中 F {0) = \\ E e x 0 \\ 2 = E (| z ⑹ I 2 ) 是 [0,2 jt ] 上单调增加的右连续函数，称为平 
稳随机序列的谱函数. (6.8.30) 式称为平稳随机序列的相关数的谱展开式. 

对于连续参数的（弱）平稳随机过程 x t (-oo < t < + oo ) 有完全类似的结果. 
6. 平移算子 我们还要介绍一种典型的酉算子和一种典型的不是酉算子的 
保距算子.它们分别是双向平移算子和单向平移算子. 

定义 6.8.5 设丑是复可析 Hilbert 空间 { e n \n = 0, 士1，士2, ... } 是丑中 
完备的就范直交系，又设 C / 是丑中的有界线性算子，它具有性质 

C / e n = e n + i ，ti = 0, 士 1, 士2, • •. , 


那么称 C / 是双向平移算子. 
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设 = 0，1， 2 ，...}是丑中的完备就范直交系，又设 y 是丑中的有界 
线性算子，它具有性质 

= ^n+l ? 八 = 0,1,2,3, • • • ， 

那么称 y 是单向平移算子. 

容易 看岀： 双向平移算子 [/ 由上述完备就范直交系所唯一地确定.事实上， 
对任何 re e 丑，由 Fourier 展开式 


因此由 C / 的连续性，即得 


〉 : ( 工， e n) e n 


Ux = 〉: (x, e n )6 n _j_i 


由此立即可知 


ll^l| 2 = E 1( 工， en)| 2 = |M|: 


所以 c/ 是保距的，显然 c / 丑 = 丑，因此 [/ 是酉算子.而且这时 

U ^ C n = 6 n — 1, 

因此 C/- 1 也是（关于完备就范直交系 {e_ n |n = 0, 士 1 ，士 2 ， ...}) 双向平移算子 . 
同样地，单向平移算子也是由完备就范直交系 Un|n = 0,1,2,… } 所唯一确定 , 

而且它是保距 算子 . 但是 F 不是酉算子，因为由 Fo: = = 

\n=0 / 

oo oo 

〉 : ($ ， ^n)^n+l) 容易验证 = y^(^^n)^n-l ? 即 

n=0 n=l 

f ^ n -1, n = 1，2，... ， 


因此 = 丑 ㊀ Mo , 此地 Mo 为由 & 张成的一维子空间. 

{ pint 

乘法算子： （ C / o/)W = e ^/ W , 这时 


0，±1, 


设1/ 0 为 


,i(n+l)t 


0 ,± 1 ,± 2 , 


所以 C / o 是双向平移算子. 
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现在我们考察 L 2 [0,2 jt ] 的子空间丑 2 ,它是由 L 2 [0,2 jt ] 中形如 

/CO = f >， 

n=0 


(上式右边的级数是按 L 2 [0,2 k ] 中范数收敛于/)，而 f > n | 2 < oo 的函数/ 全体. 

H 2 作为 L 2 [0,2 jt ] 的闭线性子空间，它也成为一个 Hilbert 空间,称它为 Hardy (哈 
代）空间.记上述双向平移算子 C /。 在丑 2 上的限制为 W ， 注意到 { e M \n = 
0，1，2，...}是丑 2 中的完备就范直交系，于是 W 就是丑 2 中的单向平移算子. 

我们现在引进酉等价的概念. 

定义 6.8.6 设丑和 G 是内积空间，4是丑中的线性算子， C / 是丑到 G 
上的酉算子，称算子和4是酉等 价的 . 

上面例 3 (Hardy 空间）中的双（单）向平移算子 U 0 (V 0 ) 是一般的双（单）向 
平移算子的典型形式.事实上，对任何复 Hilbert 空间丑中的双（单）向平移算 
子 U{V), 必有丑到 L 2 [0,2: t ]( i 7 2 ) 的酉算子 W 使得 

WUW~ l = Uo {WVW~ l = Vo), 

实际上，对于双向平移的情况， W 取为如下的酉 算子： We n = ~^ f n \ 对于单 
向平移的情况， W 取为如下的酉 算子： Wi n = 因此在“酉等价”的意 

V2Jt 

义下，可以把 U{V) 看成 Uo(Vo). 所以下面我们对双（单）向平移算子，只要讨论 
它的典型形式 U 0 (V) 好了. 

对于酉算子 [/ 0 , 它的谱分解已见 （6.8.4) 式，％的谱系是 {Ee\6 e [0,2 jt ]}， 
而且（及乃⑴ = X [ o ，0] ⑴/⑴.由 { Ee\ee [0,2 jt ]} 所决定的谱测度空间是 （[0, 2 ： t ], 
石 [0 ,2 小丑) ，其中五是这样的 算子： 当 A e 叫时， （丑 ㈤ /⑹= xa ⑴/⑴ (/ G 
L 2 [0,2 jt ]). 我们现在要来求岀 C /。 的一切约化子空间 L . 

更一般地，我们有如下结果. 

定理 6.8.5 设 ([ 0 , 2 jt], 是全有限的 Lebesgue-Stieltjes 测度空间, 

C / 0 是丑 = L 2 ([0,2jt],B [0 ^],/i) 上的酉算子％ 

( C / 0 /) ⑴=沙/⑴， feH , 

那么， C / 0 的一切约化子空间正是集 { E { A ) H\A e B [ oM }, 这里 E { A ) 为投影 
算子： 


剛 /) ⑴ = XA ⑴/⑷， feH . 


①可仿例1直接证明 c / o 是酉算子. 
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证证 E { A ) H{A G B [() ， 2 ji ] ) 是％的约化子 空间： 因为对任何 feH , 

( C / 0 五 ㈤ 乃⑴= e [ t XA ( t ) f ( t ) = ( E ( yl ) C / 0 /) ⑴， 

即投影算子 E ⑷与％可交换.由定理 6.5.9 的系1可知 E ⑷丑是 C / o 的约化 
子空间. 

反之,设 L 是％的一个约化子空间， P 是 H 在 L 上的投影算子，因此 P 
和 C / Q 可交换. 

另一方面，显然 ([0,2 nlB [0>2 jl ] , E ) 是谱测度空间，由它决定的谱系为 {Ee\0 G 
[0, 2 n]){Ee = 五([0,0])),易知（请读者严格证明） 

n 2 n 

U 0 = / e w dE e , 

Jo 

由谱分解的唯一性以及定理 6.8.1 的系4知道 P 必与 E e (6 e [0,2 jt ]) 、 E ( A)(A e 
B [ oM ) 可 交换. 

令 / o ⑴三 1, 记 A = P/o. 那么，对任何 A e B [0 別有 
Pxa = PE ( A ) f 0 = E ( A)Pfo = E ( A ) f u 


即 

(PXA)(t) = XA(t)fi(t) = fi(t) X A(t). (6.8.31) 

现在证 |/#)| < 1: 任取 a 〉1，作集 = {叫 e [0,2 jt ], |/#)| > a }. 由 （6.8.31) 
式及 ||K 1^即得 


«2 ji 


a fi(A a ) ^ / |xa q (0/i ⑴ I d" 《 H^XaII ^ IIxaJ 

Jo 

p 2 n 

= I lx>U ⑴ | 2 d/i =/i(A a )， 

Jo 


因此 / i ( A a ) = 0. 因为 a 是任意的，所以 \fi{t)\ ^ 1. 
作丹上算子 Q 如下： ^ 


Q :/ WhA (0/ W ，(6.8.32) 
显然， Q 是 H 上有界线性算子.由（6.8.31)、 (6.8.32) 可知，对任何 A e B [W 


Pxa = Qxa- 

因为都是有界线性算子，而 spaa { xA\A e B [ 0 i 2n }} = H , 所以 


P = Q , 
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即投影算子 P 由 （6.8.32) 式所表达.由于 P 2 = P ， 所以 h { t ) 2 = A ⑴，即 f ^ t ) 
(关于 / i ) 几乎处处等于0或1.记乂 = { f|/i ⑴= 1}, 那么 fi ( t ) = xa ⑴，这就是 

说，存在 A G B [0,2 ji ], 使得 

( p/)w = f ⑴ xaCO = ( E ( A ) f )( t ), feH ， 

即尸 = E (4). 证毕 

特别，对于例 3 中的双向平移算子％，它的一切约化子空间就是 
{ E ( A ) L 2 [0,2 n ]\ AeB [oM }. 

定理 6.8.6 H 2 中单向平移算子 R 没有非平凡的约化子空间. 

证设是 R 的一个约化子空间， P 是 H 2 — L 的投影算子.由定理 6.5.9 
系 1 ， P 与 F 0 可交换，所以 PV 0 n = y 0 n P(n = 0,1,2,..*). iH/i = Pfo(fo = 1), 
那么对任何代数多项式 Q ( X ), 

Q(e lt )fi = Q(V 0 )Pf 0 = PQ(Vo)fo = PQ(e% 


由于 || P ||0, 所以 




(6.8.33) 


对于任何三角多项式 R { e ^) = 由于 R (^) = e ~ M Q {^), 其中 Q 是 

一个代数多项式，而且|^)| HQ ( e ^)|, 因此由 （6.8.33) 式，可知对任何三角多 
项式 R { e [t ), 

广 2jt / *2jt 

/ / \ R ( e H )\ 2 dt , 

Jo Jo 

由于对任何4 G B [0M , X A(t) 是一列一致有界的三角多项式 {^( e ^)} 的几乎处 
处收敛的极限 ®. 因此根据 Lebesgue 控制收敛定理， 

/»2ji /»2ji 

/ \XA(t)fi{t)\ 2 dt^ / \xA{t)\ 2 dt, 

Jo Jo 

所以 1/ iWl ^ l . 类似于定理 6.8.5 ^ Uo 的约化子空间的证明，可知对任何/ G 
H ' Pf ( t ) = /#)/ ⑴•由于户= P ，所以 h ( t ) 2 = / i ⑷，因此有乂 e B [oM , 
使 / i ⑴^ XA(t). 但由于 XA e 丑 2 ，因此在 L 2 [0,2 jt ] 中， XA 与 e int (n = 
- 1，-2，-3,… •） 都直交，即 

/ 2 ji 

XA{t)e int dt = 0, （n = — 1 ， 一 2, •.. ） 


①参见 §3.2. 
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在上式中取复共轭，因为 XA 是实值的，因此知道上式对于 n = 1，2,…也成立， 
所以 XA 与 e^(n = 1，2,3,…）也直交.因此， 关于炉 中的完备就范直交系 
{ e int }{n =： 0,1，2,… ） 的 Fourier 系数只有一项（即关于 e i 0 t 三1的 Fourier 系数) 
不等于零，所以就是常数函数.显然只有 - 0 ^ xa = 1. 因此，尸或是零 
算子，或是恒等算子，所以％的约化子空间只能是零空间或全空间丑 2 .证毕 

但是我们注意，％却有丰富的不变子空间.例如任取一个在单位圆内有零 
点的多项式 Q ( A ), 那么 


Lq = { Q ( e [ t ) f ( t)\f e H 2 }. 

就是的一个非平凡的不变子空间.而且可以证明当多项式 Qi 和 Q 2 在单 
位圆内的零点的位置不一致时， L Ql / L Q2 , 因此对算子结构的研究不能只限于 
研究约化子空间，还应该研究不变子空间.关于 W 的不变子空间的研究引起了 
Hilbert 空间中的算子调和分析理论.但这些已超出本书范围,请参考 [7]. 

习题 6.8 

1. 设 V 是内积空间丑的线性子空间 9{V) 上到内积空间 G 的保范算子. 证明： 

⑴当 G 是 Hilbert 空间时， V 必可唯一地延拓成歹(巧上（到 G 的）保范 算子； 

( ii ) 视为内积空间 9( V ) 到内积空间 G 的线性算子时， P 是 V 的共轭算子，那么 
V 是 nv ) 上保范算子的充要条件是 

V*v = I^ (v)l VV* = I nv) . 

2. 仿例1方法，证明：在 Lebesgue - Stieltjes 平方可积的空间 L 2 ([0,2 ji ], B [ 0 , 2n ], /^)上定 
义的算子 

u : m H e lt f{t)J(i)e L 2 a0,2ji],B [o ,2.],/i) 

是酉算子，并且 

n2n 

U= e lt dE u 

Jo 

其中{五以€[0, 2 ：1]}是由谱测度 


{ E ( A)\Ae B [0 t 2 n ] }( E ( A ): f ( t )^ X A ( t ) f ( t )) 


决定的谱系. 

3. 设 A 是 Hilbert 空间 H 到 H 中的保距线性算子.证明必有 Hilbert 空间 H D H , 
使得 A 能延拓成及到及上的酉算子. 

4. 设 C 7 是 Hilbert 空间中的酉算子，而且 C 7 — 了是全连续的，证明必有单位圆周上的 
有限个或可列个数 { Xu } 以及互相直交的投影算子 { Pu } 使了 = I 凡， C 7 = ^ X 上 ，并且 

{ Xu } 只以1为极限点. " " 
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5. 设？7是 Hilbert 空间 if 上酉算子.证明:⑴ a ( U ) = cr a ( U )((7 a ( U ) 意义可见 §5.5); 
( ii ) 当 A G p (⑺时， 

IK^-A/)- 1 !! ^ 1/ inf |A-V|. 

x f ec7(u) 

6 . 设 H 是复 Hilbert 空间， { E x \ - oo < A < + oo } 是丑 中的 谱系. 对每个实数作 
H 中的算子 

/ +oo 

e ilX dE x , 

-OO 

那么 U ( t ) 是 H 中的酉算子，而且 { U ( t )\- oo < t < + 00 } 是 H 中的单参数群，即 
U(ti -h t ^) = U ( ti ) U ( t2 ), -OO < ti ， t2 < + oo , 

并且 U ( t ) 是强连续的，即对任何 to e (- oo ，+ oo )， 满足下列 条件: 对任何 xeH , 


}}^ o \\( U ( t ) - U ( to )) x \\ =0. 

7 . 设 U ( t)(t e (_ oo ，+ oo )) 是复 Hilbert 空间丑上单参数酉算子族，并且成为单参 
数群： U(h -f t 2 ) = ?7( ti ) C /( i 2 ),-oo < ti , t 2 < + oo . 如果 U ( t ) 是弱连续的，即对任何 
x,ye HJ ( t ) = ([/ ⑷是 f 的连续函数.证明 U ( t ) 必是强连续的. 

8. 设 C 7 是复 Hilbert 空间 L 2 ( a ,6)(- oo 彡 a < 0 < 6彡 + oo ) 中的酉算子，那么有两个 
函数尺⑷ x ) 和 H (^ x ), a < 《 < 6 ，a < z < 6,当固定《时， z 的函数及都 
属于 6) 而且适合条件 

( i ) f K (^ x ) K ( r ] 1 x ) dx = f H (^ x ) H ( r ], x)dx 

J a J a 

= I min {|^|, \ tj \}, 当⑺彡 0 时， 

\ 0, 当巧<0时； 

( ii ) f x)dx = ( //( r /, x ) dx ; 

Jo Jo 

这时对任何 / eL 2 ( a ， b ) 有 

( Uf )( x ) = ^ (帆 ( U ~ l f )( x ) = £ 

9 . 设? 7 是复 Hilbert 空间丑上的酉算子，证明必存在 H 上的酉算子? 7 o , 使得 C / 0 3 = C 7; 
又证明存在 H 上的酉算子 CA ， 使得 a ( C / i ) 落在下半圆周上，且 C 7? = C 7. 

10. ( Wold 分解）设 V 是 Hilbert 空间丑上保距算子，记 L =丑 ㊀ 证明 

( i ) { V n L}(n = 0, 1， 2, ... ） 彼此互相 直交； 

( ii ) 0 V n L 必约化 V ; 

n =0 

/ 00 \ oo 

( iii ) V 在丑 ㊀ ( ㊉ V n L 上是酉算子.（特别，如果 dim L = 1， K 便是丑 0 = ㊉ V n L 

上单向平移算子， dinTl!V 1时，又称 V 是/ 上多重单向平移算子 . Wold 分解在理论 
和控制论中很重要） 
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定义 6.8.7 设 V 是（不定内积空间 ） 77 ( 见 §6.3 习题）上线性算子，如果对一切 
x,y e n,[Vx,Vy] = [x,yl 称 V 是 77 上 保度规 算子； 如果 V 是一对一的保度规算子，称 
V 是 77上保距 算子； 如果 K 是 77 上保距算子，并且 ^( V ) = 77, 称 V 为 77 上酉 算子. 

11. 证明下列命题： 

( i ) n 上保度规算子必是保距算子. 

( ii ) n 上算子 v 为保距的充要条件是对一切 xen , 


[ Vx , Vx ] = [ x , x ]. 

( iii ) n 上算子 v 为酉算子的充要条件是 

^= /, VW = I (记号 t 参见 §6.4 习题 7) 

(注意 77 上酉算子必是有界的,这可由 §6.3 习题 10 所指出的 “/7 空间上任何两个正则分解 
的导出范数必等价”事实推出，或直接证明是全空间定义的稠定闭算子，从而用共鸣定理 
推出). 

(iv) 77 上酉算子的谱 a ( U ) 关于单位圆周对称，即满足 a ( U ) = ，这里 = 

a ( L 0 g ( U ) 

AG (注意 Hilbert 空间上酉算子所有的谱仅分布在单位圆周上).读者能举一个 

在单位圆周外确有谱点的 77 上的酉算子吗？ 

(V) 设 V 是从 n 的闭线性子空间 L 到 77 的线性算子，并且 

[ Vx , Vy ] = [ x , y ], x,y e IT , 


V 是否必连续? 


§6.9 自共轭算子的谱分解 

1. 引言 在前面各章节中，我们所考察的都是有界线性算子，定义域一般 
也认为是全空间.然而在许多具体问题中，特别是在量子力学和微分方程理论中， 
我们经常碰到并不是在全空间上定义的而且不是有界的线性算子. 

例 1在 Hilbert 空间 L 2 (- oo ，+ oo ) 中，考察线性子空间 
^ — ^/|/ ^ L 2 (— 00,+00),/ \tf(t)\ 2 dt < oo|> 

以及以切为定义域的算子 A 当/ G 切时， 

{ Af )( t ) = (6.9.1) 

4是由这到 L 2 (- oo ,+ oo ) 中的算子，这是一 种乘法算子. 如果要保留算子4 
的形式（6.9.1)，同时要求4把 L 2 (- oo ,+ oo ) 中元仍变到 L 2 (- oo ，+ oo ) 中，那么 
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A 的定义域最大只能是切了 . 4是个线性算子，但它不是有界算子.因为如果 
fn ( t ) 是区间 [ n ， n + 1] 的特征函数,那么 ||/ n || = 1. 但是 

疒 n+l 1 

M / n || 2 = j = -((n + l ) 3 - n 3 ), 

因此当 n — ^ oo 时， || A / n || — y + oo . 

设 K 为实数域或复数域，丑和 G 是 K 上线性空间 , A B 分别是以丑的线 
性子空间 ^( A )^( B ) 为定义域的取值于 G 的线性算子， a , f 3 eK . 我们规定算 
子的一些运算如下： 

⑴以 ^( A ) 为定义域的算子 : r h aAx 称为 a 与 A 的乘积,记为 aA ; 

( ii ) 以切 ㈤ fl ^{ B ) 为定义域的算子 a : H Ac +价:称为4与 B 的和，记 

为 A 

( iii ) 设丑， G ， L 是 K 上线性空间，4是以 ^( A)(d H ) 为定义域的取值于 
G 的线性算子， B 是以 ^( J 5 )(c G ) 为定义域的取值于 i ： 的线性算子.那么以 
切= { x\x e ^{ A),Ax e ^{ B )} 为定义域的算子 I H B { Ax ) 称为 B 与 4 的积, 
记为 J 5 A . 

设隼 B 都是丑到 G 的线性算子，它们的定义域分别是切⑷和切 ( B ), 如 
果 ^( A ) c 9{ B ) 而且对于 : r e Sf { A),Ax = Bx , 就说 B 是 A 的延拓，记为 
AdB , 如果 Ac B 而且 B cA 才认为两个算子4和 J 5 是相等的. 

例2 设4是例1中的乘法算子， J 表示 L 2 (- oo , + oo ) 中的恒等算子 ， A + I 
的定义域仍为切，而且 （4 + /)/ = (t + 1)/ ⑷ (/ G 切).我们注意 ( L 4 ( 数0乘上算 
子4并不就是零算子0,因为零算子是在全空间定义的，而 ( L 4 的定义域是汉 

n 个 

所以 0 A 一 0,而是 ( L 4 C 0,但是40 = 0,又易知算子= AA ^ A 的定义域 
^( A n ) = |/|/G L 2 (- oo , + oo ), 广 \ t n f ( t )\ 2 dt<^Y 
而 A n f = t n f { t ) (/ G ^( A 71 )). 

2. 共轭算子 现在我们要把 §6.4 中有界算子的共轭算子的概念推广到定 
义域不一定是全空间的线性算子上去. 

首先我们注意下面的命题. 

引理 1 设丑和 G 是 Hilbert 空间， r 是夕 ( T )( C 丑）到 G 中的线性算子， 
那么对 G 中某一个向量 ?/, 满足 

( Tx ，2/) = ( x ，2/*), (x G 9{ T )) (6.9.2) 

的丑中向量 2/* 最多只有一个的充要条件是切 ( T ) 在丑中稠密. 
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证 设 mf ) = H , 那么如果丑中向量％及的都使（ 6 . 9 . 2 )式成立，即 

{ Tx , y ) = ( x , yl ), { Tx , y ) = ( x , y ;) (x e ^(T)), 

就得到 （ A _ l / 2 *) 二 0 对任何 re G 切 ( r ) 成立，即％ — 的丄切 CT ). 但由于 
Wl = H , 根据 §6.1 中定理，可知％ 所以使 （6.9.2) 式成立的 2/* 至多只 
有一个. 

另一方面，如果 WT ) ^ H , 那么必有 z e H,z ^ 0,2丄^}.因此对于 
以= 0,取 2/* = 0及 2/* = Z 都使（6. 9 . 2 )式成立，因此使 (6.9.2) 式成立的 2/* 可以 
不止一个.所以使 （6.9.2) 式成立的 2/* 至多只有一个时，必定 W ) = H . 证毕 

但我们注意，引理1只是讨论了唯一性，即使 W ) = H , 也并不保证对于 
一切 yeG , 都能够找到使 （6.9.2) 式成立的 2/*. 另一方面，在河巧#丑时，对 
于某些 yeG , 仍然可能没有使（ 6 . 9 . 2 )式成立的2/*，但如果2/ G G 使得（ 6 . 9 . 2 ) 
式有解时，解就必定不止一个.为了保证相应于2/的 y 的唯一性，就需要货 ( T ) 
在 H 中的稠密性，因此引进下面的定义. 

定义 6.9.1 如果算子定义域在全空间中稠密，就称它 是稠定算子. 

设丹、 G 是 Hilbert 空间，: T 是丑到 G 的稠定线性算子，任取^ G ， 这时 
( p y ： x ^ ( Tx , y ) 是以 ^( T ) 为定义域的线性泛函.由于货 ( T ) 在丑中稠密，利 
用 Riesz 的表示定理不难 知道； 线性泛函％在 ^( T ) 上连续的充要条件是存在 
(唯一的 ）2 A 使得 if y { x ) = ( x ，2/ U ( T ) 在丑中稠密就保证了 2/* 的唯一性.当 
T 是全空间定义的有界线性算子时，对任何 y ^ y 是连续的，因而都有相应的 lA 
而映照就是 §6.4 中所定义的 T 的共轭算子 T *. 对于一般的稠定的线性 
算子，就不一定对每个 yeG ^ y 都是连续的，而我们只能挑选那 些使％ 连续， 
即使得 2/* 存在的?/,作为共轭算子 T * 的定义域中的向量.我们就是用这样的方 
法来定义共轭算子的. 

定义 6.9.2 设丑和 G 是 Hilbert 空间, T 是丑到 G 的稠定线性算子.它 
的定义域为切 ( T )， 记 

^( T *) = { y\y e G ， 存在 y * G H 使 ( Tx , y ) = ( x , y *) 对一切 切 ( T ) 成立 }， 

并在货 ( T *) 上作算子 T * n'y g 切 ( T *)). 那么称 T * 为 T 的共轭算子（或 

伴随算子). 

由上所述， t 的共轭算子 r * 的意义是完全确定的，从共轭算子的定义可知， 
对于任何 x G 9{ T ) Rye 切 ( T *) 成立着等式 


( Tx ， y ) = ( x , T * 2 /). 


(6.9.3) 
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引理2 设 H 、 G 是两个 Hilbert 空间.共轭算子有下列性质. 

( i ) 丑到 G 的稠定线性算子 T 的共轭算子： T * 是线性 算子； 

( ii ) 设 A , r 2 是丑到 G 的稠定线性算子,而且切 CZ \) 门 ^( T 2 ) 也是丑中稠 
密氣那么（7\ + T 2 )* D + T 2 * ; 

( iii ) 设 T u T 2 都是丑到 G 的稠定线性算子，且 C T 2 , 那么 Tf 〕 T 2 * ; 

( iv ) 设 T 是丑到 G 的稠定线性算子.那么 

^( T ) C 深 ( T *) 丄， ^( T ) D 深 ( T*)i 门切 CO ， 

，( T *) =«^( T ) 丄. 

证⑴如果 yuV 2^ 切 ( T *)， a ，0 是数,那么对任何 X e 切 ( T )， 由 （6.9.3) 式， 
{ Tx , yi ) = ( x , T * i / i ), ( Tx , y 2 ) = { x , T * y 2 ), 

所以得到 

( Tx,ayi + Py2 ) = a ( Tx , yi ) + /3( Tx , y 2 ) 

= ol { x , T * yi ) + /3( x , T * y 2 ) = ( x 7 aT * y x + /3 T * y 2 ), 

因为上式对任何 : r e 切 ( T ) 成立，由共轭算子的定义，即知 

a yi +(3 y 2 e 货 ( T *)， T \ a Vl + (3 y 2 ) = aT^ Vl + (3 T 、 2 , 

所以 T * 是线性算子. 

(ii) 如果 y G ^(T*)f| ^(T 2 *) = ^(T*+T 2 *), 那么对任何 X e 切 (TO n ^(T 2 ) 
= &{ T l ^ T 2 ) 

( Tix , y ) = ( x , T ^ y ), ( T 2 x ， y ) = ( x ， T 《 y )， 

所以（(7\ + T 2 ) x ， y ) = ( x , T^y + T ^ y ) = ( x ，(7\* + T 2 *) y ). 由共轭算子定义即知 
ye ^((Ti + T 2 )*) 而且（7\ + T 2 y y = (Tf + r 2 *) y ， 因此 

( Ti + T 2 )* DT *+ T 2 *. 

( iii ) 由共轭算子定义显然可得. 

( iv ) 证明完全仿定理 6.4.4. 证毕 

系如果 t 1? t 2 中有一个是全空间定义的有界线性算子，那么 （ ii ) 中的结 
论可改成（7\ + T 2 )* = Tf + T 2 *. 
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证 设乃是全空间定义的有界线性算子.把 （ ii ) 的结论用于乃+ T 2 和 
- T u 可得切([(7\ + T 2 ) — 7\]*) D ^((Ti + T 2 )* + (―吖))，即 

^((Ti + t 2 )*) C 切 (T 2 *) = S >( T * + r 2 *), 

因此阳+ T 2 )* 和 Tf + T 2 * 的定义域相同，所以等式成立. 证毕 

引理 3设 T 是丑到 G 的稠定线性算子，那么 T * 是闭算子. 

证设 { x n } C 切 ( T *)， x n G G , T * x n i 0 eH ， 今证 x 0 e 切 ( T *) 而 

且 T + xo 二 y 0 . 事实上，对任何 : r e 切 ( T )， ( Tx , x n ) = ( x , T * x n ). 令 n — oo , 就得 
到 ( Tx , x 0 ) = ( x , y 0 ). 因而由 T * 的定义得知 e 切 ( T *) 且 T * x 0 = y 0 . 证毕 

例 3 在复 Hilbert 空间 L 2 [0,1] 中，记 

㉔ 二 {/ I /⑷是[0, 1] 上全连续函数而且 

/⑼=/⑴= l 2 [ o , 1]}， 

显然切是 L 2 [0,1] 中稠密的线性子空间，作以切为定义域的 L 2 [0,1] 中算子 T 
如下： 

( T /)( t ) = i/， ⑷， /G 切， 

现在我们来求 t 的共辄算子 r *. 

设分和 〆 gl 2 [ o ， i ] 使得 

( Tf ， g ) = ( f ， g ' / G ^, (6.9.4) 

也就是 / if f ( t ) g ( t)dt = [ f ( t ) g *( t)dt 对任何 / G ^ 成立•记 g **( t ) = 
^ Jo Jo 

[ g *( r ) dr . 利用分部积分公式（见 §3.8) 

Jo 

(/ W *) = (/,，)， (6.9.5) 

由 （6.9.4) 及 (6.9.5) 式即得 （尸， + 〆 *) = 0， 

我们注意，虽然 { f\f G 并不在 L 2 [0，1] 中稠密，但它和 L 2 [0,1] 只相差 

一维.事实上，由于对任何 p G L 2 [0, 1]，函数 

f ( t ) = [ ( p ( t f ) dt f -t [ 

Jo Jo 
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属于切，而且//⑷= p ⑷ — / ( f ( t ) dt (=( f - ( p ， l ) l )， 反之，对任何/ G 切，作 

Jo 

*) = m - f /⑷牝便知 
Jo 

{fV e^} = ^~ .i|^g L 2 [0,i]|, 

这里 1 是 L 2 [0，1] 中元. 于是 

{fife ^ = {0-1}, 

因为 —k e 故存在复数 c , 使得 -ig + 〆 * = c ，即 

g = — ig ** + ic = —i f g *( r)dr + ic , (6.9.6) 

Jo 

记 

^ = { g\ge L 2 [0,1], 歹是 [0,1] 上全连续函数，而且 
7⑴ GL 2 [0，1]}， 

由（6.9.6)，可知 g G 级*，且 〆 二 V . 反过来，当 g €切' 〆 = i〆 时,用分部积分 
法可以说明 (6.9.4) 式 成立. 因此，切 ( T *) =切*,而且 

T、= ig，, (g e 

3. 对称算子与自共轭算子在例3中 ， r C r *. 但因为切/切*，所以 
T ^ T \ 我们引进下面的概念. 

定义 6.9.3 H 中的稠定线性算子 T ， 如果有 T C T *， 就称 T 是对称的（或 

Hermite 的)，又如果成立 T = T *， 就称 r 是自共轭的或自伴的. 

显然自共轭算子必是对称算子，但对称算子不一定是自共轭的,例如例3中 

的算子 r . 显然由于切 ( T *) =切* D 切=切 ( r ), 并且当/ e 切时， T / = T */ = 

if , 所以 T 是对称算子.但是，级 * #切，所以 T 并不是自共轭算子.如果将 

T = d 的定义域适当扩大，就成为自共辄算子了. 
at 

例3 ( 续）在例3中取 

切= {/|/⑷在 [0,1] 上全连续，且 f ⑴€ L 2 [0, 1]， 

/⑼=/⑴}， 


取 : T : ( Tf )[ t )= e &. 那么: T 是 L 2 [0,1] 上的自共辄算子. 
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事实上，首先容易直接验证（更方便的是用下面引理4验证）： T 是对称算 
子，因此 T / C 又由于例3中的切 C 分，因此 T C T '， 由引理2,就得到 

CT \ 从而 

T cT f cT f * C T *, 

因为 

切 cn = {/ i / ⑷是[ 0 , 1 ] 上全连续，而且 /⑴ e l 2 [ o , i ]}. 

并且 = ig f (g e 切 ( T *))， 因而当分 G 切 ( T 〜)( C 切 ( r *)) 时， 

T^g = T*g = ig \ 

根据全连续函数的分部积分公式，对任何/ e _ r )， ge 切(广)，有 

( T f f , g )= ( if \ t ) g ( t)dt = if ( t ) g { i ) - ( if ( t )^( t)dt 
Jo o 

=_丽-/(0函)+ (/，了、)， 

因为/⑴ = /⑼，由上式可知必有= 0,即 Riy = 从而 
切 (： r *) =切 ( t ' 这就是说: r 是自共轭算子. 

定理 6.9.1 设丑是 Hilbert 空间.如果 T 是定义在整个丑上的对称算 
子,那么 T 必是丑上的有界的自共轭算子. 

证 因为 T 是对称算子，即 T C T *, 并且切 ( T ) =丑，所以 : T = T *. 由引 
理3, T 是丑 上的闭算子.再由 §5.4 的闭图像定理， T 是 H 上的有界算子.证毕 

引理 4 H 中稠定线性算子 T 是对称算子的充要条件是对任何 x、y e 
切 ( r ), 都成立 ( Tx , y ) = ( x , Ty ). 

证 如果 T 是对称的，由 （6.9.3) 式即知结论成立.反过来，如对任何 x.ye 
切 ( r )， ( Tx , y ) = ( x ， Ty ). 由 T * 的定义，可知 y G 货 ( T *) 而且 T 、 = 所以 
T C T *. 证毕 

例 4 我们再考察例 1 中的乘法算子 A 我们证明它是个自共轭算子.由引 
理4容易验证4是个对称算子.下面再证 A * cA . i ^ ge 切 ( A *) A*g = g \ 

那么就有 （ A /， 分 ） = (/，々*)，即 

/ +oo _ / *+00 _ 

tf ( t ) g ( t ) dt = / f ( t ) g *( t)dt (/ G ^), 

-OO J —oo 

/ + 00 _ _ 

g ^{ t)}dt = 0,特别当取/⑷是有界 Lebesgue 可测集的特 
征函数时，得知函数 tg ( t ) - g *( t ) 在任何有界 Lebesgue 可测集上的积分为零，可 
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见它必定几乎处处为零.因此 


tg { t ) = g *( t ), 

所以 g e ^( A ). 这样就证明了 4 = A *. 

引理 5设4是 Hilbert 空间丑中的自共辄算子， B 是 H 上对称算子，如 
果4 C B ， 那么 A = B . 

证 由 A c B 即得 D B *， 这就是 A = A * dB * dBdA . 所以 A = B . 

引理 6设丑和 G 是 Hilbert 空间， A 是丑中自共轭算子， U (^( U ) = H ) 
是丑到 G 上的酉算子，那么 [/ AC /- 1 是 G 中的自共轭算子. 

证 记 r = UAU ~\ 显然切 ( T ) = U ^{ A ), 因此 T 是 G 中稠定的线性算 
子.当 X 、2/ e 级 ( r ) 时，[/-4、 U^ye 9{ A ) 而且 

( Tx , y ) = ( UAU ^ x . y ) = ( AU ^ x . U ^ y ) = ( U ^ x . AU ^ y ) 

= ( x , UAU ~ 1 y ) = ( x , Ty ), 

所以 T 是对称的.另一方面,如果2/ G 切 ( T *)， 那么由 (6.9.3) 就有 

( Tx , y ) = ( x ， T * y)，x G ^(T), 

于是 { UAU ~ 1 x , y ) = ( x ， T * y ), 因而 

( AU ~ 1 x , U - 1 y ) = ( x ^ y ) = ([/_、 

但 U ，( T ) = ^( A ), 因此 U~ x y G 切 04*)， 且 A ^ U~ l y = U ~ l T * y , 由肀 = A ， 
可见 y G 切 ( T )， T*y = UAU ~ l y , 这就证明了 T * C T . 因而 T 是自共 轭的. 证毕 

当 A 是全空间定义的有界算子时， { UAU~ l Y = { U ~ l YA ^ = UAU ~\ 
时引理 6 是显然的. 

定义 6.9.4 设丑和 G 是内积空间，4是由丑的子空间切 ( A ) 到丑的算 
子， [/ 是丑到 G 上的酉算子.那么称算子 C / AC /- 1 和4是酉等价的. 

这种酉等价的关系是算子的表示理论的基础.我们常常把抽象空间中的算子 
表示成另一个具体空间中与原来抽象算子酉等价的具体算子（见后面定理6.9.5)， 
即通过酉等价关系把丑和 G 同一化，把4和 UAU - 1 同一化. 

例 5 在复空间 L 2 (—oo ， +oo) 中，记级！ = {/|/ G L 2 (-oo,+oo ),/ 在任何 
有限区间上全连续， 

/’ G L 2 (—oo ， +oo)} 
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作以负 为定义域的 L 2 (-oo,+oo) 中算子 D 如下： 

Df = lf, fe 队 . 

1 

U 表示 L 2 (- oo ,+ oo ) 的 L 2 -Fourier 变换，它是酉算子 . A 表示例4中的乘法算 
子，它是自共轭算子,它的定义域为切.下面我们要证明 

D = UAU ~ l . (6.9.7) 


首先我们证明 US ) = 设/ G 切，记 W =八/* G L 2 (- oo ,+ oo ), 那么 


咖卜(强) Ac */) 


7⑷机 




(6.9.8) 


由§4.3,平均收敛的函数列必有几乎处处收敛的子列，所以可取 A n — oo , 使 
(6.9.8) 中两式右边的函数列几乎处处收敛于左边函数. 

取 a G 和 a 是收敛点，那么 



e lxi tf ( t)dtdx 





— ~ Kf ( a ) ~ f ( a o ))， 


因而 f ( a ) = f ilp ( x)dx + f ( a 0 ). 由此 / G 切 1 ， 也就是 US > C 而且我们还得 

J OtQ 〜 

到了对 / e 切， DUf = Df ( a ) = Tp ( a ) = UAf . 

类似地不难证明 C /- 1 ^! C 这样就说明 DC / = C / A 所以 


D = UAU ~\ 


由引理 6 即知 D 是个自共轭算子. 

4. Cayley 变换 下面我们讨论自共轭算子和酉算子之间的关系.它是通 
过这样的类比而来的：如果我们把算子 A 看成复变数看成复变数 I ，那么 
自共轭算子相当于实变数，酉算子相当于模为1的复变数.因为由分式线性变换 
可以自然地把实变数变成模为1的复变数.因此就考虑利用分式线性变换把自 
共轭算子变为酉算子.下面我们更一般地对对称算子建立 Cayley 变换的理论. 

引理7 设 A 是复 Hilbert 空间丑上对称算子，那么 
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⑴算子 A 土 LT 将 9{A) 一对一地映到深 (A 土 LT ) 上，并且 （A 土 LT )- 1 是 
深 (A 土 LT ) 到 ^(A) 的有界线性 算子； 

( ii ) 当 A 是闭对称算子时, 深 (A 士 LT ) 是丑中的闭线性子 空间； 

( iii ) 如果4是丑上自共轭算子，则 ^(A ± il) = H. 

证 ⑴显然 ， ^(A ± il) = Sf{A). 由于4是对称的，所以对任何/ G 
^(A),(AfJ) = (/, A /)， 从而 (AfJ) 是实数.由此得到 

||04 土 iI)ff = ((A±iI)f,(A± iI)f) = (Af,Af) + (ifAf) 

= M/ll 2 + ll/ll 2 , (6.9.9) 

因此 ||(A 士 i /)/|| > ll/ll (/ G 可见 A 土 iJ 是可逆的，即 （A 土 LT )- 1 是 

^(A ± il) ^(A) 上的算子，且 || (A 士 i /)- 1 !! ^ 1. 

( ii ) 对任何分 G 3?(A±iI), 存在分 n G ^{A±il), 使得分 n — 〆 几 — oo ). 从而 
存在 / n G ^(A),(A± i/)/ n = g n . 由于 

||/n — /m|| — ||(^. =b U) 1 (^ n — 9m) || ^ \\9n ~ 9m\\ ~^ 0 ， 

(n, m oo) 

所以 {/n} 有极限 feH. 但算子 A 是闭的，所以 / e 切⑷，且 （A 士 i /)/ = 分, 
即分 e ^{A±il), 因此 3?{A±il) 是闭的. 

( iii ) 当 A 是自共轭算子时，由引理3, A{= A *) 是闭算子.再由引理2的系, 

(A ± iiy = A 干 LT . 由于本引理的 （ i ) 已证明彳 ( A 干 LT ) = {0}, 利用引理2的 

( iv ), 深 (A 士 LT ) 在 iJ 上稠密.但根据本引理的 （ ii ), ^(A ± U) 是闭线性空间，所 
以 ^{A ± U) = H. 证毕 

定义 6.9.5 A 是复 Hilbert 空间上对称算子，称^涿 (A — LT ) 的 

算子 

U = (A- i/)(A + (6.9.10) 

是4的 Cayley (凯莱） 变换. 

定理 6.9.2 设 A 是复 Hilbert 空间上对称算子， C / 是 A 的 Cayley 变换, 


那么 

⑴[/是 ^(A + il ) ^ ^(A - il ) 上的保范 算子; 

( ii ) 1 G a p ( C /)( a p ( C 7) 是 [/ 的特征值全 体)； 

( iii ) 深(/-^/)=切0 4 ),且 

A = [(I + U)(I-U)-\ 
特别地，当 A 是自共轭算子时， C/ 还是丑上酉算子. 




§6.9 自共轭算子的谱分解 


• 325 • 


证 ⑴由于 （A + i /)- 1 是定义在+ U) ±,值域为切⑷的有界线 
性算子，而 - il) = ^(A), 可见 （6.9.10) 是有确定意义的，并且 ^(U) = 
涿 (A + il), 零）= 3g(A-iI). 

对于/ e 切 ( c /)， i^g = (A + i /)- 1 /, 因此 M 切 ㈤ ，于是 

Uf=(A- il)g, f=(A + il)g, (6.9.11) 

由 （6.9.9) 知 

|| 明 2 HI 省 + 瞻 /ll 2 H 刚 2 + IM 2 ， 

所以||[//|| = ll/ll (/ G 级 ([/))• 因而 C 7 是深 (A + LT ) 到 ^(A - U) 上保范 算子. 

( ii ) 对/ €切 ( C /)， 有 g e 切04)，使 （6.9.11) 成立. 如果 [// = /，必有 
(^4 + il)g = (A — U)g, 即 g = 0,从而 f = 0, 可见 1 百 (7 P (U). 

( iii ) 反解方程 (6.9.11) 立即得到 

(I-U)f = 2ig, (I + U)f = 2Ag, (6.9.12) 


当/在 ^(A + ii ) (BP ^{ U )) 中变化时，分将取遍级⑷中元,所以深 (J - U ) = 
^( A ). 而且当 g e 切 ( A ) 时， 

(/ + U )( I - U )- 1 g = j [ ( I ^ U)f = \ Ag , 

所以 A = i(J + C /)( J - C /)- 、 

特别地，当 A 是自共轭算子时，由引理7的 （ iii ) 知 渾）=深 ( U )= H , 所 
以 C / 还是丑上酉算子. 证毕 

系当 A 是全空间上定义的有界自共轭算子时,那么1必是 A 的 Cayley 
变换 C / 的正则点. 

证 在定理 6.9.2 证明中，对于分 G ^( A ) = ff , i^f = (A + iI ) g ，( I - U)f = 
2 i 仏因此涿 (J — U ) = H . 由逆算子定理便得到 （/ - U )- 1 是定义在丑上的有界 
算子. 证毕 


现在我们证明定理 6.9.2 的逆也成立. 


定理 6.9.3 设 C / 是 Hilbert 空 间丑上 ^( U ) ^ ^( U ) 的保范算子，如果 
卿 - t /) 在丑中稠密，那么 

( i ) 1必不是 C / 的特 征值； 

( ii ) 线性算子 

A = i(I + U)(I-U)~ 1 ( 6 . 9 . 13 ) 
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是定义在深 (/ - C7) 上的对称算子,并且 4 的 Cayley 变换就是 C/ ; 

( iii ) 如果 &( U ) 还是闭子空间，那么4是闭对称 算子； 

( iv ) 如果 C / 还是丑上酉算子，那么 A 是自共辄算子. 

证⑴对任何 x e ^( I - U ) 必有 z e 鄭)， 使得 x = (I — U ) z . 如果有 
ye 切 ( C /)， 使得 （ C / — 1 ) 2 / = 0,那么 

( y , x ) = ( y ,( I - U ) z ) = ( Uy , Uz )-( y , Uz ) 

= ( Uy - y , Uz ) = 0, 


注意到 ^{1 - U ) =丑，因此2/ = 0. 

( ii ) 显然，从 （6.9.13) 可知切⑷=深 ( J - [/)，因而4是稠 定的. 为证 A 是对 
称算子，只需 证明： 对任何仍，仍 G ^( A ),( Ag u g 2 ) = ( 9 uAg 2 ). 设仍、仍 e 级 ㈤ ， 
则存在 / i ，/ 2 e 渾)， 使得 gi = ( I - U ) fi{i = 1,2). 利用 [/ 的保范性直接计算 
便有 


( A gi , g 2 ) = i((I + U ) f u ( I - U ) f 2 ) = i [( C // i ,/ 2 ) - (/ i , C // 2 )] 

= (分 1，如 2)， 


即 A 是对称的. 

从 (6.9.13) 可知，在 ^( A )(= 深 (I - U )) 上， 

A + i / = i (/ + U )( I - [/)— 1 + i(J - U )( I - U )- 1 = 2 i (/- U )~\ 

A - i / = i (/ + U )( I - C /)- 1 - i (/- U )( I - U)~ l 
= 2 iU { I - U )~\ 

由于 （ J - C /)- 1 是涿 ( J - ⑺到 ^( U ) 上的一一对应，由上面第一式可知 ^{ U ) = 
涿 (A + LT ), 并且 （A + il)~ l = 再由上面第二式可知 U = ( A - iI)(A + 

Zi \ 

i /)- 1 . 这表明 4 的按 (6.9.10) 所定义的 Cayley 变换正是 C /. 

( iii ) 设 ^( U ) 是闭的.由 C / 的保范性易知 鄭) 也是闭的.现在证明4是闭 
算子：设有{如} C ^( A ), g n — g ， 并且如 n — /• 显然 （A 士 i /)々 n — / 土 i 分. 因为 
U 是对称算子 A 的 Cayley 变换，所以 ( A + iI ) g n e 酬， U ( AViI ) g n = ( A - iI ) g n . 
再令 n — oo , 得到 


U(f + ig ) = f - ig , 


从而 


(J 一 [/)(/ + i ^) = 2 i ^(/ + U )( f ^ ig ) = 2 f , 
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这说明 ge ^( I - U ) = ^( A ), 且= /. 因此 A 是闭 算子. 

( iv ) 如果是酉算子，那么从 (6.9.13) 可知 

(A - U ) = 2 iU(I - U)~\(A + iI ) = 2 i ( I - 1/)-1， 

因为 ^( A *) = ^((A + i /)*), 要证明4是自共轭算子，只要证明切 ((A + LT )*) C 
S ){ A ) 即可.今证明如下： 

因为 （J - U)~\I - U ) = I ，( I - U )~ l 是稠定的，并且 I - U 是全丑上定义 
的有界线性算子,易知对任何 y e 级 ((/ - U)- U ),x eH ， 有 

( x ， y ) = ((I - U )~\ I - U ) x , y ) = (( I - U ) x ,( I - U )~ V y ) 

= ( x ^ I - Uni - U )- 1 * y ), 

即对任何 ye 轉- u)~ u ),(i-uy(i-u)_ u y = y . 但是 (i — uy = i-ir = 
( U - I ) U ~\ 由此可知 （ c/ - U)-^y = 2 /，即 y e 紙 I -u) = 级 04)， 从 

而 ^(( A-h i /*)*) c ^( A ). 证毕 

( iv ) 的另一证明设 2 / G 切 ( A *)， 那么存在 y * e 丑,使得 

((I + U )( I - U )~ l x , y ) = { x ^), xe ^( I - U ), 

^ z = ( I - U )~ l x , 从上式可知对一切 zeH , 

((I + U ) z , y ) = (( I - U ) z , y ^ 

因为是酉算子，下式成立 

((I + U ) z , y ) = ( Uz,(I + U ) y ), 

(( I - U ) z iy *) = ( Uz ,( U - I ) yn , 

所以，对一切 zeH ， 

( Uz ,( I ^ U ) y ) = ( Uz J ( U - I ) y ^ 

因为 C /丑 =丑,从上式就得到 

(I + U)y = ( U - I ) y \ 

即 y — U )( y - y *) G ^{ I - U ), 从而 ^( A *) C S ){ A ). 证毕 

由 （6.9.13) 式所定义的对称算子 A 称为保范算子 C / 的 Cayley 变换，或称 
为 Cayley 变换 (6.9.10) 的逆变换.定理6.9.2、 6.9.3 就是沟通对称算子和保范算 
子，特别是自共轭算子和酉算子之间的桥梁.由此可以利用保范算子的保范扩张 
或酉扩张来讨论对称算子的对称扩张或自共轭扩张. 
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定义 6.9.6 A 是复 Hilbert 空间丑上对称算子，记 m = dim (丑 ㊀ ^(A - 
i/)),n = dim (// ㊀ 深 (A + LT )) (这里空间维数是指完备就范直交系的势①)，称 
数对 （ m , n ) 为4的亏 指数. 如果 U 是 H 上的保范算子，记 m = dim (丑 ㊀ 
^{U)),n = dim (// ㊀ 切 ([/)), 称 （ m , n ) 为 C / 的亏指数.并称 丑 ㊀ 涿 (4 -7)、 丑 ㊀ 
^{A + LT ) 和丑 ㊀ 深 [U)、He ^(U) 分别为 A 和 C / 的亏子 空间. 


显然，自共轭算子的亏指数 （ m , n ) = (0,0). 

定理 6.9.4 设 A 是复 Hilbert 空间上对称算子,那么 
⑴必存在4的最小闭对称扩张，即存在闭对称算子 A : A D 且对任何闭 

对称扩张 A 总有 i 3 $ 

( ii ) 4有自共轭扩张的充要条件是4的亏指数 ( m , n ) 满足 m = n . 

证 ⑴如果4是闭的，显然取 A = A. 如果4不是闭的，显然 ^(A ± ii) 
就不闭. C/ 是 A 的 Cayley 变换， ^{U) = + il) ， 双 (U) = ^(A - i/), 显然 

U 可唯一地扩张成 ^{A + il) — 3S{A - ii) 上保范算子 17, 由于 _ - I) = H, 
自然更有 _ - 1) = H. 由定理 6.9.3, 可作 P 的 Cayley 变换.记 A 是 P 的 
Cayley 变换，由于 [/ C 17, 易知 A c A 由于 ^{ U ) 是闭的，根据定理 6.9.3 的 
(iii), A 是闭的对称算子. 〜 

如果再有闭对称算子 ii ) A 令&是 1的 Cayley 变换，由 I D A 易知 
U DU. 因为 i 闭，所以 _ 是闭的，从而 ^(U) D ¥{U). 但是在切 ( C /) 上, 
U = U, 所以在 ^(U) 上也有 U = U. 由此可知 G 从而 AdA. , 

( ii ) 按定义,显然4的亏指数就是 [/ 的亏指数,也就是 P 的亏指数,从而也 
是 Z 的亏指数.因为自共轭算子是闭算子,所以4有自共轭扩张的充要条件是 
3有自共轭的扩张.而 Z 有自共轭扩张的充要条件是相应的 Cayley 变换 Z 7 有 
酉扩张.因为 dim 切 ({/) 丄= m , dim ^( J 7) 丄= n ， 所以 C / 有酉扩张时必有 m = n . 

反之，如果 m = n , 那# 我们就可在 峨丄，_)丄 上分别取完备就范直交 
系 {/ a }、 {办}, A G 木而艺 = m = n . 只要对算子 R 补充定义一个切 (刃1 到 
深 ( U ) 丄 上的酉算子 c / G , 例如可取 


U 0 : fx^ gxA ^ A 


作丑上算子 


在切0上； 

— \ C / 0 ， 在切(!7)丄上 • 

①利用任何无限势 a 满足= a 这个事实可以证明空间维数不依赖于完备就范直交系 
的选取. 
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显然， d 是 H 上酉算子,并且 UDU . 由于 _ - I ) = H , 所以 ^(U - I ) = H . 
因此由 G 经 Cayley 变换所产生的自共轭算子 A D A . 证毕 

在本章的最后一节 (§6.11) 中还将对算子理论中常见的几种算子扩张进行 
介绍.下面将根据后面的需要，介绍自共轭算子与它的 Cayley 变换的谱之间的 
关系. 

引理 8设 A 是复 Hilbert 空间丑 中的自共扼算子， C / 是 A 的 Cayley 变 

换.那么在映照 . 

T Z — 1 
L : z w = -: 

2： + 1 

下， a ( A ) 映照成 a ( C /) - {1} (即 L ( a ( A )) = a ( U ) - {1}). 

证 设 2 ： e p ( A ), 并且 Z 笋 - i , 记切=-~~7,这时 

2 : +1 

wl-u = Z —^：l -( A - iI){A + il )- 1 

=— (之 + i)(A - i/)(A + i /)- 1 ] 

= - l -[ { z - i) { A + iI ) iI)](A + iiy 1 

z +1 

Oi 

= ( zI - A)(A + iI )-\ 
z + 1 

由于 z 是 4 的正则点，因此 

(wi- uy 1 = 宇 ( 乂+乂 r 1 

是全空间定义的有界线性算子，即 W e p ( U ). 从而 L ( P ( A ) - {- i }) c p ( U )-{ l }. 

反过来，如果切 G p ( U),w ^ 1 .记 z = i ] + — (这是 L ~ l w ), 那么 

1 — w 

(zl - A)=i \\^I -(/ + U )( I - U)~ l 
ll — w 

=-^-[(1 + w)(I w){I + U )}{ I - U )- 1 

1 — w 

= -^( wI - U )( I - U )-\ 

1 — w 

所以 （d - A )- 1 = ^ 7 ^(/- U ){ wl - U )-\ 从而 


如果再注意到 L ({— i }) = oo , L ( oo ) = 1, 由上面可知 

L ( a ( A ))= a ( U )-{ l }. 
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证毕 


系复 Hilbert 空间 F 中自共轭算子的谱点分布在实轴上. 

5. 无界函数谱积分 利用 Cayley 变换，就不难从酉算子的谱分解定理得 
到自共轭算子的谱分解定理了.为了研究无界自共轭算子的谱分解,我们要用到 
无界函数谱积分.首先给出下面的构造自共轭算子的两个引理. 

引理 9 设 { A n }(n = 1,2,3,…）是 Hilbert 空间丑 的全空间上定义的有 
界自共轭算子，而且^ 1 的值域彼此直交，记 

^ = | x|x e H , y ^ \\ A n x \\ 2 < ooj , 

又作以切为定义域的算子 4 如下： 

OC 

Ax = 〉： A n x (x G ^), (6.9.14) 

n=l 

(级数 (6.9.14) 按强极限收敛）那么4是自共轭算子. 

证记鳥的值域的闭包为瓜，在仏上的投影算子记为 Pn . 由假设 
PJn = 1,2,3,…）是一列两两直交的投影算子.根据定理 6.4.4, 在丑士上为 

零.记 P = ；£ P n , 这也是投影算子 , Po = I ~ P 也是投影算子,这时 J = ；£ Pn , 

n=l n=0 

显然切是线性子空间，又 P n H C ^(n = 0,1,2,…），所以 切在丑 中是稠密的. 

oo oo 

当 X G 切时， { A n x } 是两两直交的，又因 L p n x || 2 < OO , 所以 Y , A n ^ 是强收 

n=l n=l 

敛的，由 (6.9.14) 定义的算子4是确定的.对任何 x、y G %由内积的连续性, 
人的自共轭性即得 

/ OO \ oo 

( Ax ， y ) = ( ^ A n x,yj = Y ]( A n x , y ) 

\n=l / n=l 

oo / oo \ 

= > : ( 工， ^-nV) = 卜， > : ^nV I — ^y)i 
n=l \ n=l / 

所以 4 是对称的 ，4 c 4*. 因此只要证明 ^( A *) c ^ 就可以了. 设 ye ^( A *), 

N 

显然 x N = ^ A n y e 因此 


( Ax N , y ) = ( x N , A * y ), 
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但是当 n 〉 7 V 时, A n y±x N , 所以 


(Ax N ,y)= lim [ ^AyXN.y) = lim ( x N ,y^A v y 

771—>OC \ ^ / 771—>OC V ^ 

V =1 / \ 1^=1 

= ( X N^ 乂 — H^iV || 2 ? 


由 Schwarz 不等式， \\x N \\ 2 = {x N ,A*y) ^ || a ^| M * y ||， 所以 ||^iv|| ^ ||A*?/|| .而 

N N 

IMI 2 = L Pnyll 2 , 因此 E \\A n y\\ 2 ^ p * 2 /|| 2 , 即得 ye 证毕 

n=l n=l 

引理 10 设 {E x \X e (— oo,+oo)} 是 Hilbert 空间丑上的谱系， /(A) 是 

/ +oo 

|/(A)| 2 c1||E ， ax|| 2 < oo}, 那么，必有切上定义 

的算子 A 使得当 x , y e 级时°° 

/ +oo 

f(X)d(E x x 1 y) 1 (6.9.15) 


而且当 x e 切时 ， f J f(X)dE x x 强收敛于 Ac . 当/是实值函数时 

n= 1 n-K|/(A)|<n 

4是自共轭的. 

证 我们由谱系 {E x \X G (-oo,+oo)} 作上的谱测度尽那么当 
x，y G 丑时，4 H ( E (4) x , y ) 是 (E\B) 上的广义测度. 

下面只证明 /(A) 是实值函数的情况（如果 /(A) 是复值的，只要化成实部、 
虚部分别加以讨论就可以了).令 

J /(A), 当 n - 1 彡 |/(A)| < n 时； 

以 A )= U 其他. 

那么 / n ( A ) 是直线上有界 Baire 函数.作 F 中的有界自共轭算子 

A n = j f n ( X ) dEx , 

由定理 6.7.2 的系 2, ||A n x|| 2 = J |/ n (A)| 2 d||E A x|| 2 . 因此 
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根据引理 9, 有自共轭算子 A 满足 (6.9.14), 从而当 

oc OC 广 

(Ax,x) = ^(A n x, x) = J2 fn(m\Exx\\ 2 , (6.9.16) 

n=l n=l 」 

/ +oo 

dllEA^II 2 = \\x\\ 2 < oo , 所以当 $ G 级时，由 Schwartz 不等式有 

-oc 

/ +OC oc 

\f(X)\d\\E x x\\ 2 < oo. 再由 [|/n(A)| = |/(A)| 以及 Lebesgue 积分的控制 

n=l 

收敛定理，从 （ 6.9.16) 就 得到： 对任何 x e 级 , [Ax,x) = j f(X)d(E x x,x ). 再利用 
极化恒等式就得到对任何 x ， ye 先 (6.9.15) 成立 . 证毕 

定义 6.9.7 在引理 10 条件下,称定义在 

/ +oo 

|/㈧ | 2 d||£^|| 2 < oo} 

-OC 

上算子 A: Ax = lim [ f(X)dE x x /(A) 关于谱系 {E x \X G (-oo, +oo)} 

的（强）谱积分 , 记为 A = j f(X)dE x . 

系设 {E x \\ e (-oo,+oo)} 是 Hilbert 空间丑上的谱系，那么以 ^(A) = 
^x\x e H, j A 2 d||^A^|| 2 < oo| 为定义域的算子 A = j XdE\ 是自共轭算子 . 

例 6 我们仍考虑 L 2 (-oo,+oo) 中的乘法算子 A : f ^ tf(t)^(A) = 

尸 +oo 

{fife L 2 (-oo, +oo), / t 2 \f(t)\ 2 dt<oc } (参看例 1 ) 对每个实数 A ， 作 L 2 (-oo, 

+oo) 中投影算子 如下 ：= x(-oo ， A] ⑷/⑷ (/ e L 2 (—oo,+oo)), 其中 
X (- oo ， a ] 是(― oo , A ] 的特征 函数. 显然 {£* a|A G (— oo ，+ oo )} 是 L 2 (— oo ，+ oo ) 中 
的谱系.由于当/，“切 ㈤ 时 

(Af ， g) = j tf(t)g(t)dt ， 

而对于 {E\\X e (-oo,+oo)} 

/ +oo / »+oo rX _ /»+oo _ 

Xd(E x f ， g)= Ad / f ( 棚 dt= 

• oc J —oo J —oc J —oo 

/ +OC 

Xd(E x f,gy 又当 /e 切 04) 时，有 

-oc 

A/ = ( 强 ）lim r XdExf. 

n _ >+ 00 y_ n 
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如果我们令 B = A 2 , 那么 ^{ B ) = { f\fe ^( A),Afe ^( A )}. 所以 
^( B ) = |/|/ G L 2 (— 00 , + 00 ), y* \ t 2 f ( t)\ 2 dt < ooj , 

当 A 〉 0 时,作算子 h 如下： 

( h/)W = X [-^]( t ) f ( t)Je L 2 (- oo ,+( X)),/x = \/ A , 

这时 F x = E ^- E - p 当 A < 0 时令 Fa = 0, 那么得到一个谱系 { F x \X e 
(- 00 ,+ 00 )}, 这个谱系的谱测度集中在 [0, oo ) 上，容易看出 

B = J AdF A . 

例 7我们再考察例5的微分算子.由于 D = UAU ~\ 作= UE X U ~\ 
那么 { Wa|A g (— 00 ,+ 00 )} 是 L 2 (- oo , + 00 ) 中的谱系，这时 

D = J \ dW x . 

当 A 〉0时令 G x = W fi - = \/ X ， 当 A 彡0时令 Ga 二0,那么 

{ G\\X e (- 00 , + 00 )} 也是 L 2 (- oo , + 00 ) 中的谱系，这时有 

D 2 = j AdG v 

6. 自共轭算子的谱分解定理 现在我们利用酉算子的谱分解定理和 Caytey 
变换来建立自共轭算子的谱分解. 

定理 6.9.5 (自共轭算子谱分解定理） 设丑是复 Hilbert 空间，4是以 
级⑷为定义域的自共辄算子，那么必有丑中谱系 { E x \X e (- 00 ,+ 00 )}, 
使得 

/ +oo 

XdE x . 

-OC 

证先作4的 Cayley 变换，得到酉算子 U = (A - iI)(A + il )~\ 这时 
A = i (/ + U )( I - U )~\ 根据酉算子的谱分解定理，对于有相应的在 [0, 2 垌上 
的谱系说，使得 

p 2 n 

U = / e w dE 0 . 

Jo 

由定理6.9.2, 1不是 [/ 的特征值，因而由酉算子谱分解定理的系，有 

E ^ = e^-o Ee = L 
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Q 1 P i0 

我们作（0, 2 jt ) 到 (- 00 , + oo ) 的映照 0 1 -^ A = - cot - = [■—_ 这是一一对 

应，把 A = - cot | 看成0的函数时,它是严格单调上升的连续函数,它的反函数 

当然也是严格单调上升的连续函数.利用这个映照,我们由谱系 {Ee\6 G (0,2^)} 
作出谱系 { i^\|A G (― oo, +oo)} 如下： 


F \ = E e 



由于 A ^ 0是严格单调上升，又是连续的，因此 h 是单调的，右连续的，由 
E+Q = 0及 E 2 n -0 = I ,可知 h 当 A — 士 oo 时分别趋于 I 及 0 . 因此 { F\\X G 
(- oo , + oo )} 是 iif 中的 谱系. 我们把0看成 A 的函数，由五0+ = 0及 £*2： t-o =厂 
容易证明 


/ 2k n2n—e px 

e w dE e = (3 S ) lim / e w dE e = (3 M ) lim / e w dF x 


e—0 


-+oo 


e w dF Xl 


作算子 B 
是 


•+oo 


AdF A . 根据引理 10 的系， B 是丑中 自共轭算子, B 的定义域 


•+oo 


现在证明 ： B = A . 
事实上，由于 


^={ x\xeHJ A 2 d || F A x || 2 < ooV , 


^ max ( l , | A |) ① f A = — cot - j , 因此对任何 g £ 


l - e ie 


l - e w 

v I 

根据引理 10, 存在 / i , 使得 

h = (强 ）lim 2 i 


d || F A ^|| 2 < oo , 


n ^ 1 —^ 


dFxg, 


® 由于当 


6 

cos - 
2 


4 时， 


sin 


^ 去即 

A 


l-e i9 


—7 TT ^ < 1 -而当 



e 

2 

sin - 
2 




COS 




时， 


1 — e 


W 


cot 


2 cos 


•所以 


1-e 沾 


彡 max ( l , | A |). 
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从而利用 （J - C /) 是连续的以及定理 6.7.2 的系2得到 
( I - U ) h = (强 )2 i lim e w ) dF x [ 

n-^ooj J _i 


1 - e w 


dF x g 




(强 ）lim 2 i 


dF x g = 2 ig , 


|l-e lCy | 




即分 G 淡 [ I - U ) = ^( A ). 根据 Cayley 变换（见 （6.9.12) 式）必有 (I + U)h = 2 Ag . 


另一方面,我们可用谱积分直接计算 (I + U ) h : 利用 A 


• 1 + # 
l l - e ie 


又得到 


(/ + U ) h = (强 ） lim 2 / AcLPw = 2 Bg . 
n ^°° J-n 

因此 + t/)/i = 4 仏所以 Be A . 再根据引理 5 即得 A = B . 证毕 

我们称由自共轭算子4决定的谱系 { F x \X e (- oo ,+ oo )} 所产生的谱测度 
为由4决定的谱测度. 

定理 6.9.6 设4是复 Hilbert 空间丑 中自共轭算子,那么由 A 所决定的 
谱测度集中在 a ⑷上，即 F ( a ( A )) = J . M 且 F 不能集中在比 a ⑷ 
更小的闭集上. 


证由引理8,映照 l = L ~ 1 : w^X = 把 a ( U ) - {1} 映照成 a ⑷， 

又由于/把5 =卜 .| = l , w 笋 1} 一对一地双方连续地映照成五 1 .而且在此 
映照下 F l(e ^ = E e . 由此容易看岀， g 中的 Borel 集变成 i ? 1 上的 Borel 集，反 
之亦然.而且对 g 中任何 Borel 集 M , 


F ( l ( M )) = E { M ), 

由 E 2n — 0 = I , E e = 0, 所以 E ({1}) = 0, 因此 

F ( a ( A )) = E ( a ( U )-{ l }) = E ( a ( U )), 

再根据定理 6 . 8 . 2 , E ( a ( U )) = /,所以 

F(a(A)) = I. 

如果 F 集中在闭集 ai 上 ， ai c a ( A ) 而且 cn / a ( A ), 那么必有 A 0 e 
a ⑷ -cn .由于 q 是闭氣必有正数 e 使得 （Ao - & Ao + 4与 cn 不相交.这样 

一来，函数是^中的有界连续函数.作算子 

Ao — A 

A!= [ Y^cLP 入， 

J a*i ^0 A 
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易知4 = / ( A 0 - A ) dF A , 并且 i e &{\ 0 1 - A ) 的充要条件是 


lim / (入0 — 入)< 00 . 

n — °° fl[-n,n] 

利用这些事实容易证明对任何 x , A,xe ^( X 0 I - 4) 且 

( Xol - A ) A X = [ ( A 0 - A ) dF A [ - r ^ dF x = [ dF x = I . 

Ja\ J<j\ ^0 _ A J (7l 

类似地可以证明当 x e 切 04) 时 

Ai (\ qI — A)x — x , 

因此 Ao J - A 是切⑷到丑上的——对应，且 （ A 0 J - A )~ 1 = A 1 是有界算子，这 
就是说 A Q e p ( A \ 这就得到了矛盾，因此 F 不可能集中在比 a ( A ) 更小的闭集 
上. 证毕 

系1设4是复 Hilbert 空间丑 中有界的自共轭算子,那么 


sup A = sup (Ax, x), 

inf A = inf (Ax^x). (6.9.17) 

入 ecr(A) II 工 11 = 1 

证 我们只证（ 6 . 9 .1 7 )中的第一式.记 M = sup A • 由于 

入⑷ 

A= [ AdF A , 

J <j(A) 

所以当 || x || = i 时， 

(Ax,x)= f Xd(F\x, x) ( M f d(F\x, x) = M||x || 2 = M, 

Ja(A) Ja(A) 

因此 sup (Ax, x) ^ M. 

||x|| = l 

另一方面，由于 a(A) 是闭集，所以 M G a(A), 对于任何正数 q 必然有 
F (( M - e , M ])^0 否则 F 将集中在 q = a(A) f |(- oo , M - e ] 上,与上面所证明 
的结论相矛盾.任取 ㈣ = l,xe F((M-e,M})H, 那么，由于 x±F M -e. 因此当 
A 彡 M — e 时,」 F a i = 0,所以 

(Ax, x) = j Xd(F\x, x) = j Xd(F\x, x) ^ M — e, 
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因此,又得到 sup ( Ax , x ) 彡 M - 6：,由6：的任意性即知 
IMI=i 

sup ( Ax , x ) ^ M , 

M=i 

这样就证明了 (6.9.17) 第一式.同理可证 (6.9.17) 的第二式. 证毕 

系 2设4是复 Hilbert 空间丑中任一有界自共轭算子. ( a ( A ), B a{A) , F ) 
是4所决定的谱测度空间.设 B 是任一与4可交换的有界线性算子,那么对任 
何 M G 民⑷, B 与 F ( M ) 可 交换. 

证这时， B 与 A 的 Cayley 变换可交换.因此由定理 6.8.2, B 与所 
决定的谱测度的投影算子 E { M\Me B a { u ) , 可交换，因此通过线性变换 Z 可知 
B 与 F ( l ( M )) 可交换. 证毕 

系 3设4是 Hilbert 空间丑上的自共轭算子， F 是4所决定的谱测度. 
令溪 K 4)) 为 a { A ) 上的有界 Baire 函数全体,对每个/ G ^( a ( A )), 作有界线 
性算子 

f(A) = [ /(A)cLP(A), 

Ja{A) 

那么映照/ h f ( A ) 有如下的性质： 

⑴ Hermite 性: J ( A ) = ( f ( A ))\ 特别地，当 / 是实函数时， f ( A ) 是自共扼 
的； 

( ii ) 线性：设 a ,/? 是数， f,g e ^( a ( A )), 那么 

( a / + (3 g ){ A ) = af ( A ) + Pg ( A ); 

( iii ) 可乘性： 设 f,g e ^( a ( A )), 那么 { fg )( A ) = f ( A ) g ( A ). 

这个系可以由定理 6.9.2 直接推岀. 证毕 

系3中的映照/ ^ f ( A ) 即为自共轭算子4的算子演算.显然,还有如下范 
数估计： 

系 4 /G 溪为由4决定的谱测度,那么 

||/( A)K sup 1/⑷ |. 

tecr(A) 

系 5 A 是复 Hilbert 空间丑上有界自共轭算子，如果 A ^ 0,那么必存在 
唯一的有界线性算子 A : 4 > 0,且4 A (常记応=^). 

证 A ^ 0 等价于对一切 x e H , ( Ax , x ) ^ (0 x , x ) = 0. 
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由系1,这等价于 a ( A ) C [0, oo ) •令 

A = [ XdF x 
人■⑷ 

是 A 的谱分解，取皋=/ \/ AdF A , 易知山 > 0,并且4 = A 

Ja { A ) 

再证唯一性：如果又有 W 彡 0 , A ,2 = A . 那么对任何 a ; e 丑，记2/ = (A - 
A f ) x . 因为 W 2 =汔所以 W 与 f (即 A ) 可交换 ，从而 々与 h 可交换，因此 
W 与牵 也可交换.由于 

(Ai + A^y = (Ai + A , )(Ai — A!)x = ( A ^ - A ,2 )x = 0, 

因此 Aw = -A f y. 由 A 彡 0，W 彡 0 立即得到 (A iy ,y) = -(^^) = 0. 据此, 
再由 Ai,A ; 的谱分解可知 2 / G c/K(Ai) p|c/K(A , ). 从而 （Ai — A f ){A\ — A f )x = 0, 
即 

0 =(( 皋 -- = "(A - A f ) x \\ 2 . 

证毕 

7. 函数模型 下面我们考察自共辄算子的函数模型.先引入如下的概念. 

定义 6.9.8 设 X 是赋范线性空间，4是 ^( A ) C X 到 X 中的线性算子. 
如果在这⑷中有向量 xo e ^( A ), 使得 { A n x 0 \n = 0,1,2,...} 张成的闭线性子 
空间就是 X ,那么称: ro 是4的生成元或循环元. 

我们先考察有生成元的有界自共轭算子. 

引理 11设 A 是复 Hilbert 空间中有界自共辄算子，它有生成元 吻， 那么 
必有可测空间 { a { A \ B a { A ) ) 上全有限测度 / i , 又有丑到1>(4),艮^,//)的 
酉算子[/，使得[7也/-1是 L 2 ( a ( A ), B a { A ) ^) 中如下的乘法算子： 

( Af )( t ) = L V ⑷,氏⑷，")， (6.9.18) 


而且 Uxo = 1- 

证 令 E (.) 是算子4所决定的谱测度.它集中在 a (4) 上.作 B a{A) 上的 
集函数 / i 如下： 当 M e 氏⑷时， 

/ x ( M ) = ( E ( M ) xo , x 0 ), 

显然 / x 是全有限的测度 . L 表示 H 的线性子空间 { p ( A ) x 0 \ p 是多项式}.又作 L 
到 L 2 ( a ( A ), B a { A ) ^) 中的算子 [7 如下： Up ( A ) x 0 = p (-). 由于 

( p ( A ) x 0 , p ( A ) x 0 ) = ( p ( A ) p ( A ) x 0 , x 0 ) = J \ p { t )\ 2 dfi ( t ) 

={ Up ( A ) xo , Up { A ) xo ), 
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所以 C 7 是 L 到 L 2 ( a ⑷，氏⑷，/ X )中的保范算子，这也顺便证明了算子 t / 的定 
义的确定性，就是说如果又有多项式 g 使 q ( A ) x 0 = p ( A ) x 0 , 那么容易算出 

b (.) — Oil = b(^)^o - q ( A ) x 0 \\ = 0 , 

因此多项式 g 和 P 关于测度 / x 几乎处处相等，它们可以看成 L 2 ( a ( A ), B a { Ahf i ) 
中同一向量.由于 x 0 是生成元， L 在 H 中稠密.根据定理 5.2.1, C 7 可以唯一地延 
拓到丑上成为丑到 L 2 { a ( A ), B a { A ) l fi ) 中的保范算子.由 t / 的保范性和丑是 
完备的可知 ，[/ 丑是 L 2 { a { A ), B a ( Ah fi ) 中的完备子空间，也就是闭子空间.但是 
UH 至少包含 L 2 { a ( A ), B a { A ) ^) 中的多项式全体.由定理 4.6.5 的系可证 [/丑 
在 L 2 { a { A ), B a { Ahf i ) 中是稠密的.因此 = L 2 ( a ⑷，氏⑷， / i )， C 7 是酉算子. 

显然= 1. 又因为 Up ( A)xo = p ( t ), UAp ( A)xo = tp ( t ), 所以对任何多项 
式/， （6.9.18) 成立.由于1是有界线性算子.而且多项式全体在 ⑷， 
/ i ) 中稠密，不难证明对一切/ G L 2 (a ⑷, ㈤ ， / X )， （6.9.18) 成立. 证毕 

引理11说明对于复 Hilbert 空间丑上任何具有生成元（循环元）的有界 
自共轭算子除了一个酉等价外，它是全有限测度空间 ，/ X )的 
L 2 ( a ( A ), B a(A) ^) 中乘自变量算子.对于不具生成元的情况也有类似推广. 

引理 12设丑是可析复 Hilbert 空间，4是丑中有界自共轭算子，那么必 
有4的有限个或可列个互相直交的约化子空间队，使得丑= ® 队，而且 A 

在每个 H n 上有生成元. n 

证由于丑是可析的，必有一列向量 {x n \n = 1，2,3,… } 在丑中稠密.我 
们用归纳的方法作 { H n } 如下： 首先在 {〜} 中取不为零的向量 x ni , 我 们作历 
为 { A m x ni |m = 0,1，2,…}所张成的闭线性子空间.容易看出 历是 A 的不变子 
空间（参看 §5.5), 根据定理 6.5.9 的系2,自共轭算子的一切不变子空间都是约化 
的,所以历是 A 的约化子空间. A 在历 上的限制以为生成元.如果 
H = H U 引理已证好了，如果丑/丑 i ，记 x ni 为: r ^， 并用下面的方法继续作下 
去.假定对自然数 m 已作好 H u H 2r ^ H m , 它们是 A 的相互直交的约化子空 
间，分别以 x f ni , x f n 2 r .. 为生成元 （rn < n 2 < n 3 < ... < n m ), 而且对于一 

771 

切 n 彡 n m ， x n 都属于 M m = ^ H k . 如果 M m =丑,那么就作到丑 m 为止,如果 

M m ^ H , 我们就在 { x nrn + 1 Jnl + 2 r -} 中挑选首先一个不在 Mm 中的向量，设 
为工 n m +1 , 这时，当 n < n m +1 时 ,〜 e M m ，记 T nm +1 在 M m 上的投影为 < m+1 . 
又记 4 m+1 = Tnm+l _ < m+1 ，那么 ^ Tlrn + l ^--^ 771 而且由于 X Tlm+l ^ ^ n m+ i 7^ 

作 H m+1 为由 { A n x f nrn+1 \n = 0,1,2,...} 所张成的闭线性子空间.易知这样作 
出的丑 m +1 是 A 的化子空间，且 A 在 H m + 1 上的限制以 < m +1 为生成元. 
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因为 < 是 A 的不变子空间， < m+1 G 所以丑 m+1 C M 土，即丑 m+1 与 

771+1 

h u h 2 ，…， H m 是直交的.同时由于 X nm+1 = < m+1 + < m+1 e ㊉ 由上 

所述，我们可以依次作出拓，丑2,…，它们的个数或者是有限个 （^ St ， 丑就是 
这有限个闭线性子空间的直交和)，或者可以作出一列 { H m }. 每个都是4 
的约化子空间，它们是两两直交的，而且都有生成元.在有限个丑 m 的情况下， 
H = ^ H m 成立，引理已证完，在一列的情况下，对任何自然数 m ， 当 n 彡 n m 

771 

m oo oo 

x n G ㊉ 丑 fc , 因此一^切 a : n 都属于 ㊉ 由于 {: r n } 在 // 中稠密，而 ㊉ i/fc 

k=l k=l k=l 

是闭线性子空间，所以 H = ^ H k . 证毕 

k=l 

下面我们建立有界自共轭算子的函数模型. 

设 Z 是一个指标集，它或是有限集或是自然数 全体' 对每 
个 n e 木 ( X n , B n ^ n ) 是测度 空间. 这样，就有 Hilbert 空间 L 2 ( U n ," n ). 对 
于每个 n G 木取 / n e L 2 ( X n , B n ^ n ), 使得 L ||/nf < 心这样的函数组记 

neA 

为/: 

/ = {/ l ,/2,*--} 5 

所有这样的/全体记为 0 L 2 ( X n , B n ^ n ). 在其中规定线性运算及内积如下： 

n£A 


«{/i, /2, • • •} + 0{gi^92, … } = i a fi + Pgi，ah + (3g2, … } 

({/1，/2，...}，{仍，仍，...}) = E ( fn , gn ) 

neA 



fn{x)gn(x)dfX n (x), 


neA 


这时 ㊉ L 2 ( U n ，/ x n ) 称为空间族 L 2 ( X n , B n ,/ i n )(n G A ) 的直交和，它是一 

nG A 

个 Hilbert 空间. 

定理 6.9.7 设丑是可析的复 Hilbert 空间， A 是丑中的有界自共轭算子， 
那么必有有限个或可列个测度空间 （ X n ， B Xr ^ n ), 其中每个 X n 是 a ( A ) 中的闭 
集，是中的 Borel 集全体,并有丑到直交和 ㊉ L 2 ( X n ，/ x n ) 上的 

酉算子 C /， 使得1 = tMC /- 1 是 ㊉ L 2 ( U Xri ，/ in ) $如下的乘法算子：对于 


①参见下面定理 6.9.7 后的一段说明. 




§6.9 自共轭算子的谱分解 


• 341 . 


任何 / =仏 / 2 ,… } G ㊉ L \ X n , B Xri ^ n ) 

71 

(此定理中的 Hilbert 空间 ^ L 2 ( X ni B Xn ^ n ) 以及乘法算子1称为 Hilbert 空 

71 

间丑及自共辄算子 A 的®舉槔犁). 

证由引理12,存在4的有限个或可列个互相直交的约化子空间凡使 
㊉ 丑 n =丑，而且 A 在丑 n 上的限制人=有生成元.根据引理11,对每 

71 

个丑 n ，有 ( a ( A n ), B a ( ATi ) ) 上的测度〜以及丑 n 到 L 2 ( a 04 n )， B a ( An )，/ i n ) 上的 
酉算子 f / n ， 使得 l n 二 UnAnU - 1 形如 

( 义 n /) ⑴ = tf (t) (f E ： L 2 (cr(yl n ), B a ^ n ^ ji n )). 

由于丑 n 是 4 的约化子空间，当 A e P ㈤ 时，容易证明（可参见 §6.5 习题 11) 
{ XI - 4)- 1 在 i / n 上的限制即为 {\ I Hn - A n )-\ 因此 p { A ) c p { A n ), 这就推岀 
cr ( A n ) c cr ( A ), 就取 = ( r { A n ). 

现在作丑到 ㊉ L 2 ( Ux n ，^0 上的酉算子如下：当 x e 时 

n n 

规定 ， 

Ux = { C 7 iXi , C / 2 ^2,--*}, 

容易验证这个 [/ 就满足定理中的要求. 证毕 

完全同样地，对于酉算子及对于 §6.10 中的更一般的正常算子都可以给岀函 
数模型，这些我们就不详述了.此外，这里空间的可析性和算子的有界性的限制 
都可以除去.在空间不可析的时候，全空间丑可以分成不可列个两两直交的约 
化子空间的直交和，而函数模型中的空间是 ® L 2 (忍， B Xa ，/ i a )， 只是指 标集/ 

ae 力 

是一个不可列集 0 L 2 ( X a , Bx Q ,^ a ) 中的向量/的形状是 {/ J(a e 外即 

aeA 

㊉ l 2 (u Xa^ot) — {/|/ — {/a 5 a G Z}，/a e L 2 (X a ， Bx a ， 
aeA 

Eli /』 2 〈吨 

aeA 

有了算子的函数模型，可以更深入地研究算子的性质，也便于在其他数学分支以 
及物理学中应用. 
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8. 全连续自共轭算子 下面我们利用谱分解再来研究 Hilbert 空间上全连 
续自共轭算子的结构. 

定理 6.9.8 设丑是复 Hilbert 空间， A 是丑中自共轭的全连续算子, 
{ A n |n = 1,2,3,… } 是 A 的非零特征值全体，^是丑到相应于特征值 A n 的特 
征子空间（只有有限维）的投影算子. = 那么作丑必是相应于特 

征值为零的特征子空间，这时4的一切非零谱点 n 都是实的特征值,而且 

. A = J 2 \ n P n , (6.9.19) 

71 

令 { e lT ) l fc = I ， 2 ,…，爪 n } 是 P n H(n ^ 1) 中的完备就范直交系，那么 

Ax = ^ A n ( x , e ^ n ^) e ^ n \ (6.9.20) 

n,k 

证设 F ㈠ 是算子 A 的谱测度，它集中在 a ( A)(c E 1 ) ±. 由于 A 是全 
连续的，由定理 5.6.5 (也可利用谱分解和全连续算子定义直接证明)， a ( A ) - {0} 
中的数全是4的特征值,而且它们最多是可列个,只能以0为极限点.记它们是 
{ A n }. 又记 = F ({ X n }). 这时 

P 0 = I-Y^Pn = F ( a ( A )) - ^ F ({ A n }) = F ( a ( A )) - F (| J { An })= 厂({0}). 

n n \ n / 

AP n = j XdF(X)P n = A n P n , 

AP 0 = J AdF ( A ) P 0 = 0. 

由此易知 P n H 是相应于特征值 A n ( A 0 -0) 的特征子空间.再由 A = / AdF ( A ) 

和 F 的可列可加性得到 （6.9.19) .由 (6.9.19) 立即可知 (6.9.20) 是显然的.证毕 

例 8设 i ? 是正方形 [ a ,6] x [ a , 6], K (-,-) G L 2 (R), 而且 K(s,t) = K(t,s), 
作 L 2 [ a ,6] 中的线性有界算子 K 如下： 

(Kf)(s)= 广 K(s , 柳 dt, 

容易验证这是 L 2 (R) 中的有界自共轭算子，又由 §5.6 可知 K 是全连续的.设 
是 K 的特征值全体, A Q = 0,我们取 A n 的特征子空间中的完备就范直交系 
{ e iT )(.) l n = 0 , 1 , 2, … , A ; = 1 , 2, • • • , m n (m n 可能是无限的 )}, 那么 

^/ = E A - E ^4 n ) K * 

n k=l 
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习题 6.9 

1.设 A 是复 Hilbert 空间丑到 Hilbert 空间 G 的有界线性算子.证明 

( i ) 分别是丑、 G 上的自共辄算子，而且 欠 M 彡0,九 O 0; 

( ii ) 必有^5巧到 ^( A ) 上的酉算子 C /， 使得欠= U ( A * A )^ (称为算子 A 的极坐标 
分解，简称为极分解). 

2 •设 A 是复 Hilbert 空间丑的子集级 (4) 到丑中的自共扼算子， {£； a|-oo < A < + oo } 
是 A 的谱系，证明 WM = [( I - Eo )^- Eo -} H ^( A ) = ( Eo - Eo -) H , 此地五 0 — = 1忽 

e — 0 

3 . 设欠是复 Hilbert 空间丑的线性子空间级 ( A ) 到丑中的自共轭算子，设 B 是 / f 中 
任何一个与 A 可交换的有界线性算子（即在 ^( A ) 上设 { E x \X e (- oo ,+ oo )} 
是 A 的谱系，证明 BE X = E X B . (提 示： 证明 B 与 A 的 Cayley 变换 f ； 可交换). 

OO 

4. 设 A 是复 Hilbert 空间丑中的有界自共轭算子，五是欠的谱测度， /( A ) = f a n A n 
是 | A | < r ( A)+e ( r (4) 是 A 的谱半径）上的解析函数，证明 

f ( A ) = y / a n A n = f f ( X ) dE x . 

n =0 ^ ⑷ 

5. 把定理 6.9.7 推广到 空间丑 不一定可析，以及一般自共辄算子（不一定有界）的情况. 

6. 求出复 Hilbert 空间 / f 上全连续自共轭算子欠的豫解式 R ( A , A ), 以及对每个 
x £ H , R ( A , X ) x 的表达式. 

7. 设 T 是 Hilbert 空间丑上有界线性算子.证明 

⑴对任何多项式 p ( t ), Tp ( I - T * T ) = p{I - TT *) T ; 

( ii ) 对任何实直线 E 1 上有界 Borel 可测函数 f ( t ), 

Tf ( I - T * T ) = /(/ - TT *) T ; 

( iii ) 对任何实直线五 1 上 Borel 可测函数/⑷， 

Tf ( I - T * T ) = /(/ - TT *) T ; 

( iv ) E + , E _( E ,+ 、 E ，_) 分别是 J - TT *( I - T * T ) 所有正、负谱部分的投影.那么，对 
任何 : r e E f± , 必有 Trr € E ± . 

8 . 设為 B 是复 Hilbert 空间上两个可交换的有界自共轭算子，且 A 彡0, B 彡 0. 证明 
AB ^ O . 举例说明可交换这个条件不能少. 

9. 复 Hilbert 空间上有界线性算子4是全连续的充要条件是下面二者之一. 

( i ) { x n } 弱收敛于零必可推出 { Tx n } 强收敛于零. 

( ii ) { x n } 弱收敛于零必可推出 ( Tx n , x n ) — > 0. 

10. 设 A 、 B 是复 Hilbert 空间中有界线性算子，且0 < 欠< 证明对一切 a e 
[0,1]，^ (利用§ 5 . 5 习题7的⑴证明的 a 全体是 [0,1] 中闭凸集，并不 
妨在假设0 < eJ < 4 B 情况下证明，然后令 e — 0.) 
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11. 设欠是复 Hilbert 空间孖上对称算子，记好士 = /f ㊀ ^{ A ± il ). 证明 ^( A *) = 

12. 证明下面三件事是等价的. 

( i ) T 是复 Hilbert 空间 /f 到复 Hilbert 空间 G 的 H . S . 算子（见 §6.4 习 题)； 

( ii ) ( T * T)i 是 /f — 孖的 H . S . 算子； 

( iii ) 存在正数列 { A n } (可能只有有限个 )，< oo 以及 H ， G 中的就范直交系 

{ x n } C H , { y n } C G, 使得一切 xeH n ~ 


Tx = 〉 ： Xn ) yn . 

n=l 

13 .设欠是复 Hilbert 空间丑上有界自共轭算子，如果存在常数 M 〉0,使得 对于丑 
中任意有限个 Xi(i = 1 , 2 , •' • , n ) 适合 

{ xi , Xj ) = dij ] h I H \ f , Xi ^ = 0, 


总有 

n 

y ^^ Axk , Xk ) 2 ^ M , 

fe=l 

那么 A 必是孖上 H . S . 算子 • 

14. 证明下面几件事是等价的. 

( i ) T 是复 Hilbert 空间丑到复 Hilbert 空间 G 上的核算子（见 §6.4 习 题)； 

( ii ) 存在正数列 { A n }, (可能只有有限个)，£ A n < OO 以及中就范直交系 { x n }C 

H , { y n } C G , 使得对一切 xeH U 


Tx = 〉: Xn)yn\ 


( iii ) T = TiT 2 , Ti , T 2 分别是丑—(^和丑—丑的 H . S . 算子 • 

( iv ) T = TiT 2 , Ti , T 2 分别是 G — G 和 /f — G 的 H . S . 算子. 

15 .设 T 是 /f — G 的 H . S . 算子（或 /f — G 的核算子)， { A n } 是 ( T * T)i 的特征值. 


证明 




(? 


) (或 || 了 ||fc = Slip |( Tx n , Vn)\ = 〉：入 n 


(这里 || . Iks.、II . life 参见 §6.4 习题 14、 15) 

16 .设 A 是复 Hilbert 空间 / f 上有界自共轭算子，如果存在常数 M > 0,使对 / f 中任 
何有限个 Xi(i= 1,2, --- n ) 适合 


{x% , Xj ) = Sij ; /c # Z 时， (-Axfc, x{) — 0, 
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总有 

n 

yz \{^x k ,x k )\ ^ m , 

fc=i 

那么 a 是/ f — 好的核算子. 

§6.10 正常算子的谱分解 

在本节中将讨论比酉算子、自共辄算子更为广泛的一类算子的谱分解.和前 
几节一样，我们将在复 Hilbert 空间上讨论. 

1. 正常算子 在有限维（复）内积空间中，除去酉阵、自共扼阵外，还有正 
常阵（自共辄、酉阵是它的特例）也是可以对角化的.现在就是要把正常阵的概 
念推广到无限维 Hilbert 空间中去. 

定义 6.10.1 设 7V 是复 Hilbert 空间丑上的有界线性算子.如果 7V 与它 
的共轭算子 AT * 可 交换 ： = 7 V * iV . 那么称 N 是 H 上的正常 算子， 或正规 

算子 . 

下面先举一个正常算子的典型例子. 

例 1 设 D 是复平面上的一个有界闭集， Bp 是 D 中的 Borel 集全体, " 是 
(0, B n ) 上一个全有限测度.作 L 2 { Q , B q ^) 上乘法 算子： 

N : f(z) ^ zf(z)J(z)e L 2 {Q,B q ^). 

显然， TV 是 L 2 { Q , B q ^) 上有界线性 算子. 容易验证， TV * 也是 L 2 { Q , B Q , y ) 
上的乘法算子，并且 


N * : f ( z ) i -^ zf ( z ), f ( z ) e L 2 ( f 2, 

因此，当 / eL 2 ⑷, Br / x ) 时， 

[ NN ”)( z ) = \ z \ 2 f ( z ) = ( iV *7 V /)( z ), 

即 NN * = N * N , 所以 iV 是正常算子. 

容易验证：当测度 / x 不能集中在比更小的闭集上时， a ( N ) = n . 还易于 
验 证：当 M 不集中在实轴上时， TV 不是自共轭 算子； 当 / i 不集中在单位圆周上 
时, iV 不是酉算子. 

类似于复数的直角坐标分解，对于丑上有界线性算子乂，也可作出如下 

分解 

Ar = +A*), Aj = A*). 

显然，它们都是（有界）自共辄算子,分别称4、漸为4的 实部、 虚部. 
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引理 1设 TV 是复 Hilbert 空间丑上有界线性算子，那么下列命题等价. 

⑴ 7 V 是正常 算子； 

( ii ) AT * 是正常 算子； 

( iii ) N 的实部与虚部可交换. 

由正常算子的定义立即可以得到引理1的结论. 

定义 6.10.2 设⑷，= 1， 2 )是 Hilbert 空间丑上的两个谱测度 
空间，如果对一切 e Rj(j = 1,2), Ei ( M x ) ^ E 2 { M 2 ) 可交换，那么称谱测度 
Ei 与 E 2 可交换. 

引理 2 复 Hilbert 空间上的正常算子的实部、虚部分别决定的两个谱测度 
是可交换的. 

证设正常算子 TV 的实部、虚部分别是 iVi 、 A 「 2 , 它们分别决定的谱测度 
空间是 = 1,2). 由引理 1 ， 爪与 iV 2 可以 交换. 又由定理 6 . 9 . 6 的 
系2, 7 V 2 与一切 e Rx ) 可交换.再利用定理 6.9.6 的系2,就得到 
^( Mi ) 与一切 e 2 { m 2 ){ m 2 e R 2 ) 可 交换. 证毕 

例 2考察例1中的正常算子 7 V . 令:❿分别表示复数^的实部和虚部， 
N u N 2 分别表示算子 TV 的实部和虚部.显然，当/ G L 2 ( A 如, W 时， 

( N jf)(z) = Xjf{z)J = 1,2, 

我们取 X 1? X 2 都是实数直线， Rj(j = 1,2) 都是直线上的 Borel 集类.在可测空 
间（七,场）上给谱测度马如下：对任何 M e 馬，馬 ( M ) 是 L 2 { Q , B q ^) 上的 
如下投影 算子： 当/ G L 2 ⑷，时， 

( Ej ( M ) f )( z ) = XM { x j ) f{ z )i z E 0, 

其中 XM 是直线上子集 M 的特征函数.容易看出 ( X ^ Rj . E ^ 是自共辄算子 
所决定的谱测度空间，并且还可直接验证两个谱测度是可交换的. 

今作可测空间 （A x X 2 , B XlXX 2 )® 上谱测度 如下： 当 M e Bx lX x 2 时，取 

E ( M ) : f(z) ^ X M(z)f(z)Je L \ Q , B q ^), 

此地 Xm 是定义在 X X 2 的子集 M 上的特征函数.容易从谱积分的定义直 
接验证谱测度 E 集中在上，而且 

N = [ zdE ( z ). 
in 

①这里 Bx ± xX 2 = 丑 1 X 丑2, 即 Bx x x x 2 是平面上 Borel 集类. 
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此外，还容易看出，谱测度及，及与 E 之间有如下 关系： 

E ( M 1 x M 2 ) = E 1 ( M 1 ) E 2 ( M 2 ), M j G R h j = 1,2, 

这说明谱测度 E 是及，五 2 的“乘积”测度. 

2. 乘积谱测度 为了讨论正常算子的谱分解，受例2的启发，自然需要引 
入下面的概念. 

定义 6.10.3 设 = 1,2) 是谱测度空间.又设五是 （A x 
X 2 i R 1 xR 2 ) 上的谱测度.如果对任何 e 馬， 

E ( M 1 x M 2 ) = E 1 { M 1 ) E 2 ( M 2 ), (6.10.1) 

那么称五是 E u E 2 的乘积（谱）测度，有时记 E 为 Ei x E 2 , 而且称 （A x 
X 2 , R 1 x x E 2 ) 为与 ( X 2 , R 2 , E 2 ) 的乘积（谱）测度空间. 

定理 6 .10.1设 ( X 2 , R 2 ) 是直线上两个 Borel 可测空间， Ej(j = 
I , 2 )是 { Xj . Rj ) 上的谱 测度. 那么在 （A x X 2) R 1 x 负产上存在玢与 E 2 的 
乘积谱 测度玢 x 五 2 的充要条件是及与 E 2 可交换. 

证必要性： 设 E 是与 E 2 的乘积测度,那么当 e 丑,•时，由 (6.10.1) 
式知 E 1 ( M 1 ) E 2 ( M 2 ) 是投影算子.根据定理 6.5.6, ^(MO ^ E 2 { M 2 ) 是可交 
换的. 

充分性：设玢与五 2 可交换,现在要直接构造出它们的乘积测度五，为此分 
以下几步来做（和第三章构造数值测度的乘积测度的方法相似). 

(1) 令夕表示丑上投影算子全体, P = { M 1 x M 2 \Mj e RjJ = 1,2} (BP 
P 是 x 中可测矩形全体).作 P — 夕的映照对任何 M 1 xM 2 e P , 
规定 E { M 1 x M 2 ) = E 1 { M 1 ) E 2 { M 2 ). 

(2) 作集类 

f \ 

n 

R ^ Tr 2 = \ jMj \ n 为有限数而且 e , M n 两两不交 > 

户 1 __ 

正如 §3.5 所证明的，这是个代数，我们把 E bkP 延拓到风 x 丑 2 上：当 M = 

n n 

\ jMj.Mj e P 而且 Mj(j = 1，2,…， n ) 彼此不交时——这时称 M =\jMj 
s 1 —个初等分解——规定 卜 


E(M) = Y^E(M j ), ( 6 . 10 . 2 ) 

j =1 

① Hi x R 2 是由 a x 义 2 中的集类 {Mi x M 2 \Mj G RjJ = 1,2} 张成的 cr - 代数，即平面上 
Borel 集类，详见 §3.5. 
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我们只要证明当时, E ( Mj ) lE ( Mj ,)， 那么根据定理 6.5.4 就知道 E ( M ) e 
夕. 事实上，设妁= 5^ x # 2) ,由于当 j 兴/时 = 0,所以 
勻 1 )门冲)=0或 5 f ) n 增 ) =0,这样一来 

E ( S ^ ] x S ^ 2) ) E { S ^ x Sf ) 

=佐朽⑴码巧⑺码的”阳㈣, 2 )) 

=迅㈣”阳的 1 ))五 2(0 五 2( 母 )） 

= E ^ nS ^^ iS ^ nS ^) = 0, 

所以 丑 (M;) 与 E ( M f ) 直交，因此 E ( M ) 是投影 算子. 还可以证明（请读者自己 

71 

证明） E { M ) 的定义 （6.10.2) 与 M 的初等分解 M =[ jM j 的取法无关,即如果 

)=1 

M =( jM ^ = 0< 2 ),且^4 1 )(1%( 1 )=00_0,^^)11碼(, 2 ) = 0(/^兴0 
2=1 2=1 

必有 n m 

j 2 E ( M ^)= f 2 E ( M ^), 

i=l i=l 

这样五就延拓成为 rT ^ R 2 -> ^的映照，而且五 (.） 在 rT ^ R 2 上是有限可 
加的. 

(3) 证 E 是代数 R 7 TR 2 上的谱测度.显然，只要证明五具有可列可加性 
就可以了. 

对任何 fGH , 令 

cp f (x 1 ,x 2 ) = (£ ； ((-oo,xi] X (-00, x 2 ])/,/) 

= ( E 1 ((- oo , x 1 ]) E 2 ((- oo , x 2 ]) fJ ) 1 (6.10.3) 

显然，当固定 / 时,二元函数 ^ p f { x u x 2 ) 在固定一个变元后是关于另一个变元右 
连续的.并且对任何:< x [, x 2 < X f 2 , 

<Pf(x[ ,^2) - ^/(^l ,x 2 ) - (Pf(X!,X2) (Pf(x ll X 2 ) 

= ( E 1 (( x u x , 1 ]) E 2 (( x 2 l x f 2 }) fJ ) 

= ||E 1 (( x 1 , x , 1 ])E 2 (( x 2 , x , 2 ])/|| 2 ^0, 

由此可知 ^ f ( x u x 2 ) 可以产生 R7 ^ R2 上可列可加的数值测度.从而对任何 

OO 

R 7^ R 2 中一列互不相交的集 {M n }, 如果 |J M n G 时， 

n=l 

( 五 (y M n ) /，/)=¥ (E(M n )f,f), (6.10.4) 
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固定序列 { M n }, 上式对一切 feH 成立,再用极化恒等式，便知对一切 f.ge 
(五 (y M „) /， 5) = g ( E ( M n ) f , g ), 

从而 

^(U M n) =^>(Mn )， 

\ n / n 

即五是 iC 7 r 2 上测度. 

(4) 根据定理 6.7.4, ( X 1 xX 2 , lC ^ R2 ) 上的谱测度五必唯一地延拓成 (Xi x 
X 2 , R 1 xR 2 ) 上的谱测度. 证毕 

定理 6 .10.2设 （ A , 尽,马 )( j 二1, 2 )是 Hilbert 空间丑上的两个谱测度 
空间，而且五 i 、五 2 是可交换的谱测度，那么在 （A x X 2 , R 1 xR 2 ) 上及与五 2 
的乘积谱测度是唯一的.设 A 是丑中任一有界线性算子，如果 A 与马 (j = 1， 2) 
可交换那么 A 与它们的乘积谱测度可交换. 

证设在 （& x 义 2 ,凡 x fl 2 ) 上有两个谱测度 E 和 F 都是佐与五 2 的乘 
积谱测度，作 


(6.10.5) 

( 6 . 10 . 6 ) 


M = { M\M eRiX R 2 , E { M ) = F ( M )}, 

当 M = x M 2 e P 时， E ( M ) = E 1 { M l ) E 2 { M 2 ) = F ( M ), 因此 P c M . 
容易证明 M 是一个 a - 代数， 但是凡 x 丑 2 是包含 P 的最小 a - 代数，所以 
M = x fl 2 , 即 E 这就得到乘积谱测度的唯 一性. 

类似地,设 A 与马 (：/ = 1, 2) 可交换，作 

R = { M\M eR x x R 2 , AE ( M ) = E ( M ) A }, 

由 （6.10.1) 易知 PcR , 同样易知是 or - 代数,所以 R = Ri xR 2 . 证毕 

義们现在要讨论乘积谱测度的谱积分. 

定理 6 .10.3设 iX ^ R^Ejyj = 1, 2 )是 Hilbert 空间丑上的两个谱测度 
空间，而五 i 、五 2 是可交换谱测度, E 是 （A x 义 2 ,抝 x fl 2 ) 上玢与 E 2 的乘积 
谱 测度. 5 (',馬）是 …％) 上的有界可测函数全体,那么当/;_ G BiXj ^ Rj ) 
时， 


XixX 2 


fi { xi ) f2 ( x2 ) dE ( xi , x 2 ) 


= [ fi { xi ) dE ( xi ) [ f 2 { x 2 ) dE ( x 2 ). 
Jx 1 Jx 2 


①即对一切 M e Rj ， Ej(M)A = AEj{M). 


(6.10.7) 
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证设 l / i(^)l < K, Xj G Xj，j = i ,2. 对任何正数 e , 作 [- K . K ] 中的分点 
组2/0 、 2/1 、 …、 yn , 使 max(yj - yj _ i ) < e , 作 

= Xj ( y k -i ^ fj ( xj ) < y k ) G RjJ = 1,2, 

那么由 §6.8 谱积分的定理可知 

k=l 

再利用 l / i (^) l <^ 可以得到估计式 

[ fiix ^ dE ^) [ f 2 ( x 2 ) dE 2 ( x 2 ) 

"2 fc=l 1=1 

<2 Ke , 

但是 

VmE { M [ k) x M ^) 

/ c=l 1=1 k , l=l 

另一方面，由于当 ( xi , x 2 ) G Mp ) x M 2 ( Z ) 时， 

\h{x l )f 2 {x2) - ym\ < 2Ke, 

因此 

/ fi { xi ) f2 { x2 ) dE ( x 1 , x 2 ) - y ] VkyiE ( M [ k) x M 2 ⑴） 

JX 1 xX 2 k ^i 

= Y 1 j (fc) { l ) ( fi ( x i ) 12 ( x2 ) - ykyi ) dE ( xi , x 2 ) ^ 2 Ke , (6.10.10) 

把 （6.10.8 — 6.10.10) 结合起来,就得到 (6.10.7) 式左、右两边的差的范数不超过 
AKe . 再令 e — 0,即知 (6.10.7) 式成立. 证毕 

3. 正常算子的谱分解利用自共轭算子的谱分解定理和乘积谱测度可以得 
到正常算子的谱分解定理. 

定理 6.10.4 (正常算子的谱分解） 设 H 是复 Hilbert 空间， iV 是丑上的 
正常算子,那么必有 ( a ( N )， B a [ N ) ) 上唯一的谱测度五,使得 

N = [ zdE ( z ), 

Ja(N) 


( 6 . 10 . 8 ) 


(6.10.9) 
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并且，对丑上任何有界线性算子為当4与#和都可交换时4必与 
E(M)(M G B a{N) ) 可 交换. 

证 令 NiN 2 分别是 iV 的实部和虚部•设（心，馬）是％的谱测度空 
间，其中义是数直线， B 是直线上 Borel 集类.由引理2, 玢与及 可交换.根 
据定理6.10.1，在 （A xX 2 , BxB ) 上 存在及、丑 2 的乘积谱测度 E = E x x E 2 . 
由于 

Nj = I XjdEj(xj), I = I (xj) , 

JXj JXj 

取 fl ( xi ) = Xi , f 2 ( x2 ) = 1, 又取 fl ( x \) = 1, / 2 ( a ： 2 ) = T2 , 两次应用定理 6.10.3 就 
得到 

Nj = I XjdE ( x \, X 2). (6.10.11) 

JX 1 xX 2 

我们将点 (x u x 2 ) 写成复数形式 :z = xx + ix 2 , 那么由 N 1 +iN 2 = N 以及 (6.10.11) 
立即就得到 

N = [ zdE(z), 1= [ dE(z). 

Jx 1 xX 2 JX l xX 2 

当 4 是与 AT , iV * 都可交换的有界线性算子时，显然4与％可交换.由定 
理 6.9.6 的系2, 4 与马 可交换.再由定理 6.10.2 知4与 E 可交换. 

再证谱测度五集中在 a ( iV ) 上：令 S {\ r ) 是复平面上以 A 为中心， r 为半 
径的 闭圆. 对任何 A G p ( N )， 今证必有正数 r , 使得 

E(S{X,r)) = 0 , ( 6 . 10 . 12 ) 

如果不对，必有 r n > 0, r n -> 0 (n ^ oo ), 而且 E ( S ( X , r n )) ^ 0,因此有 € 
EiSiX , r n )) H , || x n || = 1, n = 1,2,3, …，由定理 6.7.2 的系 2 得到 

||( A /- iV ) x n || 2 

= f | A - z | 2 d | 剛 x n || 2 

JX 1 xX 2 

= [ |A - z\ 2 d\\E(z)x n \\ 2 ^ rl\\E(S(X,r n )x n \\ 2 = 

Js ( X , r n ) 

当 n -> oo 时,上式右边 rg 4 0, 从而 ||( A 7- AT ) x n || -> 0 (n oo ), 这和 A e p ( N ) 
的假设相矛盾.由此可知,对每个 A e p ( N ), 必有正数 r ， 使 (6.10.12) 成立.再利 
用谱测度的可列可加性，易知 


E ( p ( N )) = 0, 


①其实，只要假设 A 与 TV 可交换.因为由这个假设可以推出 A 与 TV * 也可交换. 
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所以五只能集中在 a ( AT ) 上. 

关于谱测度的唯一性是容易证得的，留给读者作为练习. 证毕 

定理 6.10.4 中的谱测度称为由 AT 决定的谱测度，或称为相应于 iV 的谱 
测度. 

系1设 iV 是复 Hilbert 空间丑上的正常算子，那么由决定的谱测度 
不可能集中在比 a ( N ) 更小的闭集上. 


这个系的证明与定理 6.9.6 中相应部分的证法类似,所以把它的证明略去. 

系2设 iV 是复 Hilbert 空间丑上的正常算子， { a ( N ), B a{N) , E ) 是由 AT 
决定的谱测度，对于每个/ G 作 

f ( N ) = [ f ( z ) dE ( z ), 

Ja{N) 

那么/ ^ f ( N ) 是算子演算. 

4. 算子代数关于复 Hilbert 空间正常算子谱分解理论的进一步发展是和 
算子代数密切相关的.我们先叙述有关的一些概念. 

定义 6.10.4 设21是复 Hilbert 空间丑中某些可交换的有界线性算子族， 
按通常的代数运算及算子乘法运算组成的 Banach 代数 J e 21而且当 A e 级 
时， A * e 21,那么称 沉为 H 中的交换对称 Banach 代数. 

设/是21上的连续线性泛函,满足如下的条件:⑴ /(/) = 1; ( ii ) 当4 、 B G 21 
时， f ( AB ) = /⑷/ ㈤ ； （ iii ) 当4 e 21时, f ( A *) = J { A ). 那么称/是21上的对 
称可乘线性泛函 . 21上的对称可乘线性泛函全体记为或简记为 an . 

我们在 OTa 上取弱 * 拓扑，即对任何正数 S 任何 ^^，…， An e 21及 /o G 
职21,作 


晰 ， Ah 乂 2 ,… ， An〆） ={/|/ G %, 1/(') 一 /0(4)| < I 

j = 1,2, ••- , n }, 

以这种形状的集全体作为 / o 的环境基所导出的拓扑 . 按这个拓扑所成的拓 
扑空间称为21的谱空间. 

由中的开集全体所张成的 a - 代数记为其中的集称为中的 
Borel 集. 

① B ( cr ( A 0, 是 a { N ) 上复变数、复值的有界 Baire 函数全体. 

② 即 21 按通常算子的线性运算和范数成为 Banach 空间，而且 21 对算子的乘法运算也是封 
闭的.见 §5.1. 




§6.10 正常算子的谱分解 


- 353 . 


定理 6.10.5 设21是复 Hilbert 空间丑中算子组成的交换对称 Banach 代 
数, Orta 是21的谱空间， B 是0^中 Borel 集全体,那么必有 （0^,5) 上唯一的 
谱测度五,使得对每个 Ae^i 


A = / f ( A ) dE ( f ). (6.10.13) 

这个定理的证明要利用交换 Banach 代数的理论和紧拓扑空间上连续函数 
空间的连续线性泛函表示定理，所以把它略去.关于这方面更进一步的发展可以 
参看 [14]. 

例 3设是复平面上的有界闭集, B 是中 Borel 集全体所成的 a - 代 
数 ./ i 是 ( Tl , B ) 上的一个全有限测度，而且 m 不能集中在比职更小的闭集上. 
令 C ( m ) 表示上的连续函数全体,对每个/ G C (9 Jl ) 作 L 2 ( m , B , fi ) 上的有 
界线性算子如下： 

( A f g )( z ) = f ( z ) g ( z ), 

显然21 = { Af \ f € C { Tl )} 成为 L 2 { m , B ^) 中的交换对称 Banach 代数,而且可 
以证明对每个 F e ana , 必有唯一的 z e an , 使得 

F(A f ) = m, 

我们把 z 与 F —致化,那么 Orta 与—致.对每个 M e B 作 E ( M ) 如 下：当 

( E ( M ) g ){ z ) = XM(z)g(z). 

( XM 是 M 的特征函数)，那么容易证明 

A f = [ f ( z ) dE ( z ). 

Jm 

这就是在这个具体情况下的 （6.10.13) 式. 

习题 6.10 

1. 证明： 在例1中，当测度 M 不能集中在比 O 更小的闭集上时， a ( N ) = 12;当 M 不集 
中在实轴上时， iV 不是自共轭 算子； 当 m 不集中在单位圆周上时， iV 不是酉算子. 

2. 证明引理 1. 

3. 证明相应于正常算子的谱测度是唯一的，并且谱测度不能集中在比 a ( N ) 更小的闭 
集上. 

4. 设 AT 是复 Hilbert 空间孖上有界线性算子. 
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(1) 证明 iV 是正常算子的充要条件是 存在丑 上酉算子 C /， 以及半正（自共轭）算子丑 
(即对一切 xGH , ( Rx , x ) 彡0)，并且和丑可交换，使得 AT = UR . 

(2) 问：当 AT 是正常算子时，上述分解 N = UR (称为极分解）是否唯一？ 

5. 将定理 6.9.7 推广到正常算子情况. 

6. 设 AT 是复 Hilbert 空间丑 上正常算子，、 iV 2 分别是 iV 的实部和虚部. 

证明 （ i ) IliVlI^lliVf + iVllI ; 

( ii ) 当 n 是自然数时， || iV -|| = || iV | r ； 

( iii ) 当 A G p ( iV ) 时， 


UXI-N)- 1 ^ 


1 


min 

zea(N) 




7 •设 5,5 n (n = l ,2,...) 都是复 Hilbert 空间上正常算子. 证明： 如果（强 ） lim & = & 

n—►oo 

那么（强 ） lim SU . 

n—oo 


§6.11 算子的扩张 ® 与膨胀 

对于复 Hilbert 空间上酉算子、自共轭算子以及正常算子都能写成谱积分的 
形式,这样算子的结构就相当清楚了.对于更一般的算子，自然不能企求它们都 
具有谱分解式.例如单向平移算子（见 §6.8 末）应该说还是比较简单的一种算 
子,但连一个约化子空间也没有.对非正常算子就得从其他方面加以考察.其中 
之一就是给定的算子能否扩张或膨胀成为性质良好的算子，以此用性质良好的 
算子近似地（在某种意义下）描述原来的算子.在 §6.9 的第四小节中我们就利用 
Cayley 变换研究过对称算子的自共轭扩张.这一节我们将对算子理论中常见的 
几种扩张和膨胀作一初步介绍. 

1. 闭扩张 在无界线性算子的讨论中，算子是不是闭的是很重要的（闭性 
与连续性关系很密切),这里要讨论算子的闭扩张,讨论这类扩张的基本方法是用 
图像方法（图像方法本身在算子理论是常用的). 

设 H ， G 同是实或复内积空间， （.,. k ,(.，.) G 分别为 H , G 的内积,在乘积空 
间 Z / xG 上引入内 积：当 { x , y },{ x f , y f }€ HxGH , 规定 

({工, 2 /}, {〆 ,= ( x , x f ) H + ( y , y ’、 G ， (6.11.1) 

易知丑 x G 按成为内积 空间； 当丑, G 是 Hilbert 空间时，丑 x G 也成 
为 Hilbert 空间（反之也真)，并且 (H x G )* = H x G . 

同样, 在 GxH 上也可类似地引入内积 （•, 

为了简便起见,今后常将各个空间上内积的空间下标省掉. 

①扩张即延拓. 




§6.11 算子的扩张与膨胀 


. 355 . 


再引入 HxG ^ GxH 的算子[/、 y 如下： 对任何 { x , y}eHxG 

U { x , y } = { y , x }, V { x , y } = {- y , x }, (6.11.2) 

易知 [/、 F 都是 HxG -^ GxH 的酉算子.当丑 = G 时， [/、 F 不仅是 HxH 
上酉算子，而且 

V 2 = U 2 = I , UV = - VU . (6.11.3) 

引理 1 设 H 、 G 是内积空间， r 是丑到 G 的线性算子,定义域为货 (n 

那么 

⑴ T 是闭算子的充要条件是 r 的图像 G ( T ) 是丑 X G 的闭线性子空间. 

( ii ) L 是 HxG 的线性子空间， L 是某个丑到 G 的线性算子 T 的图像的 
充要条件是 L 中不含形为 {0, y }( y ^0) 的向量. 

( iii ) 设丑、 G 是 Hilbert 空间， T 是丑到 G 的稠定算子的充要条件是 
( VG ( r ) 产中不含形为 {0, x}(x ^ 0) 的 向量. 同样， S 是 G 到丑的稠定算 
子的充要条件是 ( V ^ GiS )^ 中不含形为{0,2/}0/一 0) 的向量 • 

证 ( i ) 显然,线性算子的图像是 HxG 的线性子空间，由闭算子的定义（见 
§4.5) 易知⑴成立. 

( ii ) 如果 L = G ( T ), 由于 T 是线性算子,所以0 e 货 ( T ), 从而 T 0 = 0,因此 
L 中不含有任何{0,2/}(2/一 0). 

反之,如果 L 中不含有形为{0,2/}0/ 一 0) 的向量，这时由 L 作丑到 G 的 
线性算子7^如 下：当 { x , y } 时， 

Tlx = y , S >{ T L ) = { x \{ x , y } G L }, (6.11.4) 

由于 L 是线性子空间，并且不含{0,2/}(2 /一 0)，易知 T L 是货 ( T L ) 到 G 的单值 
映照,并且是线性的算子. 

( iii ) 显然 { y . x 1 } e ( VG ( r )) 丄的充要条件是对一切货 ( T ), 

0 =(切， x ’}, {- Tx , x }) = -( y , Tx ) -h { x ^ x ), (6.11.5) 

如果 T 是稠定的，由 (6.11.5) 易知 （ VG ( T )) i 中不可能含有向量 { y , x f }(y = 
0 〆 一 0). 

反之,如果那么取 y = 0, x f € 丑 ㊀ 歹(巧,并且 〆 兴0,由 (6.11.5) 
易知 {0,^} e ( VG ( T )) 丄，这与假设相 矛盾. 所以 WT ) = H . 

调换 G 和丑地位就可得到相应于 S 的结论. 证毕 

定义 6.11.1 设 H , G 是内积空间， T ,： T 是丑到 G 的线性算子.如果 : T 
是闭的，并且 T C T ', 称 T ' 是 T 的 闭扩张（闭延 拓). 如果7是 T 的一个闭扩 
张,而且对一切 T 的闭扩张: T , 都有7 c 称7是 r 的 最小闭 扩张. 
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引理2设丑、 G 是内积空间， T 是丑到 G 的线性算子,那么 
⑴ Ter 的充要条件是 g(t) c G(ry, 

(ii) T 存在闭扩张的充要条件是 G(T) CL, 而 L 是丑 xG 中的不含形为 
{0,2/}(?/^0)的向量的闭线性子 空间； 

(iii) T 有最小闭扩张的充要条件是 G(T) 中不含形为 (0,2/}(2/^0) 的向量. 


证 从引理1知⑴、⑻是显然的,利用⑻就很容易证明 （ iii ), 证略. 
设丑、 G 是 Hilbert 空间， T 是丑到 G 的稠定线性算子，那么 T * 便是 
^( T*)(C G )^ H 的线性算子. 

定理 6.11.1 设丑, G 是 Hilbert 空间.那么 
⑴当 r 是丑到 G 的稠定线算子时， 

G ( T *) = { VG { T)) l = F ( G ( r ) 丄)； (6.11.6) 

( ii ) 稠定线性算子 T 具有闭扩张的充要条件是 T * 是 G 到丑的稠定线性算 
子,并且 T ** 是 T 的最小闭扩张.特别地，当 T 是稠定闭算子时,有 r = T **. 

证 ( i ) 根据（稠定算子的）共轭算子的定义（参见 §6.9), G x 丑中向量 
{ y , z}e G ( T *) (SP y G 货 ( T*),z = T * 2 /) 的充要条件是对一切 x € ^( T ), 

-( Tx , y ) -f ( x , z ) = 0, (6.11.7) 

由此可知 (6.11.6) 第一等号成立.再利用 V 是酉算子,知第二等号成立. 

( ii ) 首先, Xt 任何线性算子 T , 有 

HxG = 司巧 © G ( T ) 丄， (6.11.8) 

又因为 V 是酉算子,所以 

GxH = © V ( G ( T ) 丄)， (6.11.9) 

又因， V ( G ( r ) 丄）= ( VG ( T )) 丄,所以 

GxH = © ( VG ( T )) 丄， (6.11.10) 

当 r 是稠定算子时，由 （ i ) 得到 

GxH = ㊉ G ( T *), (6.11.11) 


即 


HxG = V~ l (GxH)= © V^GiT*), 


(6.11.12) 




因此 
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G ( T ) = ( V -1 G ( T *)) 丄. (6.11.13) 

如果 T 具有闭扩张 T ' 因此 G ( T ) c G{V). 由于图像 G{T f ) 中决不会含有形 
为 { 0 ,y}(y + 0) 的向量，因而 G ( T ) 中也不含此类向量.由引理1的 （ iii ) 和 
(6.11.13) 立即知道 T * 必是 G 到丑的稠定线性算子. 

反之,如果 T * 是稠定算子，那么 ( T *)* 存在,但 T c T **， 并且 T ** = ( T *)* 
是闭的，所以 r 有闭扩张. 

当 T* 稠定时.由于 （ 6.11.6) 式（在 （ 6.11.6) 式中将 T* 代替 r, 相应 V - 1 
代替 V ) 

G ( r **) = ( v - iGCr *)) 丄， 

由 (6.11.13) 可知 G ( T **) = G ( T ), 从而 T ** 还是 T 的最小闭 扩张. 

特别地，当 r 本身是稠定的闭算子时, t 是自身的最小闭扩张，即 r = r **. 

证毕 


系 ⑴4是 Hilbert 空间丑上自共轭算子的充要条件是 

G ( A ) = V(G ⑷ 丄)； (6.11.14) 

( ii ) 4是 Hilbert 空间丑上自共轭算子，如果4是一对一的，那么 A - 1 也 
是丑上自共轭算子. 

证由定理 6.11.1 的 (6.11.6) 式可知⑴是显然的.关于⑻可以直接用自 
共轭算子的谱分解定理加以证明.这里将用图像方法来证明. 

显然 G ( A ~ l ) = UG { A )(= VG (—4)) •由 （6.11.14)、 （6.11.3) 有 

G { A ~ l ) = UG { A ) = W ( G ( A ) 丄)= - VU { G { A)) l 

=— 1^([/0(乂))丄 =_ V ( G (4— ”)丄 

二順乂- 1 )丄)， 

由本系的 （ i ) 可知 A - 1 是自共辄算子. 证毕 

利用上面一些事实，就得到稠定闭算子的一个重要性质. 

定理 6.11.2 设丑, G 是 Hilbert 空间, T 是丑到 G 的稠定闭线性算子，那 
么 T * T , TT * 分别是 丑, G 上的自共轭算子. 

证证 T*r 是自共轭 算子： 因为 T 是稠定闭算子，所以由 （6.11.11)、 
(6.11.12) 得到 

HxG = G(T) ㊉ V~ l G(r), (6.11.15) 
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从而对任何 he H，g eG (因而 { h , g } e H x G ) 必有唯一的 x e ^( T * T ) ?2 / G 
这 cn ， 使得 

x + T*y = h ， 

Tx — y = g . 

特取分 = 0,由 (6.11.16) 得到 

(I + T * T)x = h , 

即 J + T * T 将这 ( T * T ) 映射成整个丑.由于对任何 x e 这 ( T * r )， 

|| x || 2 ^ || x || 2 + (7 X 7 XK ((/ + T *7>， x ) 

^||(/ + r * T ) x ||| N |, 

由此可知 （J + T * r )- 1 是全空间丑上有定义的有界线性算子（其实，还有||(/ + 
T ^ T )- 1 !! ^ 1). 下面证明 (J + T ^ T )- 1 是自共轭 算子. 对任何~ €丑，记 Xi = 
(j + T * r )- = i ，2. 注意到而 e 这 ( T * r )， 因而 

((/ + T * T )~ 1 h u h 2 ) = ( x u (I + T *7> 2 ) 

= {xi,x 2 ) + (xi,T*Tx 2 ) 

= (工1，工2) + ( Txi , TX 2 ) 

=(xi,X2) + (T*Txi,X2) 

= ((/ + T * T ) x u x 2 ) = ( h u (I + T * T )- l h 2 ), 

即 (7 + T ^ T )- 1 是自共轭算子.再由定理 6.11.1 的系得到 （J + T * T ) 是自共轭的. 
完全类似地可以证明 TT * 是 G 上自共轭算子. 证毕 

2. 半有界算子的自共轭扩张 §6.9 中曾用 Cayley 变换从原则上解决了对 
称算子的自共轭扩张问题 （ B 卩归结为相应的保范算子能否有酉扩张)，那里主要的 
判断依据是对称算子的亏指数.这里提供的扩张定理（在微分方程中更为常用， 
有兴趣的读者可参见米赫林的书 [18]) 的证明方法的本质是在于改变内积.先给 
岀如下引理. 

引理 3设（丑，(•， •)) ①是复 Hilbert 空间， G 是（丑, （.,•)） 的稠密的线性子空 
间.又设在 G 上又有一个复内积卜， •], 相应的范数为 | • |，并且在 G 上， | • | 强于 
|| • ||，即存在 a 〉0,使得 

a || x || ^ \ x\,x G G , (6.11.18) 

® 因为在这里会出现在同一个线性空间上同时赋有不同的内积,因而“有界”、“稠密”等都 
要标明按什么拓扑，因此这里需要标明内积空间中的内积. 


(6.11.16) 


(6.11.17) 
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那么 G 按[•， •] 成为 Hilbert 空间的充要条件是存在（丑,(.， •)） 上稠定闭线性算子 

B : ^{ B ) = G，G — Si { B ) 上可逆， WB-^l ^ 并且对任何 x ， yeG ， 

a 

[ x , y ] = ( Bx , By ) (BP \ x \ = || Bx ||, a ; G G ). (6.11.19) 

证充分性：设满足条件的 B 存在，易知按 (6.11.19) 定义的 [•, •] 是 G 上 
的双线性、 Hermite 泛函. 特别在 （6.11.19) 中令 y = x , 由假设 || B - |得到 

\ x \ 2 = \\ Bx \\ 2 ^ a 2 \\ x \\\ (6.11.20) 

即在 G 上，范数 |.| 强于 H |. 

今证 G 按[.， •] 成为 Hilbert 空 间：设 { x n } C G , 并且是按丨 • | 的基本序列, 
由 (6.11.20) 知道 { x n }， { Bx n } 都必是（丑，(.， •)） 上基本序列，由于（丑 ，(丫 )） 完备， 
所以存在 x 0 , y 0 6 H 使得 a ; 0 = lim x n , y 0 = lim Bx n . 由假设 B 是（丑 

n—^oo n—^oo 

上闭算子，所以 

xo G ③ ( B ) = G , Bxq = y . (6.11.21) 

又由 （6.11.20) 有 

\ x n - a ； o | = \\ B { x n - x 0 )|| = \\ Bx n - yo \\ — 0 , （n — oo ) 

这说明 xo 按 I •丨是 { x n } 的极限点，所以 （ G , [.，•]) 是 Hilbert 空间. 

必 要性： 任取 i / G 丑，作（丑，(•， •)） 上连续线性泛函 

f { x ) = { x , y ), 

特别地，将/视为空间 （ G ，[.,•]) 上线性泛函，由于 

1/ ㈤ 卜 1(^,2/)1 ^ NIIMI 

^ 丄"2/|||工|，工 e G ， 
a 

由此可知/是 （ G ， [•， .]) 上连续泛函.因 G 按[•， •] 是 Hilbert 空间，由 Riesz 的表 
示定理,必存在 G 中唯一的 的， 使得 

f ( x ) = [ x, yi l (6.11.24) 


( 6 . 11 . 22 ) 


(6.11.23) 


令 yB yi 的映照为 T ， 易知 T 是丑 — G 的线性算子，当然将 r 仅限在 G 上 
时，: T 便是 G — G 的线性算子. 
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由于 G 在 （丑，(•， •)） 中稠密，当 1/笋0 时,/便是非零泛函，从 （6.11.24) 易知 
yi 笋0, 即 T 是一对一的. 

在 (6.11.22) 中分别取 x = Ty{e G)my = x , 利用 (6.11.24) 就得到 

( Ty , y ) = [ Ty , yi } = [ Ty , Ty},y e H , (6.11.25) 

( x ^ x ) = [ x ^ Tx],x G G , (6.11.26) 

由 （6.11.25)、(6.11.26) 知道 r 既是全空间（丑， (•,•)） 上对称算子，又是全空间 
( G , [•,•]) 上对称算子， 从而 T 既是 （丑，(•， •)） 上有界自共轭算子，又是 （ G ， [•,•]) 上 
有界自共轭算子.并且同时是两个空间上的半正算子（即 T 彡 0). 

记 W 是: T 在 （ G ， [•， •]) 上的一个半正平方根（见定理 6.9.6 的系5)，对任何 
a ; e G , 由 (6.11.26) 和假设 | a ;| 彡 a || x || 得到 

|| T ^|| 2 ^ ^0 x \ 2 = ^ Tx ] = ^ M 2 , (6.11.27) 

即： H 作为 （丑 ,(.， •)） 上线性算子时，是定义在稠密集 G 上的有界线性算子，且 

(6.11.28) 

a 

由此可知，: H 能唯一地延拓成整个 （丑，(•， •)） 上到 （丑， (•， •)） 的有界线性算子 f . 

II?II ^ (6.11.29) 

a 

由于 T ， ri，f 都是 （丑，(•， •)） 上有界线性算子,而且在稠密集 G 上有: T = 

自然 r = ff 在丑上成立.又由于 t 是一对一的，所以 f 在丑上也是一对一 
的，从而 f - 1 是闭算子.由于: Hg ^ ( G , [•， •]) 上稠密，丨 • I 强于 HI ， 立即推知 
: Hg 在 （丑， (•， •)） 上稠密.由此可知 f - 1 是 （丑 , (•, •)） 上稠定闭线性算子. 

令 B 是在 （丑 , (•， •)） 上的最小闭扩张,显然 

T ~^ cBc f -\ 且图像 G ( B ) = G ( T -^), 

对任何 xeG,iEz = T 2 X ,ze T^G C G ， 由 (6.11.26) 

\\ Bz \\ 2 = { T ~ h , T - h ) = ( x , x ) 

=[ x , Tx ] = T - h ， TT-h 

= T - h , Th ] = [ z , z ] = | z | 2 . (6.11.30) 

但 T 〗 G 在 （ G ，[•, •]) 上稠密， B 是（丑， (•，•)） 上稠定闭算子，由 此易知 (6.11.30) 对 
( G , [•,•]) 中一切 z 都成立，即 ^{ B ) D G . 反之，因为 G ( B ) = G ( T _ 幻,所以对任 
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何 2：。 e &{B), 必有 z n eSf (了-*)，使得 

II 之 n — 勿 || — 0, \\ T ~^ z n — Bzq \\ — 0, (n — oo ) 


从而 


\^n _ ^m\ = || 召 ( 之 n _ 之爪 )II ~^ 0, (71，771 ― > Oo) 

因此存在 ％ G ( G , [•, •]), 使得 | z n — — 0 (n — oo ), 即 \\ T ~^ z n — T ~^ Zq \\ — >• 

0 (n oo ), 由极限的唯一性得到 = T ~ iz f 0 = Bz f 0 , 再由 B 是一对一的，便得 
到 z 0 = z f 0 e G , 因此 &{ B ) C G . 这样就得到 级 [ B ) = G . • 证毕 

为了讨论空间不一定完备情况，我们引入 

定义 6.11.2 设 G 是线性空间 ，（•, •)，「，」是定义在 G 上的两个内积，由它 
们所导岀的范数分别是 || • ||， | • |，如果任何既按 | • |，也按 || • || 为基本的点列 K }, 
都能由按一个范数收敛于零推出按另一个范数收敛于零，那么称 | • | 与 || • || 符 

合①. 


这里的符合性主要是用来保证按 | • | 和 || • || 都是基本的点列，如果按 | ♦ | 有 
极限 z (可能不一定有)，按 || • || 有极限 /( 可能不一定有)，那么 x 和/之间的 
对应是一对一的.它是研究同一空间上引入不同范数（拓扑）之间关系或不同空 
间的嵌入时常用的概念. 

特别地，当 | • | 在 G 上强于 || • || 时，按 | • | 基本的点列必按 || • ||基本. 但 | • | 
与 || • || 可以不符合. 

例 1 取 （ i /, (., •)) 为复 Z 2 .a e Z 2 时,有表 7 K 式 a = ( ai , a 2, …）且 E |叫| 2 < 

oo .令 Z 。 为， 2 中有限个坐标不为零的向量全体,又令/ = 怂，…) #• 

取 n 

G={af + (3* Gl 0 , a ，(3 是复数}， (6.11.31) 

在 G 上引入新内积[•，」（读者不难验证是内积)： 

[ a / + ~， 7 / + 知 ’] = onif , /) + /?%?， 〆 )， （6.11.32) 

因此 

| a / + ^| 2 = | a | 2 ||/|| 2 + |/3| 2 ||^|| 2 , (6.11.33) 


①这里的“ 符合” 概念比 §5.4 习题16中的“符合”概念要求弱. 
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由于 

{af + pip, af + 0(f) 

= M 2 ||/l| 2 + l/?| 2 |M| 2 + (a/，/3p) + (/3^,a/) 

^ 2 ( N 2 ||/|| 2 + |/?| 2 | M | 2 ) = 2 | a / + ( M ' ( 6 . 11 . 34 ) 

由 ( 6 . 11 . 34 ) 可知 I • I 强于 || . II , 并且对任何 xgG , 

\ x \ ^ 

% 

取 = ( 1 ，-，-.., 1 ， 0 , 0，...)，71 = 1 ， 2 , 3 ，...，易知 0 中点列{/ - ifn } 按 I • I 
是基本的，并且 11 / - %|| — 0 ,然而 

l /-^ n | 2 = ll / ll 2 + ||^ n || 2 - 2 ||/|| 2 ^ 0 , 

所以 I •丨与 INI 并不符合 

引理 4 设 Go 是 Hilbert 空间 （ H ，(•, •)） 的线性子空间，在 Go 上又有一个 
新内积卜,•]，由它导出的范数 | •丨在 Go 上强于 || • II . 如果丨 • | 与 II • II 是符合的， 
那么必存在丑的线性子空间 G D Go , 使得[•， .] 可以延拓到 G 上，并且 （ G ， [•， •]) 
是 Hilbert 空间 • 

证设 { x n } 是内积空间 （Go ,卜, •]) 上的基本点列，由于丨 • 丨强于 IMI ， 所以 
{ x n } 按 || • || 是基本的，因而存在唯一的 a H ， 使得 || x n -刈 — 0 (n — oo ). 规 
定 

\ z\ f = lim \ x n \ } ( 6 . 11 . 35 ) 

n ― >oo 

如果另有 （ Go , [•，.]) 上基本点列 {<}, 并且按 | HI 也收敛于 z 时，那么 （ Go , [•， •]) 
上基本点列 { x n - 将按 HI 收敛于零.由于假设 | •丨与 II • II 是符合的，所以 

"工 n - 工“" — 0，即 

\ z \ = lim \ x n \ = lim \ x n \. ( 6 . 11 . 36 ) 

71 — ►OO 71 ― ►OO 

这就是说 z 的函数 I 外不依赖于 （ Gq ， [•，•])上基本点列的 选取. 

令 

G = { z \ 存在 （ Go , [•， •]) 中基本点列 {〜}, 

使得"工 n _ 之|| — 0}， 

显然，对任何; 2 ； e Go , = 14 ,而 I • 「是定义在 G 上的泛函，因而 | •「是丨 • | 在 

G 上的延拓. 
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由于 | • 「是由 I • I 按极限 （6.11.35) 方式定义的，而 I • I 是 Go 上由内积[•，•] 
产生的，并且强于 II • II ，因此下列事实成立. 

⑴ G 是线性 空间； 

( ii ) I •「是 G 上的 范数； 

( iii ) I •「在 G 上满足平行四边形公式，从而由 | • 「可以产生 G 上唯一的内 
积卜， 十 ，由 hT 导出的范数是 K ; 

( iv ) \ x\ f ^ a || a ;|| 在 G 上成立. 

显然,剩下的只要证明 ( g , h - n 是完备空间就可以了. 

先证 Go 在 （ G , M 0 中 稠密: 对任何 z e G , 按定义存在 （ Go , 卜， •]) 中基本点 
列 {〜} ，并且有 || x n - z || —0. 由此可知对任何固定的自然数 fc ， 点列 { x n - x k } 
是 （ G 0 , [•， •]) 中的基本点列，并且 ||( x n - ❿） -( z - x k )\\ -^0( n ->^)), 按定义 
(6.11.35) 有 

\z - xk \ r = lim \ x n - x k \, (6.11.37) 

n—^oo 

由于 {〜} 是 （ Go , [•, •]) 中基本点列，因此对任何 e 〉0,必存在知，当>知时， 
\ x n ~ x k\ < 再由 (6.11.37) 可知存在: Tfc G Go, 使得 

\z — Xk | ; ^ (6.11.38) 


这就是说 Go 在 （ G , 卜，•卩）上稠密. 

再证 （ G , [•，•]')的完备性：设 {〜} 是 （ G ， [•，•]')中的基本点列，对每个 n ， 取 

€ = —,z = z n (n = 1，2,3,… ）， 由 (6.11.38) 存在 ?/ n G G 。， 使得 
n 

kn -2/ nl ^ (6.11.39) 

n 

由于 


\Vn ~ Uml = \Vn ~ Vm\ 

^ \Vn — Z n \ f - \z n — Z m \ f + \z m — 2 / m |’ 

^ - 1 - H z n _ 之 m |’， 

n m 


立即知道 {2/n} 是 （ Go , [•，•]) 上基本点列，记 {〜} 按 II • II 的极限为 A 由 (6.11.38) 
( x k 被这里的价代替）就得到 


lim 卜- yk\ f = 0, 

k—^oo 


再用 (6.11.39) 立即就有 


lim \z n - z\ = 0, 

a—^oo 


这就是说 （ G ，[•,•]/) 是完备的. 


(6.11.40) 


证毕 
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显然，引理4的实质不过是将内积空间 （ Go , [•,•]) 的完备化空间与 （ G ， [•，•]) 
同构. 

利用引理3、4,不难证明“半有界”算子必有自共辗扩张. 

定义 6.11.3 设4是 Hilbert 空间 H 上稠定算子，如果存在实数 a ， 使对 
一切 a : e 

( Ax ^ x ) ^ a ( x , x ), (或 ( Ac , a ;) < a ( x , x )) 

称 4 是下半（或上半）有界.如果 a 〉0,称4为正定算子（或如果 a < 0,称为 
负定算子)，并称 a 为^ 4的下界（或上界). 

定理 6.11.3 (K.Friedrichs) 复 Hilbert 空间（丑， （•,•)） 上任何下（上）半 
有界算子必有自共轭扩张,并且可以做到保持下（上）界不变. 

证当4是上半有界时，便是下半有界，又显然4有自共轭扩张的充 
要条件是有自共轭扩张，因此，只要在4为下半有界的假设下证明定理成 
立即可.又如果 a 是4的一个下界,任取7,使得7 + « > 0,那么 A - h 7 I 便是 
正定算子.又因为4有自共轭扩张的充要条件是 4 + 有自共轭扩张，所以我 
们又不妨假设4的下界 a 是正数. 

记 Go =这04)，在 Go 上引入新内积 M : 

[^, y ] = { Ax , y ), x、y gG 0 , (6.11.41) 

由于 a 〉0,易知 [•，.] 是内积，而且由它产生的范数 | • | 在 Go 上强于 || • ||，并且 

| x | ^ \/ a || a ;||, x G Go - (6.11.42) 

现证 I •丨与 HI 符 合:设 {〜} 是 （ g q ， M ) 上的基本点列，如果||〜|| — 0, 
那么，对一切 X e G 0 ， 

[ x ^ x n ] = ( Ax ^ Xn ) —► 0 (n —► oo ), (6.11.43) 

并且对任何 e > 0, 存在 no , 当 n,m > no 时， 

I \p^n ? _ *^ m ] | ^ _ X m | ~, (6.11.44) 

其中 M = sup \ x n \ < oo . 就对上述 e 〉 0, 并且对每个固定的自然数 n (> no ), 由 
(6.11.43) 知道必存在 m ( n ), 当 m 彡 m ( n ) 时， 

WXn.XmW < (6.11.45) 




因此当 n 彡 n 0 时, 
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|$n P = [X n ， T n ] < I [ x n , X n — X m ] I + I [ x n , T m ]| < £， （6.11.46) 

即 lim \ x n \ 2 = 0. 

n—^oo 

而由 | o : n | 4 o 推出 || x m || — 0 是显然的.所以 I • I 与 II • II 符合. 

证 4 有自共轭 扩张: 根据引理4, [•, •] 可以延拓到 G 上,并使 （ G ， [•， •]) 成为 
Hilbert 空间，在 G 上仍成立 | x | 彡 v ^|| x ||. 再由引理3,存在以 G 为定义域的闭 
算子 B ’ B - 1 是全空间 （ F ， (•，•)）定义的有界线性算子,并且 

[ x , y ] = 、 Bx ， By ), x，y eG , 

|| B -(6.11.47) 

由于对任何 x、ye G 0 (= ^( A )),( Ax , y ) = [ x , y ], 而 G 0 在 （ G , [•,•]) 中是稠密的， 
所以对任何 yeG , 总有{知} C Go , 使得 |iM - i /| ->0, 自然更有 ||2 M _ 2/|| — 0. 
利用连续性,便得到 

( Ax , y ) = lim { Ax , y n ) = lim [ x , y n ] = [ x , y ], 

n—^oo n—>oo 

x G Go , y G G ， 


从而对一^切 : r e Go , t / G G , 


(Ax,y) = (Bx,By), (6.11.48) 

特别取 1/ G 由 (6.11.48) 得到 

(Ax, y) = {x,B*By),x G ^{A),y G 受 

这说明 rr G S>{B*B), 并且 Ar = {B^Byx = B*Bx, 所以 4 C B*B, 即 A 有自共 
轭扩张. 

再证下界 不变： 由于所以对任何1/ G 寧 B ), 

V a 

(B*By,y) = \\By \\ 2 ^ a\\y \\ 2 = a(y,y), 

即 a 仍是的下界. 证毕 

3. 广义谱系的扩张谱系 现在考察另外的一种扩张. 

设 S 是复 Hilbert 空间丑上的对称算子， （ m ， n ) 是 S 的亏指数（可以是无 
限的),并且 m 今 n , 这时， S 在 H 上不可能有自共辗扩张.但是如果允许空间丑 
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可以扩大成 i ^， 即 P D 丑（为简单起见， iT 上内积仍用（•， .))， S 在 H ， 上就可 
能有自共轭的扩张.例如取 iT =丑 © 丑，在 iT 上作算子 

S f :{x,y}^ {Sx, -Sy},{x, y}eH，= HeII®, 

易知 Y 是 iT 上的稠定线性算子,并且是对称的，而亏指数是 （m + n，m + n ), 所 
以 V 在 P 上必有自共轭扩张為因此 S C V C 儿 
如果令 

A = J XdE x , 

是4在丑'上的谱分解, P 是 iT 到丑的投影算子.那么，对任何 x e ^(5),7 /G 
H , 我们有 


{ Sx , y ) = ( Ax , Py ) = j Xd ( E x x , Py ) 

=J Xd ( PE x x , y ), 

||5x|| 2 = ||Ax|| 2 = J X 2 d ( E x x ， x ) = J X 2 d ( PE x x,xl 


如记 = PE X {\ e (- oo ,+ oo ))， 并把仅限制定义在丑上，那么 { B x \X e 
(- oo ,+ oo )} 便是丑上一族有界自共轭算子 （ B a 的自共轭性可以直接验证)，并 
且还满足 


( i ) B x ( BpX 叫 

( ii ) ^ a+o = B \\ 

( iii ) (强 ）lim ^ = 0,（强 ）lim ^ = L 

A ― ► 一 oo A ― ^+oo 

通常称 Hilbert 空间丑上具有性 质⑴一 （ iii ) 的一族范数不超过1的自共 
辄算子 {5 a|A G (- oo ,+ oo )} 为丑上的广义谱系. 

这样，复 Hilbert 空间丑上的任何对称算子总存在丑上的广义谱系 
{■B 入 |A G (_oo ， +oo )} 使得 


{ Sx , y ) = J X ^ Bxx ^ y ), ||5 x || 2 = J \ 2 d ( B \ x , x ), 
x e ^{ S),y e H . 


(6.11.49) 


现在 要问： 是否任何满足 (6.11.49) 的广义谱系 { B x \X e (- oo ,+ oo )} 必是 S 
的某个自共轭扩张（允许空间扩大 )4 的（投影算子）谱系在丑上投影所得到的? 
这个问题已被 M . A.HaHMapK 解决了，并且这一事实也被推广成所谓 *- 半群的 
表示定理，它是更具有普遍意义的定理（下面我们将能看到这一点). 

①这里把直交和 : r + yOr eH , yeH ) 写成二维形式 { x ?2 /} 是为了叙述上的方便. 
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定义 6.11.4 设 r 是一集合，在 r 上有两个运算: 

乘法 
* 运算 


其中乘法满足结合律， * 运算满足 

r* = (^y = rj*c, ^r/er, 


称尸是 *_ 半群. 

此外，我们总假定所讨论的 * -半群是具有幺元（也称单位元） e 的： 

e* = e, ^ ( e 厂 

例如 r 是一个群，规定 r = r 1 时，尸就是具有幺元的 *- 半群.又如 
r = » (丑 — 丑)， 其中丑是 Hilbert 空间，规定 r 上乘法、 * 运算就是普通算子 
的乘法和 * 运算，这时 r 也是具有么元的 *- 半群. 

定义 6.11.5 设尸是具有幺元的 *- 半群， {D# G 尸}是 Hilbert 空间 iT 
上一族有界线性算子，如果对任何《、77 e r , 满足 

D e = I ， = D^Dfj, D^* — 

称 { D ^ er } (简记为是 * -半群 r 在 h ， 上的一个 表示. 

显然，一个 * -半群的表示具有如下 性质： 

⑴当 d 时， A 是丑 ' 上的正常算子； 

( ii ) 当 （ = r 时， 仏是丑 ' 上的自共轭算子； 

( iii ) 当 《= r = f 时, 巧是 fT 上的投影 算子； 

( iv ) 当 = W = e 时，巧是 iT 上的酉算子. 

如果 If 是 H ， 的闭子空间，是 * -半群 r 在 IT 上的表示， P 是 F 到丑 
的投影，对每个 ㈠ 尸，作 iT — 丑的算子及： 

T ^ = PD ^ 


易知 T e 满足 

( i ) f T e = I , T ^ = T *; 

( ii ) / (正定性）对任一族 { x ^ e r , 但最多只有有限个 6、 …、匕，使得 
^ 0(2 = 1,2, ••- , n )}, 必有 


> R ) ① > 0, 


①因为除有限个 6、… \=0 (i = l ，2，...， n )， 所以和式实质上是有限项和. 
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事实上，如记 : r = 那么 

e 

X ^) = 

I” 

= = ( 凡工 ) 彡 0; 

( iiiy 对任何一族 { x ^ e r }, 但除去有限个 = 1，2,…， n ) 夕卜， x e = 0,以 
及任何 aer , 必有仅依赖于 a 的常数匕，使得 

> a* arj^rj •> ^ C a 、 ': (T^*”3^ ， 3^). 

事实上，用 （ uy 中记号，易于算得 

> : (%*0!*0!77 工 77, K) = {D a X^ Df^X) ^ ||Z) a || (X, X), 

取匕=||凡||就可 以了. 

下面证明上述事实的逆也成立，即有如下的 * -半群表示定理. 

定理 6.11.4 设尸是具有幺元的 *- 半群， { T ^ 6 P} 是 Hilbert 空间丑上 
一族有界线性算子，并满足条件 ① （iy — ( my ， 那么必存在 Hilbert 空间 /r 3 丑， 
以及在 / T 上的表示巧，使得在丑上成立 

T^ = PD^ ( 6 . 11 . 50 ) 

如果 / T 还是极小的扩张空间（即 span {^/|^ erjeH } = H f ), H \ D ^ 在除 
去一个酉同构外完全由 { T ^ e n 唯一确定，并且还成立下列结论 

1° " 乃 all 彡 C a ， a £ r ； 

2° 如果 T ea?? = T 咖 + T e 77? 对固定的 a 、 0、 7 和一切成立时，那 
么就有 

D a = Dp + ^ D 7 ； 

3° 如果（弱 ） lim T\ anri = T ㈣ 对一切成立，并且 IS C an < ⑷， 

71 — ►OC 71 ― ►OC 

那么就有 

( 弱 ）lim D an = D a . 

71—^00 

①在 if 是复空间情况下， （ iy 中条件可由 （ uy 推得 . 事实上，对任何 e e 厂，取 
Xtj ： 当 n = e 时，： Ctj = X ;当 n = € 时，： Ctj = 知;其余的 ％ re” = 0. 由 （ ii)’ 得到 

(x,x) + X(T^x,y) + X(T^y,x) + AA(T^*^t/, t/) ^ 0. 

特别取 x = 0, 就得到对任何 2/ € H,{T^^y) ^ 0. 再令 A = l ， i, 分别得到 lia{T v x,y)= 
-Im(T^t/, x), Re(T^* x, y) = Re(T^y,x). 从而 (T\*x,y) = (x, T ^)， 即 = 7^*. 
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证将分成几步来证明. 

⑴作空间 /r x 表示丑上向量族/ = { x ^ € r } 的全体，义称为/的第 
i 坐标，又常记为 / e . 在 X 中规定两个元 f ， g£X 的线性组合 a / +办 (a 、 0是 
任意的两个数）为 

{af + = af^ + 

易知 X 成为线性空间 . Xo 表示 X 中除有限个坐标不是零外，其余都是零向量 
族全体，显然是 X 的线性子空间. 

对于 x £ H , 我们把: r 和 X 中向量族 

{x v \xe = x,x rj = 0(ri ^ e)} 

相对应，易知这种对应是丑到的一对一的线性映照，在这种线性同构下，// 
可以视为 X 的线性子空间. _ 

x 中一切下列/ = { f ^ e r } 的全体记为充， 

f^ = > : TprjXjj ， {x^|77 €. -F} €. Xq^ 

v 

显然系是 X 的线性子空间.又记/ = {$} •在系中引入泛函[•，•]:当 
f = {^ h 9 = { yrj } 规定 

[/?^]— 5 ^(/$，％) = ％) 

= 〉: ($”， Tr ^ y 心 — > : 0^”，分”)， (6.11.51) 

C ，” V 

由 （6.11.51) 易知[•，.]不依赖于/ =问}，9 =说}中{%}，{%}的选取，即[/^] 
的值由 /， g 完全确定.显然[•， •] 是双线性泛函.但由于条件（2°)，对一切 fex 0 
有 

[/，/] = [(^1%，0彡0， （6.11.52) 

因而在充上可用 Schwartz 不等式,得到 

\[f,g}\ 2 ^[fJUgi f.geXo, ( 6 . 11 . 53 ) 

如果[/，/] = 0,那么对一切 geXoALg ] = 0,从 (6.11.51) 便知道只有/ = 0,即 
[•，•]是充上的内积. 

记充的完备化空间为 H 、 H f 上内积仍记为[•，•]，相应的范数记为 | • I . 
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( I ) 视 H f 为 H 的扩张空间对任何 : r G 丑 (C Xo )， 作 / T 中元 /〆 

fx = {/ cl/c ~ € 尸}. 

显然 ， /：E € Xq ， 并且 

f x (6.11.54) 

是 H — H ， 的一对一的线性映照，而且对任何 x . yeH ( cXo ) 

[/ x ? fy ] = 火)= ( x ^ 2/), 

即 : r — 九是丑到冗的子集保范同构，今后不再区分 I 和尺， 这样便有 

H c T 0 cH f (6.11.55) 

( II ) 算出 / T 在丑上的投影令 P 表示 / T 在丑上投影，对任何 geX 0 ,g = 

{yrj},xe H, 

[Pg,x] = [g,x] = ^(T^rjyrj.x^) 

=y^jTerjyrj.x) = {g e , x) = [g e ,x], 

V 

因此,对任何 ^ € Xo , 

Pg = g e . (6.11.56) 

㈤ 作 D e 设/€芄, / = {$}， 即 

f=^m = '£T i . r ,x 1 ,,^py 

因而对任何 a € r, 

/□：•《 = 〉： T(* 叫工” = 〉 ： -^C*C^C ， X C = 〉: 工 ”• 

V C a?7=C 

如果不存在卩，使得叫 =( ， 那么 f 这个（，规定 = 0 .由于 {X V } e Xo , 易知 
{x^} £ x 0 , 从而 {fa^ er}£X 0 . 这就是 说充 . 关于 “ 移动 e 尸)”是不 
变的 . 在系中定义 “ 移动” 算子 

Da ： {mer}^{f a ^er},aer, 

显然,对每个是充上的线性算子,并且满足 
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a) D e {f^ er} = {f e ^ er} = {/ c |^er }； 

b ) D a D p { f ^ er } = D a { f ^ ^n = e r } 

=e r} ; 

幻当 / = {$}，▽ = {《} 时， 

[Daf^g] = y^(/g*C^c) = a 71 X v ， y$) 

e 

= y ^ Xxrj . T ^ a *^) = [/, D a * g ]] 

d ) 利用条件 （ iii 广有 

[ D a f , D a f ] = [ D a * D a fJ ] = [ D a * a f , f ] 

= > 077 ^ 77 ? ^ (^* 77 ^ 77 ? 

C,T7 

= C 2 a [ fJ \. 

性质 d ) 说明 D a 是瓦上有界算子，并且 

II 队 II d 

利用冗在 / r 中的稠密性， D a 可唯一地延拓（并且保持范数不变）到 / r 上，并 
且在 / r 上仍具有 a ) 一 d ) 四个性质，这就是说队是 r 在 / T 上的一个表示. 

( V ) 证明 PD a = T a 对任何 I €丑，作为 / T 中元，: r 就是 f x = { T e x|e € r }, 

因而 

PD a f x = PD a { T ^ x \^ e r } = P { T ( a ^)* x |^ g r } 

= P { T ^ a x \^ e r } 

= T a x , 

所以在丑上， PD a = T a . 

( VI ) 证明 iT 的极小性对一切 / = {$}€ 瓦，由于 

h = y^^*V X rj = ^^Dvfxrjh = ^/xr, j ， 

V V V 1 / ^ 

即/ = {/以 e 尸} = J 2 D ^ 换句话说，/是集 { DJ Xv \ve r ，/ X 7? e 丑}中有 

限个元的线性组合 ， iAM H f = sm { Dj Xv \ r ] e r ,/~ e 丑}，即 / r 是极小的扩 
张空间. 
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( VII )证明 （1°) 一 成立 d ) 可直接得到 （ r ). 设 r ea?7 = T ^ + T e777 
成立，因此对任何/ = { Xrj},g = { yrj},a € T , 

[ D a f -> 9 ] = 〉 ^{^* ar i x ' n , > 

h 

~ y^ (C^V/?77 + ^* r rn) x rj^ y^) = + [^ 7 / ? 9\-> 

利用叉。在 / r 中的稠密性以及 （ 1 °) 成立，由上式立即知道 （2°) 成立. 

假设（弱 ）lim T^ anri = T^ arj (^ri G T ), 并且 HS C an < 00 ,因此对任何 

n ― ^oo n ― ►oo 

f = { X 7] } ，沒 = { 2 /” } ， 

lim ( D an f ， g ) = ( D a ， f ， g )， 

n—^oo 

再由 HE IIAJI < 00 立即推知上式对一切 f 、 g e H f 成立，即 （3°) 成立. 

n ― ►oo 

( vm ) 证明极小扩张必酉同构假设 H CH、H dH ' r 在 H ，， H n 上分别 
有表示 D f a . D f ^(a e r ), 并且 / T 对 { H , D f a ) 是极小的，丑"对 ( H , D f ^) 也是极 
小的，并且 P ’ D ^ = T a = P ，，％ 在 H 上成立，此地 P 〃 分别是 / T 、 丑"在 
H 上的 投影. 对任何 { x ^ rjer }^ { yrj \ri er}e x 0 , 分别记 

f f = Y1 D, v x ” ， f” = D, ; x v 

rj V 

9’ = ^ D ’ rjyrj ，9” = E D ; yrj ， 

V V 

h - r , hr 分别表示 / r 、丑"上内积，那么 

[ f ， ,9 ， r = Y } D >^ D ^\ = 

== 2 / d ' 

= J2(T^x^y^ ( 6 . 11 . 57 ) 

同样可证 

[/"，/]" = 1>以％改). (6.11.58) 

如果令 / T 中 f 与丑"中 /〃 相对应，显然从（6.11.57)、 (6.11.58) 知道这是单值 
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映照并且是保范的，从而是一对一的.再由于 

span|/ ， |/ / = 'Y^D ， n x rv {x r) \r] € T} € X 0 | = H 1 , 

span jnr = ^ D'^x n , {x v \r, e T} e X 0 | = H", 

因此 f h /〃 可以延拓成 /T — F 〃 上的酉算子，记它为 C /. 因此对任何 f 
y^ p'^xr^a e r , 

V 

U~ l D^Uf = U~ l D^ 

\ rj / V 

= ^E^c=E^c 

c c 

= ^2 D， ccn x ri = D’of 


其中 4 = f %，即 U~ l D f ^J = D f a ^W 的稠密集上成立，再由 ％、 R 

ocrj=C ) 

(aer ) 的连续性便得到 


U~ l D^U = D f a , aer, 

在 IT 上成立，即 （％， 丑 /) 与是酉 等价. 证毕 

下面是一个重要的特例. 

系 1设 r 是一个群， * 运算是 ： r = e o . 当及 (e e 尸）满足 
( i )\( iiy 条件时，必存在扩张空间 /r D 丑，以及 r 在 IT 上的酉表示 A (即 
是 / T 上酉算子)，使得定理 5.11.5 的结论成立. 

证 当厂是群，并取 r = r 1 时，（耐将自动地被满足（其实，取= 1， 
此时 （ iuy 变成等式).由定理 6.11.4 立即就得到本系. 证毕 

假设 r 是拓扑群（即 r 既是群，又是 Hansdorf 拓扑空间，并且群运算关于 
拓扑是连续的) . p (0 是定义在 r 上的函数，如果对任意有限个复数 A 、…、〜 
和尸中的元6、…、都有 

> 0, (6.11.59) 


称 〆 .） 是 r 上的正 定函数 • 
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系 2 对于拓扑群 r 上任何一个非零正定连续 函数 〆 •)，必存在复 Hilbert 
空间丑，使得 

p(0 = (U^f 0 Jo), 

其中 /o 是某个复 Hilbert 空间丑中的向量， 是 r 在 H 上的酉表示，并且 
span { L ^/ o |€ G Tj = H. 除去一个酉等价的差别外， ( t /^, H) 是由 p (.) 唯一确 
定的. 

证取 n = 2;= 1, 之 2 = 入 ;《1 = e 乂 2 = 《 • 由 (6.11.59 ) 得到 

p{e) + P(€)X + P (《 _1 ) 入 + AAp(e) ^ 0, (6.11.60) 

再在 (6.11.60) 中取 A 分别为1， i ， 就得到 

KO = p ( r 1 ),^ r , (6.11.61) 

当取 A = 0时，由 (6.11.60) 得到 〆 e ) 彡 0. 其实， 

p(e) > 0. (6.11.62) 

事实上，如果 p ⑷= 0,那么当在 (6.11.60) 中取 A =-丽时，便得到 -2| p (0| 2 ^ 
0. 从而对一切 《 G r ， p ⑹= 0,这与 〆 •）是非零的假设相矛盾，所以 (6.11.62) 
成立 • 


可用正定函数 p(-)Me) 代替 〆 •), 所以下面不妨设正定函数 p ㈠ 满足 〆 e) = 
1 •令丑 o 是一维复欧几里得 空间. 对每个《€ r ， 视 T e = 〆 《）为丑 q 上线性算 
子， 易知 { T ^ G 尸}在丑 0 上满足 （iy — (iiiy. 按定理 6.11.4, 存在 Hilbert 空间 
H (即定理 6.11.4 中 /T) 和 ％ 使本系所有结论成立. 证毕 

特别地，当 r 是实直线丑 1 (视为加法群，拓扑取为通常的拓扑)，利用单参 
数酉算子群的一般形式（例如参见[16])，存在直线上谱系 {^ a|A € (- oo ，+ oo )}， 
使得 

/ +oo 

e^ A d^ A , ^ G (-00, +00 )， (6.11.63) 

-OO 

由此立即又可得到经典调和分析中下面极为重要的结果（也是随机过程理论的 
重要基础之一）—— Bochner 定理 


系 3 (Bochner) p(.) 是直线丑 1 上正定连续函数的充要条件是存在 (- oo , 
+ 00 ) 上全有限的 Lebesgue-Stieltjes 测度仏使得 


P(0 = 


•+oo 


e^ X dg(\\ 


(6.11.64) 


且使 (6.11.64) 成立的测度 p 是唯一的 
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证充分性：直接验证 〆 •）是正定、连续的是很容易的，又显然还有 p (0) = 

夕 (+00)- 分 (— 00 ) ①. 

必要性：当 〆 0三0时，取 〆X )三0即可.而当 〆 •） 不是零函数时，由系 2 
和 (6.11.63) 式得到 

m = I -^ ei 〜 (私/。，’。)’ 

取 〆 A )= P (0)( 丑 A / 0 ，/ o ) 即可. 

测度9的唯一性（当然作为点函数的 〆 A ) 可以相差一个常数）由系2中的 
唯一性容易得到. 证毕 

在历史上，是先有系3,然后有系2,最后才有 Nagy 所证明的定理 6.11.4. 

现在再利用定理 6.11.4 给岀 HanMapK 的广义谱系的扩张定理. 

定理 6.11.5 (Ha&MapK) 设 { Ba|A € (— 00 , + 00 )} 是 Hilbert 空间 iif 上广 
义谱系.那么必存在 Hilbert 空间 H\D H ) 上的谱系 { E x \X e (- 00 ,+ 00 )}, 使得 

Bx = PE \，A G (— 00 , + 00 ), 

其中 P 是 / T 在丑上的投影.如果 / T 是极小扩张空间，即 /T = span {£； A/|A G 
(- 00 ,+ 00 ),/ G H }, 那么除去一个酉等价之外 ， G (- 00 ,+ 00 )}) 是由 
{ B x \X e (- 00 ,+ 00 )} 唯一确定的. 

证令 Boo = / ， B_oo = 0 ,兵 0 是五 1 = (- oo , + 0C ) 上有限个互不相交区间 
( a ,6 ](-oo < a < 6 ^ + oo ) 的和所生成的五 1 上代数. 

71 

对任何五 G 及0,假设五== 0 (^ 7^ ))，△$ = = 

2=1 

1，2,…， n )， 规定 

Be = > : — B ai ^ 0 , 

i 

又规定= 0, B E 1= L 这样办是成)上有限可加的算子值集函数，并且 

0 ^ B E ^ I , B 0 = 0 , B e i = /, 

当五 A F = 0 时 , f (6.11.65) 

视兵0为*-半群在总)上规定乘法、 * 运算如下： 

EF = Ef ] F , E * = E , 


①这里 分 (士 oo) = lim g(x). ft g{x) J 6 R 1 上单调增加，并且由分产生的 Lebesgue-Stieltjes 

X— ► 土 OO 

测度是全有限的条件下，易知 lim 〆$) 是存在的 . 

X — ►土 OO 
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容易验证它们分别成为总)中乘法和 * 运算，显然总)中元五 1 是乘法的幺元. 

取 t e = b e {e g Ro ). 现来验证满足条件⑴'一 ( my . 条件 （ iy 是显然满足 
的，因此只要验证 b e (e e E ^) 满足 ( ii )\ 

对任意 Ei ， …， E n G Ro , : Ti , … , x n G H , 作集 

n = ^ n ^ n ... n ^， ( e . n .66) 

其中 = E , E ~ = E l - E . 对 每个小 = 1，2, …， n )， 取定 、 E - 中的一个， 
由 (6.11.66) 就产生一个集，称为 n 型集.显然，任何两个不同 n 型集必互不相 
交,并且每个及门马都可分解成瓦、马都取+号的 n 型集的和.固定某个 n 
型集，记适合屄 d n 的 i 为 h ，… ，屯 那么 

Sn = > •> x ih) = x) y x = ^ ^ Xj k ， 

k,h k 

从而 S ； > 0. 因此 

f]Ej x i^ x j ) — ^ o, 

即满足 （ ii 广 

任取五 G 总)，令 

E [ = Eif ] E , El f = EiOiE 1 - E ), i = l ，2，...， n ， 

由于 BEiHEj — f | + f | 以及 

s = > n E f . x i ; x j ) > 0， 

ij 

s" = > n E'f x i ) Xj) ^ 0 

立即得到 0 < Y ，即 

0 彡 y^X^EinEnEDEj^^j) 

彡 f ( B 五 ifl 均而，巧)， 

即 （ iiiy 被满足,而且可取 C E = 1. 

根据定理6.11.4,存在 /T D 丑，以及总)在 / T 上的表示 D E {Ee « o ), 使得 
对任何 E 1 e ilo ， 


Be = PDe , 
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并且丑， = spaH{D E x\E eRo,xe H}. 

证 { D e \E e 哀 0 } 是丑，上投影算 子族： 由于 

De = = D e e = Dl ， 

所以是 / r 上的投影算子. 

作岀谱系 {^ a|A G (- OO ,+ 00 )}： 由于 

De = D EnE i = D e iDe , 

从而对任何： r e H , D e x = DeiDex , 再从 H ， 的极小性可知 = J .当 
五 ， F 6 哀 0 ,并且 EAF = 0 时，对任何 KgRq . 

^( EUF)nK — BehK + BfaK ， 

利用定理 6.11.4 的 （ 2 。） (a = ( E \ jF ) f ] K ,(3 = EC]Kn = Fr \ K ) 得到 

D(EuF)nK = Dehk + Dfhk ， 

(或 DeufDk = DeDk + DfDk), 

又根据 /T 的极小性，从 (6.11.67) 得到 

Deuf = De + Dp{E D i 71 = 0 )， 

特别地，当五 =F = 0 时， = D 0 + D 0 ， 从而 = 0 .令 

E \ = 乃 (-00, 入 ], -oo < A < + 00 , 

由 (6.11.68) 得到五 A < E ^{\ < //). 因为 B { _^ x] = B x - B —^ Bx , 所以在 
丑上 

B \ = PEx , —00 < A < + 00 , 

剩下仅需证明 

lim E \ = lim E \ = 0, lim E \ = /, (6.11.69) 

入一 ^/x+O A ― ► 一 oo 入一 ►oo 

为此，我们只要注意到：对任何 FeRo , 

( 弱） lim^ ^(- ⑴，入 ] nF = ^(-oo,/i]nF? 

A - ►/x~rU 

( 弱 ）lim B (- oo A]nF = 0 = B 0 C if ， 

入一►一 OO 

( 弱 ） lim Br^xinF = B E i nF ， 

入一 ►(» 


(6.11.67) 

( 6 . 11 . 68 ) 
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应用定理 6.11.5 的 （3°) 以及 IT 的极小性，易知 （6.11.69) 成立， 这样就完成了 
{E x \Xe (- oo ,+ oo )} 是谱系的证明. 

除去一个酉等价外，显然 (H f , E\) 是由 { jBa|A G (- oo ，+ oo )} 唯一 ^ 确定的 • 

证毕 

4. 压缩算子的酉膨胀 设 T 是 Hilbert 空间丑上有界线性算子，如果 
|| T || < 1,称 T 是丑 上的压缩算子 显然,压缩算子就是把每个向量: c ， 照出的 
像的“长度”不变长. P . R . Halmos 曾提出并解决了如下的问题：是否存在空 
间 /T D 丑， 以及 H ' 上的酉算子 f /， 使得 


T = PU \ h . 


(6.11.70) 


这里 P 是 / T 在丑上的投影. 

如果上述 IT ， U 存在， 通常称 ( IT , U ) 是 H 上压缩算子 T 的酉 膨胀. 这种 
酉膨胀，后来也被 Nagy 推广，并在此基础上建立了一般压缩算子的理论. 

定理 6.11.6 ( Halmos ) 复 Hilbert 空间上压缩算子必存在酉膨胀. 

证 取丑 ' =丑 ㊉ 丑.将 / T 上算子表示成 2 x 2 阵的形式，取 


u=( T , (/ - TT *^V 

\(I-T*T)^ - T * J 

由于 j - r*r 彡 0, j - rr* 彡 0, 所以正平方根 （/ — T*T)K (/- 都存在， 


易知 


IT = 


(T* 

\(I-TT*)i 


(7- T * T )2 

-T 


经直接计算后立即可得 

u*u = /, uu* = /, 


从而 U 是 H ， 上酉算子，并且 （6.11.70) 成立. 


证毕 


习题 6.11 

1.设 A 是 Hilbert 空间孖上闭对称算子，证明：如果 ^(A) = H , 那么必是孖 
上有界的自共轭算子（从而 A 是自共轭算子). 

①在 Hilbert 空间理论中，“压缩算子”通常指 ||T|| 彡 1. 而不是指 ||T|| 彡 a < 1( 见 §4.8 的压 
缩映照). 
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2. 设 A 是 Hilbert 空间孖上自共轭算子，并满足0彡乂彡证明必存在 Hilbert 空 
间 iT D 丑，以及灰上投影算子 E ， 使得 

A = PE \ h , 

其中尸是矿在丑上的投影. 

(提示：取丑 ， = H ^ H : E = , B = [ A(I — >1)] 2 .) 

3. 设是 Hilbert 空间孖上自共辄算子序列，如果彡0, n = 1，2,3,…， 
= I , 那么必存在 Hilbert 空间 iT ：) 丑，以及矿上一列彼此可交换的投影算子 

71=1 

{ E n }, 使得 

OO 

An = PE n \ H ,7 l = 1，2,3, ... , ^ E n = 7, 

Ti= 1 

此处尸是 iT 在孖上的投影（提 示： 本题可用习题2来证，也可直接作为 HaiiMapK 定理 
推论). 

4. 设 { A n } 是复 Hilbert 空间孖上一列有界线性算子，那么必存在 Hilbert 空间 
H f DH , 以及 iT 上一列有界的正常算子 { N n }, 使得 


A n = PN n \ H ,n = 1，2, 3,… 


并且 { N n , N ^\ n,m = 1,2,3，...}彼此可交换，尸是 iT 在孖上投影.如果{瓜}是自 
共轭的，那么 { N n } 也是一列自共轭的（提 示： 对于 { A n } 是自共轭的序列时，作= 


■^71 

2-( M n 


m n + 1) 


1,2,3,...), 其中 M n 


sup ( A n x , x),mn = 
\\ x W =1 


{ A ' n } 可用习题 3. 对于一般的 { A n } 可化为序列 { Re ^ n , W n } 考虑). 


inf ( A n xx ), M 
M=i 


定义 6.11.6 设： T 是复 Hilbert 空间丑上有界线性算子，如果存在复 Hilbert 空间 

以及 / T 上正常算子 iV , 使得 


T = N \ h , 

称： T 是丑上 次正常算子 . 

显然，在分解 i /’ = i / ® ( i /’ e 丑）下 ， iv = (I 二 ). 

5 . 设： T 是复 Hilbert 空间孖上次正常算子，那么： T 必是孖上亚正常算子，即对任何 
xeH , \\ Tx \\ ^ \\ T * x \\ (提示••用 iV =(【^ ) 的形式直接算出 NN * = N*N 成立的 

条件). 

6. 设 T，f 分别是 Hilbert 空间孖、 H f (D H ) 上有界线性算子. P 是 IT 在 H 上的投 
影.证明下面三个命题等价. 

( i ) TCT . 
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( ii ) T = PT | h , T*T = PT * T\ h 同时成立. 

( iii ) 对一切 i ， A ; = 0,1，2, •.. ， T * l T k = PT ^ T^h 成立. 

7. ( Halmos ) 设 T 是复 Hilbert 空间丑上有界线性算子.证明存在 Hilbert 空间 
m 以及 h ， 上正常算子 iv , 使得 r = n \ h 成立（即 r 是次正常）的充要条件是 

⑴对任何有限个向量 X 0 , • •. ， X n e 孖， 

n 

i ， j=0 

( ii ) 存在正数 c , 对任何有限个向量 XO , ** , x n € H , 

( T i +1 x jy T j +1 Xi ) ^ e 2 J 2 

i ， j=0 i,j=0 

(必要性是显然的，充分性证明的提示：考察 * -半群厂= {{ hj }\ hj 是非负整数 
{ i ， J ， } = + + = 0,0. 利用定理 6.11.5 及习题 6). 

8. ( Nagy ) 设 r 是复 Hilbert 空间孖上压缩算子,那么必存在 Hilbert 空间 iT ：) 丑， 
以及 Hilbert 空间矿上酉算子 K 使得 

T n = PU n \ H , T* n = PU* n \ Hl n = 0,1，2,… 

其中 P 是 iT 在丑上投影（这种膨胀定理在滤波理论中有应用.证明的 提示： 令丑= 

oo 

® 风,风=孖，{ = 0，士1，士2,...,作出如下算子[7 



直接验证 (7 满足要求). 
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9. 7 1 是 Hilbert 空间丑上压缩算子，如果: T:r = x , 那么必有 : Tx = x . 

10. (遍历定理）设 r 是复 Hilbert 空间孖上压缩算子，那么对一切 xeH , 极限 


(强 ）lim 

n>m^O 



n— 1 

k=m 


存在（用习题 8 以及酉算子的谱分解定理). 

(注： 习题8可以推广成连续参数形式，从而习题10也可推广成连续参数形式 .） 

oo QO 

11. ( von-Neumann 和 Heinz ) 设 u ( z ) = y ^ dz 1 是绝对收敛级数^ d 产生的解析 

i =0 i =0 

oo 

函数， r 是复 Hilbert 空间上的压缩算子•记 u { T ) = 如果 u ( z ) 在卜|彡1上满足 

i =0 

\ u { z )\ < 1 ( 或 Re u ( z ) ^ 0), 那么 ||^( T )|| < 1 ( 或 Re u ( T ) ^ 0,这里 Re u ( T ) 是 以(7 1 )的 
实部). 

(提示：用习题8和酉算子谱分解定理 •） 

12. ( Nagy ) 设是 Hilbert 空间孖上的有界自共轭算子序列，满足 

71 n 

( i ) 对每个实系数,而在 [- M , M ] 上非负的多项式 p ⑷=彡0; 

i =0 1=0 

( ii ) A 0 = /, 

那么必存在 Hilbert 空间 H\D H ) 以及 iT 上有界自共轭算子 A 使得 

A n = PA n \ H , 71 = 0, 1，2, . • • , 

此处 P 是在孖上的投影.如果要求 iT 是极小的，即 iT = sm { A n f\f e H,n = 
0,1,2,. . }, 那么除去一个酉等价外 ， （ iT ， A ) 是由 { A n } 唯一确定的，并且 P || 彡 M . (提 示: 
取 iV = {0, 1， 2 ,… } 为尸，普通加法作为 r 上的乘法，并取 n * = n .) 
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显然，在: C # 0 处密度 pOr ) 为 0 而在: C = 0 处密度 pOr ) 为00,这样的密度函 
% ip { x ) 就不能容纳在经典数学分析的函数概念中.简单地认为 P 0 r ) 几乎处处 
等于0是不行的，对这种函数进行通常的微积分运算将导致错误.例如它的积分 


§7.1 基本函数与广义函数 

1. 引言 在经典数学分析和通常的应用中，实变数的实函数是这样来定义 
的：它是实数集到实数集的映照.这样定义函数在某种程度上确是反映了现实世 
界中两个变量之间的关系.然而在许多场合，这种把函数理解为实数对应于实数 
的概念已经不够用了.例如，对给定的质量分布，它的密度函数就不能完全容纳 
在通常的函数概念中，我们详述如下. 

设在实数直线上给定了一个质量分布（它的总质量是有限的).我们用 F ( x ) 
表示区间（- oo , 糾中的质量，它是直线上单调增加右方连续的函数.由于 F (^ 0 + 
h ) - F ( x 0 - h ) 是长度为 2/ i 的区间 ( xo - h.xo + h ) 中的质量，当函数 F { x ) 在点 

工0的导数存在时， lim _ 也= F f ( x 0 ) 表示这个质量分布在: ro 

h ― ►O 2itl 

点的密度.这样，质量分布的密度函数只是在 F f ( x ) 存在的点有定义.如果 
在整个直线上只是在原点有一单位质量，别处无质量，那么 
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r °° p ( x ) dx 按通常 Lebesgue 积分的意义当然是零，但是从直观上来说这个积 
J — 00 

分明明应该等于总质量 1. 矛盾的产生说明函数概念必须推广， 〆 4不是几乎处 
处等于0的函数，而是一种新的意义下的“函数”. 

其次，在经典数学分析中许多分析运算受到较大的限制.例如对求导函数的 
运算，我们知道连续函数不一定能求导，即使存在一次导函数也不一定存在高阶 
导函数.又如对于函数列，求导函数的运算与求极限的运算一般不一定能交换， 
就是说，当在某区间上存在而且 FM 存在时， ㈤ y 与 
这两个函数7定都存在，即使它们都存在时也不 1相等，除非 
相当强的条件，如一致收敛之类.还有积分运算的限制也很大，例如常数函 

数1的 Fourier 变换是发散的反常积分 J + °° e ixt dx , 它一般是无意义的，因此 

只^&变换等一些有力的分析工具在应用日 Jk 到较大的限制.总之，经典分析中 
分析运算的灵活性不能显示出来.因此需要冲破经典分析数学中函数概念的框 
架. 

本世纪40年代左右建立起来的广义函数论就是为了解决上述一些问题.它 
起源于量子力学中的 Dirac 5-函数.而现在广义函数论已经在理论物理、工程技 
术、微分方程论、随机过程论、群表示论与泛函分析中有了广泛的应用. 

另外，广义函数的概念也有进一步的扩充，如超函数、微函数等，这些在本 
书中将不进行讨论. 

广义函数的概念可以粗略地阐述如下.例如，设 T ( x ) 表示某个一维的温度 
分布.由于温度是经过在一个小范围中平均而得的数量概念，讲在某点 z 处的温 
度是没有直观意义的，而且也难以实际测量到它的精确值.如果我们要通过测量 
确定这个温度分布的情况，那么在每一次测量时仪器所“接触”的部位不是一点 
而是在该点周围某个范围内的各点，而测得的数值是一定范围内各点温度值的 
“加权平均如果我们用 T (: c ) 表示: c 点温度分布的状况，用表示在一次 
测量中 z 点的温度对这次测量所得的数值影响程度的一个“权”，那么用这个仪 
器进行一次测量所得的数值并不是在某点处的 rOr ) 值，而是与分布 T ( x ) 有关 
的一个数值，例如是 

广+ 00 

( T , ( f )= T ( x )( f ( x)dx (7.1.2) 

J — OO 

进行各式各样的测量相当于让 ^( x ) 经历某个函数类多.相应于这个函数类多 
中每个 A 测得的温度值是 （ r ， ⑷ （见 （7.1.2)). 再设法由 ( T ,^) 的值定出 r 的分 
布情况. 

总之，要确定函数 T { x \ 不一定能直接确定它在每点^的函数值，而是使函 
数 T ( x ) 和某个函数集多中函数^发生“关联”.对多中每个^按某种方式 
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(不一定就是 （7.1.2)) 定出一个值 （ r ， w 与# x 才应.就是说用泛函 p ^ ( r ， ⑷来 
确定 T . 最简单的泛函是连续线性泛函，它类似于 （7.1.2). 这样得到的函数概念 
就是广义函数.为了避免求导等分析运算受到限制，我们选取多是“足够好”的 
函数所成的函数类，使对其中每个函数能无限制地进行求导等分析运算，而后利 
用类似于“分部 积分” 的技巧（见 §7.2 第一段）使得对广义函数也能无限次求导 
以及进行各种分析运算. 

2. 基本函数空间 首先我们引进一些记号与概念.我们对 n 维欧几里得空 
间五 n 中的点 t = ( A ，:… ，: T n )， 记 M = 如\ +…+喊. 

设 < f ( x ) 是定义在 n 维欧几里得空间五”上的函数 ，： c = ( A ， …，〜).我 
们用心表示集{^|^(^) + 0} 的闭包，把它称作函数的 支集. 设 P = 


SN(p) 

( Pl ， P 2, … , Pn ), Pj 为非负整数，记 N ( p ) =pi + - .+ p n ， 记偏微分运算- dx p n 

为 DP . 当巧 = o 时就表示不对变数％求偏导数.特别记（0, b ， …， 0) 为0, DV 
就是函数 W 本身，它又称作 W 的零阶导函数. 

基本函数空间 K 下面我们选择一类性质“足够好”的函数，使得广义函数 
能够作为这类函数组成的函数空间上的泛函. 


定义 7.1.1 设 K 是五。上无限次可微而且支集有界的复函数的全体.函 
数集 K 按照通常函数的线性运算成为复线性空间.在 K 中引进如下的极限概 
念.设 Wm } c K,m = 1,2,3,.. .，(^ G K . 如果⑴存在一个有界集4使得 
C A ,1,2,3,..* (这时说函数列 Wm } 的支集是一 致有界 的)，而且⑻ 
函数列 Wm } 的各阶（包括零阶）导函数列都（在 P 上）一致收敛于 
D 那么称函数列伽 m } 在 K 中收敛于 & 记为如 按上述线性运算与 
极限运算，称空间 K 是一个基 本函数空间， 其中的函数 p 称作^ 中的）基本函 
数. 


K 中的极限概念有下面的基本性质：显然， 当也 am (3 

是数时 ，+⑽ m + 也就是说线性运算是连续的. 

首先我们来说明 K 中有不恒等于零的函数. 


例 1 X 利壬何固定的正数 a ， 作函数 


咖， a ) 


=< 


当 |工| < a , 


0 , 


当 I 工 I > 


(7.1.3) 


它是无限次可微的函数，它的支集就是闭球 WN < a }. 所以以 •，岣 ①€ 


①</?(•， a ) 表示 上的函数 : r ( f ( x , a ). 
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其次我们再举例来说明 K 中的极限概念. 

例 2设 { b m } C E n , b m ^ 0. 那 么沖— b m , a )®^ ip (^ a ). 但是如果 

6 m -> OO , 作 ^ m (-) = —(/?(• - bm , a ). 这时尽管对一切 P ，{ i ^ V m } 在五 n 上一致 

m 

收敛于0,但是它不满足 K 中函数列收敛定义中的条件⑴.因为这时士 m 是以 
b m 作中心 a 作半径的闭球，由于、 — oo , 这些闭球当然不能容纳在一个有界 
集中，所以在 K 中不收敛于任何函数. 

为了更细致地刻画 K 中的极限概念，我们考察 K 的子空间.设是五 n 中 
以原点作中心，有限正数 r 作半径的闭球.我们把 K 中支集含在 I ?内的函数全 
体记作 K { Q ). 它是 K 的线性子空间.我们按 §4.1 的办法在 K ( O ) 中引进距离， 
例如 

1 max\DP(f(x) - g(x))\ 

〆/’ 9 ) = J 2 N ( p )\2N(p) 1 + max \DP(f(x) - g(x))y f 、 g e (7 * 1，4) 

V x 

那么当 {( fm } cK ( Q),ip e K { Q ) 0^, p ( ip m , ip )-^ 0 的充要条件是对一切 p ， { D p ( f m } 
在五 n 上（实际只要在 0 上）一致收敛于设 {(fm} C K, 显然 k m } 的 
支集一致有界的充要条件是存在前述闭球 I ?使心 m C I 2 ，m = 1，2,3, … .因 
此，当 Wm ] c e K 时 ， I P 的充要条件是：⑴存在有限闭球 A 使 
Wm} C K ( f 2 )^e K (/2); ⑻在 K (/2) 中 {< f m } 按距离收敛于 A 但是由于有条 
件⑴，不能简单地归结为按上述距离收敛.事实上可以证明：不可能 

在 K 中定义距离， 使 < p m 〜 等价于按距离收敛.但是可以在 K 中引进拓扑， 
使 K 成为拓扑线性空间，从而使上述收敛为按拓扑收敛.参见 [15]. 

由于在 K 中要进行各种分析运算，我们类似于 §4.5 引进 K 中算子或泛函 
的连续性概念. 

定义 7.1.2 设 A 是 K 4 K 的算子（或尺 -> 复数全体的泛函)，又设 
K , 如果对一切 { ifm } C K P 都有 Aifm A<p (或数列 Aifm #)， 

就称算子（或泛函）4在^点都连续，如果 A 在 K 中每点都连续，就称 A 是连 
续算子 （泛函).显然，当 A 是线性算子（泛函）时，4成为连续算子（泛函）的充 
要条件是4在0点连续. 

例如，对任意一个 p ， 求导运算 

d N ( p ) 

DP ：( p ^ dxl ~-^ 

是 K — K 的连续线性算子. 

① p(. - bm,a) 表示函数 ： r p(:r - 6 m ,a). 
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3 . 局部可积函数空间 我们再来考察普通的函数. 

定义 7 . 1.3 设 /(•) 是 P 上的函数，如果对于任何有界可测集 M ， / ㈠ 在 
M 上是 Lebesgue 可积的（见 §3.3), 那么称 /(•) 是局部 ( Lebesgue ) 可积函数 •我 
们用 L * 表示 P 上的局部 Lebesgue 可积函数全体，在 L * 中把几乎处处相等的两 
个函数看成同一个向量或者就简直看成同一函数， L * 按通常的线性运算成为线 
性空间.这是“普通函数”空间.显然 P 上函数/ ㈠ 成为局部可积函数的充要条 
件是 /(•) 在五 n 上是 Lebesgue 可测而且对每个正数 a < oo , / \f(x)\dx < oo ®. 

J\x\^a 

定义 7 . 1.4 当 / e L * 时，我们可以利用/在 K 上定义一个 泛函： 

T(f)= j f(x)ip(x)dx, (peK, (7.1.5) 


称 T ( f ) 为相应于 / 的泛函 • 

由于/是局部可积的而且^的支集是有界的，所以上述积分 (7.1.5) 是有限 
数. T (/) 显然是 K 上的线性泛函.由于当 A p 时，一切的支集必含 
在一有限球0中且在 P 中 { ifm } 一致收敛于 A 所以（/，〜）— （/#). 因此泛 
函 T(f) 又是连续的.故对每个 feL* 相应于/的泛函 T(f) 是一个线性连续 
泛函.下面我们要证明映照 T •• 卜 T(f) 是可逆的.为此先考察下述事实. 

引理 1 设/ G L *， 而且对一切 ipeK 

J f ( x )( f ( x)dx = 0, (7.1.6) 


那么 /( z ) ^ 

证 （1) 首先证明 K 中的函数有“足够多”；就是说对于任何一个支集有界 
的连续函数 P (不一定属于 X )，必有 K 中一列 {^ m }, 它们的支集是一致有界的 
而且{^}在五 n 上一致收敛于 A 事实上，利用 (7.1.3) 中函数我们作 
函数 （Weierstrass 奇异积分的核） 




( m = 1，2,3，...）， 


( 7 . 1 . 7 ) 


①局部 Lebesgue 可积函数在整个 P 上未必可积,例如非零的常数函数就是如此. 
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图 7.1 


又作函数 




=- y ) Km ( y)dy 
J E n 


( f ( z ) K m (x - z ) dz ® 


E n 


如果 #(•) 的支集在 { r || x | < a } 中，那么，由于 K m (.) 的支集是 j X 


(7.1.8) 


|X, ^ m P 


可以断定 C {X\\X\ < a +1}, 所以 {ifm} 的支集是一致有界的.另一方面，由 
于 f K m ( x)dx = l , K m ( x ) 彡0,从 


Pm ㈤ — < P ( x )= (( f(x - y ) - ip ( x )) Km ( y ) dy , 

彡击 


我们得到 

Wmix ) - ( f ( x )\ < / \( f(x - y ) - ( f ( x )\ Km ( y)dy 

< max \( f(x — y ) — ^(^)|- 


因为函数 #(•) 的支集有界而且是连续的，所以 W .) 在五 n 上是一致连续的， 
因此由上式在丑 n 上一致收敛于 A 这就满足我们的要求 • 

(2) 对任一支集有界的连续函数 W .)， 作上述 Wm} c K , 由于定理中的假设 
J f(x)^ m (x)dx = 0,令 m — oo 就知道 （7.1.6) 对于任一支集有界的连续函数 p 
也成立. 

①这时 if * Km = Km * if , 这里‘ V ，表示卷积，参看 §3.5 习题或 §7.3. 下面证明了 if^Km = 
p — A 因此 { Km } 可以看成卷积的近似单位元. 
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(3) 对任一支集有界的有界可测函数#(•)，利用 §3.2 中类似于证明鲁津定理 
的方法就知道，必可作一列支集一致有界的而且本身也是一致有界的连续函数列 

{〜(•)}, 使得它概收敛于 #(•). 由于对 (7.1.6) 成立，即/ f ( x )( fm ( x)dx = 0, 
所以，令 m -► oo , 利用 Lebesgue 积分的控制收敛定理就知道 (7.1.6) 对一切支 

集有界的有界可测函数^ ㈠ 也成立. 

(4) 对任一有限闭球 R 作有界可测函数 

{ sgn /( x ), 当 x G i ? 时， 

^ ) = \ o , 当 xU 时， 

那么 p ( x ) 的支集含在中，由 （3) 可知,对这个 ^(7.1.6) 成立，即 

[ |/( x )| dj ; = 0, 

JQ 

这就证明了 /(X) 几乎处处等于零. 证毕 

现在来证明映照 r 的可逆 性：设 △、/ 2 e L * 且 T { h ) = t (/ 2 ), 那么 
T (/!-/ 2 ) = 0, 由引理1，可知八 - / 2 = 0,即八= / 2 . 这样一来,连续线性泛函 
T (/) 就完全地刻画岀 /. 因而以后我们就可以用 T ( f ) 来代替/ 了. 

4. 广义函数空间 

定义 7.1.5 设 F 是基本函数空间 K 上的连续线性泛函，称 F 是 （ K 空 
间上的） 广义函数. 

有些著作中称这里的广义函数为 分布. 

利用上一段对 T ( f ) 的讨论,我们得到 
定理 7.1.1 当/ G L * 时,相应于/的泛函 

T ( f ) = J JVdx ，^peK 

是广义函数.而且映照 T : f ^ T (/)( / G L *) 是可逆的线性映照. 

定义 7.1.6 我们把函数/ G L * 与广义函数 T (/) 一致化,也称/为广义 
函数.但是这是一种特别的广义函数,称它们是 “正则”①的广义函数. 

对于一般的广义函数我们也形式地把写成 

( F ， ip ) = j F ( x )( p ( x ) dx , (7.1.9) 

①这里术语“正则”是借用的，它和解析函数论中的术语“正则”在意义上并没有关系. 
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但是这里的 F ( x ) 实际上可能并不是局部可积函数，即可能不是通常的“实数与 
实数对应”的函数,这里的函数 F ( x ) 及 (7.1.9) 中的积分完全是形式而已. 
下面给岀常用到的不是正则的广义函数. 

例 3设 a G 作 K 空间上的泛函 S a :< f ^ ( Sa l ( p ) 如下： 

( Sa .^ p ) = « (f e K ， (7.1.10) 

它显然是广义函数.称为 Dime 的 (5 - 函数. 特别当 a = 0 时又记知 = 5. 我们 
把 (7.1.10) 形式地写成 

(5 (- — a ), y ?) = y * S(x — a )( f ( x)dx = « (7.1.11) 

因此 Dirac 的 5 -函数又可以形式地写为 5 (x - a ), 特别当 a = 0 时为 S ( x ). 

现在我们来证明 L * 中不存在满足等式 （7.1.11) 的函数 外 - a ). 用反证法. 
如果有函数 外 - a ) G L * 使得 （7.1.11) 满足,那么对一切# G 当 ip ( a ) = 0 时 

J S(x — a )( f ( x)dx = 0, (7.1.12) 

仿照引理 1 的证法可以 证明： 这时函数 - a ) 除去 x = a 点外几乎处处为零, 
这样一^来 (5($ — a ) = 0. 所以，等式 （7.1.12) 对一*切 (p £ K 都 成立， 这和 （7.1.11) 
矛盾.因此 外 - a ) eL \ 它是一个非正则的广义函数. 

我们知道通常函数列的各种收敛概念中最简单的是处处收敛.现在广义函 
数作为连续线性泛函，对于广义函数,类似于上述处处收敛概念的应该是泛函序 
列在基本空间上的处处收敛. 

定义 7.1.7 我们用表示 K 上的连续线性泛函全体.它就是 K 的共轭 
(伴随）空间.它按照通常线性泛函间的线性运算成为线性空间.在 V 中引进极 
限概念如下：设 { F m } cK \ FeK \ 如果对一切 cpGK 有① 

lim ( Fm , ip ) = ( F ，( p )， (7.1.13) 

m—^oo 

就称 {4} 在 F 中收 敛于八 记为 F m & F . 称空间 iT (按上述线性运算和 
极限运算）是 一个广义函数空间. 

K 1 空间中的这种收敛概念类似于 §5.3 中的弱 * 收敛,事实上它也称为弱 * 

收敛. 

①我们这里用 ( F ^) 表示泛函 F 在^处的值，它就是第五章的记号 F (⑷的另一种表达形 
式. 
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容易知道，当 { F m } 、 { Gm } cK f , F ^ GeK f , a ^(3 为数且 

G 时, aF m + /3G m 么 aF + PG. 这就是说在广义函数空间 F 中线性运算是连 
续的. 

和 K 的情况相仿地可以在上定义算子或泛函的连续性. 

定义 7.1.8 设 A 是 W 到 W 的算子，如果对一切 { F m } C F，F G iT 当 
F m ^ F 时始终有 AFm AF , 那么称算子 4 是连续的. 

设4是 K 空间到 K 空间中的连续线性算子 . W 是到的连续线性 
算子,满足如下条件:对一切 < fGK , F 6 K ， 有 ( A f F ^) = ( F ,^), 那么称々是 
A 的共轭（伴随）算子.这里的共扼算子的概念完全类似于 §5.3 中相应的概念. 
(但与 §6.4 的共轭算子是有区别的,这里我们没有取复共轭 .） 当4是 K K 的 
连续线性算子时，必然存在4的共轭算子事实上,任取 F e iT , 作 K 上泛 
函巧如下： 


Fi : (p\-^ (F, A(p) ip e K, 

由于 4 是连续线性算子， F 是连续线性泛函，容易知道，这时巧也是 K 上的 
连续线性泛函，我们记 A 为 A f F . 那么我们又得到到 iT 的一个线性算子 
A r : F ^ F l = A f F . 容易验证 W 是 /r — / T 的连续线性算子而且是算子 A 的 
共轭（伴随）算子 W 是由 A 唯一确定的. 

我们附带地说一下，虽然我们这里引进的广义函数的概念从某一方面来说 
是“足够广”的,但是还是有限制的.例如通常的“点与点对应”的函数,如果它 
不是局部可积的，甚至是不可测的话，它仍不能纳入这里的广义函数概念中.换 
句话说,广义函数概念并没有全部包括通常的函数.事实上，这里引进的广义函 
数空间是从局部 Lebesgue 可积函数出发通过求各阶广义导函数以及广义函数列 
的极限运算所能得到的一切广义函数（参看后面 §7.2 的有关定理).换句话说, 
K’ 是包含 L * 而且对求导函数运算以及求函数列的极限运算封闭的最小子空间. 


习题 7.1 

1. 设 m 是一正整数， /( ㈨ 是五 n 上的函数，它本身及其直到 m 阶的一切偏导函数都存在 
而且连续.证明存在一列{^} C K 对一切非负整数组 p =(仍，…， pn ) 当扒+ . . .+ Pn 彡 m 
时，{以外} 在五 n 的任一有界域上一致收敛于 D p f . 

2. 设{/ m } cL * jeL \ 举岀 / m 义/的一些充分条件. 


①在广义函数论中， A 的共轭算子常用，表示，这与 K 上连续线性泛函全体用表示相 
对应. 
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3. 如果 K 空间中的极限概念改为的充要条件是对一切 p ， { D p ^ m } 一致收敛 
于 DV (即取消对 {^ m } 的支集一致有界的要求)，这时，是否任一局部可积函数仍为 K 上 
的连续线性泛函？ 


§7.2 广义函数的性质与运算 

1. 广义函数的导函数和广义函数列的极限 引进广义函数的概念可以使求 
导运算畅通无阻.这个想法的来源在于分部积分.为简单起见，我们先考察一元 
函数.设/( X )和 w ( x ) 都是一个自变数 r 的连续可微分函数，而且^⑷的支集 
是有界的.利用分部积分——由于积岀的项为零——立即可得 

[ f { x )( f { x)dx = - f f ( x )( f f ( x ) dx , 

J —oo J — oo 

这个公式就是利用积分把对一个函数求导的运算转嫁到另外一个上去——这是 
广义函数论中的一个基本技巧.因此，当 w e 尺而且/具有连续导函数时,/作 
为正则的广义函数成立着 

换句话说，当把$看成尺空间上的线性算子时，它的共轭算子是= 

- A . 这个公式启发我们给岀广义函数的导函数的定义： ♦ 

ax 

定义 7.2.1 设 F 是 K 空间上的广义函数.称泛函 

…士士，) (7 . 2 . 2 ) 

是广义函数 F 的 （对％ 的） 偏导函数, 记为 即 

{^^:士士严) (7 - 2 - 3) 

由 §7.1 第二段，^-是连续线性算子.由此容易知道泛函 ^- F(SP (7.2.2)) 

OXj OXj 

确实是连续线性泛函，就是说 去 F 也是广义函数.这样，求导运算就可以继续 
进行下去，因此有 3 

定理 7.2.1 (广义函数基本性质 I )广义函数的各阶偏导函数都存在,而且 
都是广义函数. 
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反复利用 (7.2.3), 又可得到一般偏导函数的定义公式： 

( D p F ,< f ) = (-1) n ( p )( F ，( feK . (7.2.4) 

利用类似于 (7.2.1) 式的证明，我们可以得到这样的 结论： 如果 F 是局部 
Lebesgue 可积函数，而且当 A : = ( A ： i , … ， k n ),0 < kj < pj 时 F 的通常偏导函数 
D k F 存在并且是连续函数，那么 （7.2.4) 式确实成立.这就是说,这里定义的广 
义函数的偏导函数确和通常的偏导函数意义一致.这说明了广义函数的偏导函 
数定义的合理性. 

例1我们考察一元局部可积函数 （Heaviside 函数 ）0( x ) (参看§ 6 ).照通 
常的求导函数的概念，它在 x = 0点的导数不存在，而在别的 r 点有 6 f ( x ) = 0. 
但是当# G K 时 

(❹， ¥)= f <f f {x)dx = -^( 0 ) = 

Jo 

所以，按照 (7.2.3), 9 作为广义函数,它的导函数是 

6' = 5. (7.2.5) 

在广义函数论未出现以前，一些数学家曾经用 Stieltjes 积分来解释 Dirac 提 

岀的 J -函数，就是把用 y ^( x ) cW ( x ) 来解释，这样，遇到有关积 

分问题是能够解决了，然而对于, (5〃 ㈤ ，…等就没有办法解释,这促使了广 
义函数理论的出现. 


例2函数 In 间是局部可积的.当^ G K 时，利用分部积分我们得到 


(p r (x) In |^|dx = lim 

e—>0+ 


(f r {x) In |x|dx 


ip ( x ) dx . 


我们用 P . j 表示柯西主值积分 £ Hm Q 、乂 + °°)，那么由 (7.2.3) 可知 ln |.| 
的导函数（广义函数）存在而且 ^ 00 £ 


{{\n\x\) , ,<f) = 'P • J ^(f(x)dx, 

因为函数 i 在$ = 0附近不是 Lebesgue 可积的,所以^不是局部 Lebesgue 可 
积函数.但^如果我们定义 ^ 
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容易证明 ^( x)dx ^ k 上的广义函数，我们把这个广义函数看成是 
那么有求导公式 

X 

( ln|^|y = -, (7.2.6) 

x 

这里自然也是把 (7.2.6) 式两边的函数都看成广义函数. 

我们还可以用另一种方式来定义广义函数的导函数.但是为了方便起见，只 
叙述一元函数的情况.我们知道，当 F G L *, 而且通常的导函数存在时， 


F \ x ) = lim 
t—*o 


F{x + t ) — ^( x ) 
t 


(7.2.7) 


我们现在对广义函数的导函数也要证明它也有类似于 （7.2.7) 的公式.为此我们 
在一元函数的 K 空间里定义平移变换是任一给定的实数）如下 


丁 t •• #(•) h P (. +0, 

显然^是 K 空间的连续线性算子,按照共轭算子的定义,的共轭算子 T / 满足 


( r ； F ,^) = ( F , r ^), FeK \ ^ e K , 

由于当 # 0, f n 4 0时 lim ~~ - ( f \ 所以 

n—^oo t n 

lim ―-，^ = lim ( F , T ~ 1 ^ ~ ^ = 一 ( F ，(/) = { F », 

n—oo \ t n ) n^oo \ t n J 

FeK r ^ eK . 因此，由 （7.2.2) 式定义的广义函数,的导函数 P 有这样的性 
质： 对任何数列 { t n }, t n 4 ( M n # 0有 P = lim 我们把这件事简 

n—^oo t n 

写成 ^ 

F r = lim 丁 - tF _ F , F e K \ (7.2.8) 

另一方面，因为当 F e p e K 时,显然 

J F(x + t ) ip ( x)dx = J F ( x ) p(x - t ) dx , 

因此当 F e 时 ( ri , F )(.) = F (.+ 0- 这启发我们，对一切 F e iT ， 可以把 
r f _ t F 形式地理解为 F{x + t ). 所以 （7.2.8) 就是 （7.2.7) 在广义函数方面的推广. 
当然 （7.2.8) 也可以作为广义函数导函数的另一种定义. 

定理 7.2.2 (广义函数的基本性质 H ) 设 { F m } cK \ FeK f 而且& 

F . 那么对任一求导运算有 DPF m PF . 

简单地说：广义函数列的求导运算和求极限运算是可以交换的. 
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证当 p G K 时， D 〜 eK . 因此由 (7.1.12) m (7.2.4) 得到 
lim ( DPF m ， ip ) = (-1) 聊 ）lim ( F m , D » 

m—^oo m—>oc 

= {- l ) N ^{ F , D p < f ) 

= ( D p F ^). 


证毕 

定理 7.2.1 和 7.2.2 很重要，它说明广义函数的出现解除了经典数学分析中 
对求导运算和求函数列极限运算的种种限制. 

5-式函数列设函数列 {/ n } C L *， 而且 / n & 5 (n — oo ), 那么称 {/ n } 是 
心式函数列. 

下面给岀 L * 中函数列 {/ n } 成为 J -式函数列的一个充分条件. 

例3设 {/,(•)} 是一列一元的局部可积函数,满足条件： 

⑴对任何正数 m ， 存在常数 Cm , 使得对一切 a ，6, 〃，当 | a | < m , 问 < m 时 

[ /i/(x)dx ^ c m ; 


( ii ) 对任何两个固定的 a , b(a < 0 < b ) 都有 

lim [ f v { x)dx = 1. 

^°° J a 


那么 {/ 〆 •)} 是心式函数列 • 

证我们作函数 F v { x ) = j X U ( Od ^. 显然 F ^) 作为广义函数也有 C = 
U . 由条件 （ ii )， 对一切 a : / 0有 \ irn ^ F l ,( x ) = 6( x ). 再由条件 （ i ) 和 Lebesgue 积 
分的控制收敛定理有 ^°° 

/ +oo /*+oo 

F l/ (x)ip(x)dx = / 6(x)(f(x)dx, ip e K, 

-oo J-OO 

即 ^ 由广义函数的基本性质 H 就知道，当 P — OO 时 


U = Fi ^ e f = 5. 

下面考察更加具体的 情况： 例如，当 e > 0/ — 0时, 


证毕 

(7.2.9) 
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这就是说,对于任意一列〜 > 0,〜 — 0,/ e 7 i O 是 (5 -式函数列.事实上，由于 


fe{x)dx 


K 


arctan - arctan — 

e e 


立刻知道 {/,(•)} 满足条件⑴和 （ ii ). 



图 7.2 

利用 (7.2.9) 我们得到一个重要的公式如下. 

Cauchy (柯西 ) -Plemelj (泼莱迈涅）公式：当 e > 0 ,e 0时， 

~ -^ r ~. — — vtt : — - 干 (7.2.10) 

X±l£ X zb l0 X 

这里一^表示 Ii % -^ r -. 

X + lO e—0 X + l£ 

奸 ▲ = $ 干士卽 . 2 . 9 )， 我们只需要再证日月右 

好了,但这点可以从士 ln ( x 2 + e 2 )^ ln | x | 再取导函数得到. 
x 2 

又如§ 7 .1引理1中函数列 ( X m (-)} 也是5-式函 数列. 

广义函数空间具有完备性. 

定理 7.2.3 (广义函数的基本性质皿） 设 { F m } C K f 而早 对每个 p G 
K . YimJFrn ^) 存在而且是有限的，那么必有 FeK f 使得 

m SV 定理的证明要用到一些拓扑线性空间理论，我们将它略去（参看 [15], 
§1.1,1.8). 但是定理 7.2.1 - 7.2.3 说明，广义函数空间关于求导运算和极限运算 
是封闭的，因此由这两种运算不能产生岀新的广义函数. 

2. 广义函数的原函数 为简单起见,我们这里只讨论一元函数.设 F、G e 
K 、 如果 G ' = 就称 G 是 F 的原函数.一个广义函数 F 的原函数的一般形 
式就称为 F 的不定积分. 

定理 7.2.4 (广义函数的基本性质 IV ) —元的广义函数 F 必存在原函数 

G , 它的不定积分必然形如 G + C ( C 为常数). 
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证分两步. 

(1) 先证明原函数的存在性.我们只要在 K 上找一个连续线性算子 J , 使得 
= / (/ 为恒等算子).再利用 J 作 K 上的连续线性泛函 


(换句话说, { G , if ) = 显然就有 

(G\(f) = -(G,ip r ) = ( F ， J =( 心)， 

那么 G 就是原函数了. 

/ +oo 

^{ x)dx = 1的函数仰.当 

-OC 

^ eK 时记 


㈣㈤ 


冰） 一 


( f { r ) dr ) \ dt , 


今证 G 显然是无限次可微分的.由于有正数 c 使当 | t | > C 时 
( f { t ) = cpo { t ) = 0, 所以当 a: 彡 -c 时， ( Jip )( x ) = 0, 而 a: 彡 c 时， ( J ( p )( x ) = 常数 
ci , 然而 

/ +oo / /*+oo \ 

(^(0 - / (^ ⑺扣仰 ⑷ )df = 0, 

-OC \ J 一 OO / 

所以 Cl = 0,这就是说扣 e 又算子显然是线性的，而且也容易 

/ +00 ^ 

^(r)dr = 0, 可知^所以这个 

J 满足我们的要求. 

(2) 再来研究不定积分,我们还需要下面的引理. 

引理 1 设 w G K ', v ! = 0, 那么 w =常数. 

证对于上述 J , 当# e 尺时,显然有 


jip = ip 


(^( r ) dr ^ o , 


{ u , ip ) = u , — J ( f + / < f ( x ) dx(fo 

\ ax 


_(0)+ / w ⑷ dt(u ， p 0 ). 




由于 v = 所以 
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/»+oo 
J —OO 

这就表明〃是常数 h ， vV ). 证毕 

设丑是 F 的另一原函数,作 u =丑 - G , 那么 Y = 0. 由引理1得到 u = C ， 
也就是 H = G + C . 证毕 

对于一般的广义函数，“函数在一点的值”是没有意义的.例如 (5(4 在 x = 0 
的值或 S f ( x ) 在 r 二0的值等都是没有意义的，因此对一般的广义函数没有定积 
分 理论. 

3. 广义函数的乘法运算 对于一般的广义函数，我们可以定义它和无限次 
可微函数的乘积.设 E 是 n 个变元的无限次可微分函数全体. 由于五 C L * C 
K ，， E 中的函数可以看成 K 中的广义函数.显然，当# e E 时，对一切 ifeK , 
仍然有 寸屮 eK •称寸为 K 上的一个乘子， E 称作 K 的一个乘子 空间. 

定义 7.2.2 设寸 eE，F eK r . 规定 0 和 F 的乘积私 F 是满足条件 

= ( F ^ ip )^ e K , (7.2.11) 

的广义函数 . 也可以写成 

容易看出，当 F e L * 时，这里的乘积定义与通常的乘积一致，因而我们这 
里的定义是合理的.但是我们这里只定义了一般广义函数 F 与特殊的广义函数 
寸 eE 的乘积.对于任何两个广义函数之间就难以规定它的积.例如，我们就不 
能有效地定义5同它自身的乘积关于如何定义两个广义函数之间的乘法问 
题是广义函数论中还在继续研究的问题之一. 

例 4对于一元广义函数 J ⑻，当4 e E 时， 

777 U [ , .{- l ) n ~ k ^ { n ~ k ) {0)6^1 (7.2.12) 

^ 0 k\(n-k). 

4. 广义函数的支集 我们先来引进广义函数在某个“开集上等于零”的概 
念.设 F 是 n 个变元的局部可积函数， O 是 W 中的一个开集.类似于 §7.1 引 
理1,可以证明函数 F 在0上等于零的充要条件是对于 K 中一切支集含在 O 
中的函数 W 成立着 ( F , cp ) = Q . 因此,我们引进如下概念. 

定义 7.2.3 设 F G W ,0 是中的开集，如果对 K 中一切支集含在 O 
中的函数 p 始终有 ( F ,(^) = 0,那么我们就说广 义函数 F 在 O 中等于零 .如 
果广义 函数朽 同巧的差巧 - 巧在 O 中等于零，我们就说 巧同 巧 在 o 
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中相等. 如果广义函数 F 在开集0中等于零，而且不存在另一个更大的开集 
0：)0,0/0使，在0中等于零（即0 为使 F 在其中等于零的最大开集)，那 
么就称闭集 E n -0 是广义函数 F 的 支集, 记为 

显然当 F 是连续函数时，这里的支集概念和通常的一致.又如广义函数 5 a 
的支集为单元素集 { a }. 还可以证明，当 F e 为任一微分运算时，的支 

集含在 F 的支集中. 

定理 7.2.5 任何一个广义函数 F 必是一列支集有界的广义函数 {F m } 的 
极限. 

证任取一列函数 {(^ m (-)} C K, 使得 〜(•) 的支集在球 5 m+1 = {x\x e 
E n ,\ x \ < m + 1} 中，而且 ifmix ) 在球、上恒为 1. 这样的 ^ m (-) 确实存在.事 
实上，只要取 

^Pm(x) = [ ^p(x-y^)dy / [ (p (y, ^ ) dy , 

其中 p 是 (7.1.3) 中的函数.作广义函数= ^ F , 显然的支集 
是有界的.由于对任一个 ^ e K , 它的支集是有界的，总有 ^ ^ ^ 因此, 
(Fm ? — ^ m ^ P ) ^ (F, W ) .所以 证毕 


5. 有限级广义函数的构造 我们首先在基本函数空间 K 中引进一列内积 
如下：当 p = 0,1，2,….时 

= ^2 [{D q (p(x))(D < J 2 p(x))dx, %寸 e K, 

N(qHp J 


又记 





显然，当 {^ Pm } G E K 而且 W 时,对每个 p 都有 


少 m i" p = 0. 

记 K 按内积 （•, 、所成的内积空间为仏. 

定义 7.2.4 设 F : p H 是尺上线性泛函，而且关于II • || P 为连续 
的，就是说，当 Wm } cK , ipeK , 而且 Ikm - flip 4 0时恒有 ( F ， ip m ) — ( F , ip ) 
(这时,显然 in. 那么称 F 是 p 级的广义函数 • 

例如，当/是平方可积函数时，/是零级广义函数.如果 F 是 m 级广义函 
数,那么 D ^ FMm-h N ( q ) 级的广义 函数. 
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定理 7.2.6 设 F e V ,那么 F 成为 p 级的广义函数的充要条件是对每个 
满足条件 N ( q ) ^ p 的整数组 g 有相应的（按 Lebesgue 测度）平方可积的函数 

A ， 使 D<1F q. 

N ( q)^p 

证 条件的充分性由 

(E DqF ^)= E (-1 广⑷ (w) 

、 N (物 ’ N ( q)^p 

立即可以得到.今证必要性.为了叙述简单一些起见，我们只考察实函数空间. 
作 Hilbert 空间 i / p 如下：令 

= { Q\Q =(仍， ... ， 9 n ), % 彡0, ％ 为整数，仍 + …+ 如彡 P }， 

我们把函数组{%(.)叭 e L 2 ( E n lqeO p } (简记为 W q }) 看成％ 中的一个向 
量•当{%(•)}、{%(•)} e %时，我们作 

^ q (') = 卿 “•) + P ^ Pqi ')^ 

并定义 {&(•)} = «{^(.)} + /3{^(*)}.又规定％中的内积是 

({^g(*)}j {^g(*)})p ~ 〉: I ^q{ X ) f ^q{ X )^ X '> 

qen p J 

那么这时丑 P 成为 Hilbert 空间.记 ||{%}|| P = V ({%}，{%}) P , 我们把仏空间 
线性地嵌入％,就是说作％ — %的线性算子 

U : ip ^ Uip = { D q ( f }, 

那么 | M| P = ||^|| p , 所以 t / 是 A 到％ 中的保范算子.设 F 是 K 上的 P 级 
广义函数，那么必有常数 c 使得 

l ( F ， p )| < c \\( f\\ p ^ c \\ U ( p \\ p , 

作 UK P 上的线性泛函 G : iP ^ ( F , u~ l ^)^e UK P . 那么 

剛 I OWp ， ^ e UK P , (7.2.13) 

记瓦为 UK P ^ H P 中的闭包,这时也成为 Hilbert 空间，由于 UK P ^ H P 
中稠密，由 （7.2.13), 我们把 G 唯一地延拓成上的连续线性泛函,我们把延拓 
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后的泛函仍然记作 G . 对及 G 应用泛函表示定理（见定理 6 . 4 . 1 ), 立即可知 
有 { G p (.)} G H p 使得 

GW = ( 也 {G p (.)}) p = E / 

特别当 4 = [ Ap ， cpG ： K 时 ，上式化成 

( F ^)= Y , [ G q ( x ) D ^( x ) dx , 
q ^ n p J 

只要取 F g = (- iy ^) G g ，就得到 L DQFqT . 证毕 

N(qKp 

记 5 = —, 那么当 f 为局部可积时显然 

UXi -- - OX n 

〜 pXi pX2 PXn 

F ( x ) =D / / … / F ( 2 /) d2/i … dy n , 

Jo Jo Jo 

因此对每个 G e L 2 ( E ) 必有连续函数 Gg 使得 = DG q . 这样立即得到 
系设 F 是 p 级广义函数,那么必有连续函数族 G g 使得 

F = DqG q . 

N(q)^.p-\-n 

例5我们来考察一元广义函数 SM ( x ), 任意取定 K 中满足条件利 0) = 1 
的函数也容易看出， 

5( x ) = / ip ( x ) S ( x ) = -^-( Otx ^ fx )) — 6( x ) / ip / ( x ), 
ax 

由于 0( x ) / ip ( x ) e L 2 (— oo ,+ oo ),0( x ) / 0 / ( x ) G L 2 (— oo , + oo ), 所以 5(: r ) 是一级广义 
函数.因此 


H n +i H n 

J( n )(4 = - 


是 n + 1 级的.由于 


我们作 


a d n +l 

5 ⑷ 


x , x > 0, 
0, x ^ 0, 


它是连续函数,那么 6^( x ) 
函数. 


d x n+2 


. 它是连续函数 X + 的 n + 2次广义导 
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定理 7.2.7 任一具有有界支集的广义函数必是有限级的. 

这个定理的证明要用到拓扑线性空间理论，因此把它略去.参看 [15]. 

根据定理 7.2.5, 7.2.6, 7.2.7, 可以知道，年何 t 个广义學窣可以奉示唓了列 

例 6设 F 是一元的广义函数，它的支集为 { oK 那么必有正整数 p , 及常 
数组 C q ,q = 0,1,2, ••- 使得 




(7.2.14) 


证为书写简单起见，不妨设 a = 0. 根据定理 7.2.7, 必有自然数 p 使 F 
是 P 级的.由定理 7.2.6 的系，必有 p + 2 个连续函数 G g ,g = 0 ,…， p + 1使 




G q . 因此,这时有连续函数/使 


(事实上， f = Y ^ H q , 这里 H q 为 G q 的 p + 1 - g 次不定积分由于在 (-oo,0) 
乂 g =0 ’ 

和 （0,+ oo ) 中 F 等于零,根据本节习题 4 , 


(由 /(X) 的连续性 do = 6 0 ) 这样 /(X) 又可以写成 

p 

f( x ) = > ^ X q [bq + {dq — bq)0(x)}, 
q=0 

再根据本节习题7可知 F 形如 （7.2.14). 

6. 自共轭算子的广义特征展开 现在我们要用广义函数论来叙述自共扼算 
子的广义特征展开的概念.当然这里的讨论全部可以推广到正常算子上去. 

我们首先注意，设4是复 Hilbert 空间丑中的自共辗全连续算子，根据定 
理 6.9.8, 必有丑中由4的特征向量组成的完备就范直交系 { e n }, 以及相应的特 


>V 

X X 


ag h 
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征值 { A n }, 使得对一切 PGH , 有展开式 

~ e n ) e n ， (7.2.15) 

A n ((^， e n ) e n . (7.2.16) 

(7.2.15 - 16) 是相应于算子4的特征展开.对于一般的自共轭算子可能不存在 
特征展开.事实上， §6.7 中已经举岀过不存在任何特征向量的非零自共轭算子， 
这样的算子当然不存在特征展开.虽然对一般的自共轭算子,有相当于特征展开 
式的谱分解式 



然而在量子力学及微分方程理论中，特征展开式将比谱分解式更为简单而方便. 
因此就希望有类似于 （7.2.15 — 16) 的广义特征展开式. 

我们这里不准备讨论一般情况，而是去考察在量子力学和微分方程理论中 
常见的一种微分算子的情况. 

设 L 2 (五 1是 n 维复欧几里得空间上关于 Lebesgue 测度平方可积的复函数 
全体所成的 Hilbert 空间.设 A 是 L 2 { E n ) 中的一个自共轭算子,其定义域 ^( A ) 
包含基本函数空间而且4是 K 到 K 中连续算子.同时又设4是实算子, 
即当 pe 切⑷时的一个切⑷而且 # = (例如^ 其 

N(q)^k 

中％为实数，而且当 N ( q ) 为奇数时％ = 0), 这时我们考察 §7.1 中所说的由4 
产生的 W 中的共扼算子即当 FeK f 时令为如下的 泛函： 

(A f F^) = (F,A^)®^eK, 

特别地，当 F 时, F 作为正则的广义函数应有 

(A f F^) = (F» = j F(x)(^)(x)dx,^ G K, 

由于 4 是实的自共轭算子,上式又等于 

J { AF )( x ) ip ( x)dx = ( AF , p ), 

所以，当切⑷时因此共轭算子 W 是 A 在 V 上的 延拓 : Ac ^ 
如果对于数 A , 有 F e 笋0使 


A，F = XF, 


①这里 ( F ,( p ) 表示泛函 F 在 ip 处的值而不是 F 与 p 的内积. 
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就称 F 是乂的（相应于特征值 A 的）广义特征向量，当 F 又属于切 (4) 时，广 
义特征向量（广义特征值）就相应地还原为通常特征向量（特征值). 

如果存在有限个或可列个特征值 { A n }, 和相应的就范直交特征向量系 
{/A n } c 切 ㈤ ，又对每个自然数 n , 有直线上的 Borel 集队， 这些队 中有些 
或全部可以是空集,而且可以彼此相交,使得对每个 A G J 5 n ，有4的相应于广义 
特征值 A 的广义特征向量 / A , 使得对每个 ^ peK , ( h ^) 是 A G 上的 Borel 
可测函数，而且对一切成立着 

f ( f ( x ) , ijj ( x)dx = E (八』 

J 71 

+?人 (7.2.17) 

那么就称 {/ aJUI / aIA G 5 n , n = 1,2,3,-..} 组成4的完备的就范直交广义特 
征向量系，这时有如下的广义特征展开式® :当 p G K 时， 

^ = E (^^)/ a.+E / (/ A ^)/ AdA , (7.2.18) 

n n 』 Bn 

= ( fx ^) Xfxd \, (7.2.19) 

n n 」 B n 

(7.2.19) 显然是可以由 (7.2.18) 立即推出来的. 

我们这里不准备给出关于 L 2 ( E n ) 上实的自共轭算子存在完备就范直交广 
义特征向量系的条件,对于具体的微分算子要具体地判断，我们只给出如下的简 
单的例来说明广义特征展开的概念. 

例 7设4是 L ^ E 1 ) 中如下的乘法算子：当/ € L 2 ^ 1 ) 时 

( Af )( x ) = x /( x ), x £ E 1 , 

这时容易验证 {(5(.,- A )| Ag (- oo ,+ oo )} 是4的完备就范直交广义特征向量系. 

习题 7.2 

1. 设〜是 中的向量，〜= ( S ll / , S 2 ur - , Snu )^ = 1，2 ，... ，n (当 M P 时 

S^u = 0,= 1) .设 T t (〃） 是中平移变换 

: x ^ x-\- te Ul x G E n • 

①这里 (7.2.18) 应理解为 （7.2.17)， 而 (7.2.19) 即理解为对任何 嗲 € K ， 与嗲 的内积为 
(A(f, tp) = y^C/An^jAnC/An,^) + f (/A, y?)A(/A,-0)dA. 

n n ^ 
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证明： 当 F 是 n 元的广义函数时 ， f = lim n ( r [ u lF - F ). 

tfXjy ^ ~~>00 fi 

2 . 设 t 〉 0 是参数，考察五 1 上的函数 

则 

证明：当 t — 0时 

3. 证明函数列 n = l ,2,3，〃.} 是心式函 数列. 

^ Jt x J 

4. 设 F 是一元广义函数， m 是一个非负整数，而且在一个开区间 （ a , 6) 中£^厂= 0. 

证明 F 在 （ a , 6) 上等于一个次数小于 m 的多项式. 工 

5. 设/ G L * 是一元函数， FeK 1 是一元广义函数，而且存在一组常数&，•••，％$ 

d p d p_1 

d^ F + Cl d^ F + '** + CpF = / - 

证明 ： F e L ' 而且 F 就是上述常微分方程的普通解. 

6. 证明（7. 2 .1 2 ) 式. 

7. 设 u g 、 v q (q = 0,1，2,…， p ) 是常数，将 

HP+i 

-^—^ J 2 x q ( u q ^ v q e ( x )) 

q=0 

表示成函数及其导数的线性组合的表达式. 

§7.3 广义函数的 Fourier 变换 

在本节中关于概念和结果的陈述都是对于多元函数来进行的.但是证明只 
限于一元函数的情况,读者可自行推广到多元函数. 

1. 基本函数的 Fourier 变换我们先来考察 K 空间中函数的 Fourier 变 
换.为了书写简单起见，当 x = (: ri , … ， x n ) 时，记 d:c = dzi • • - dx n ; 如果 a = 

n 

(crir- ,^n ), 那么记 X • C7 = [X 内； 当 g = ( 奶 ， … ， g n ) 时，记 W = C7p •••<' 

J =1 

定义 7.3.1 设外 ） G 作 

^( a )= [ ip ( x ) e [ ax dx , (7.3.1) 

J E n 

称它是 #(•) 的 Fourier 变换 ' 记为 p ㈠ 或 F ( cp ). 也称映照 F : cp h @为 Fourier 
变换.又称它的逆映照 F - 1 为 Fourier 逆变换.我们把 K 中函数的 Fourier 变换 
全体所成的线性空间记为 Z = FK . 又在 Z 中引进极限概念如 下：设 F ^ n ) G 

①我们这里定义的 Fourier 变换是 L^Fourier 变换（参见 §3.4). 
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z , F {^) ez 那么当％ 时,称函数列 { F ( p n )} 在 z 中收敛于 F ( cp ), 记为 
二 增 

定理 7.3.1 (基本函数的 Fourier 变换的基本性质） 

(1) 对任一多项式 p 和 p 有① 

p(B)F(^) = F(p(i(-))^), (7.3.2) 

p(-m = F(p(iD)^ (7.3.3) 


(2 ) 当 e 尺时，记 {^^)k = J #dx , 当 /，分 G Z 时，记 (f,g)z = 

J fgda , 那么 


[2 n ) n (( p^) K = 


(7.3.4) 

(3) F 的逆映照 F - 1 : Z-^K 有表达式 



f f ( a ) e ~^ x da ; 

(7.3.5) 

(4) 设 t = (h ，…， t n ), 算子 : O 
算子，又可以看成 Z — Z 的算子，而且 

㈠ (/?((•) - ht ) 既可以看成是 K 

的 

F { n ^) = e - WF (( p ), 

r t F (( f ) = F ( e u ’(.)( p ). 

(7.3.6) 


证 （7.3.2) 、 (7.3.6) 可以通过直接计算而得， （7.3.3) 可以通过分部积分得到 
(参见 §3.8),(7.3.4) 是 §6.8 中的推论. 证毕 

现在我们来研究基本函数空间孓 

定理 7.3.2 函数利 •） e Z 的充要条件是0可以解析开拓为 n 维复空间 
上的整函数 ®, 而且有正数 a , 使得对一切非负整数组 g =(仍，… , q n ), 

|5 9 ^(5)| < c g e o|r, , (7.3.7) 

① 如果 p ( s )= [ C〆 ， 那么 p ( D ) 表示求导运算 [ c q Dq . 

N(q)^p N(q)^p 

② 对于多元复变函数 棒 U ... Jnh 如果 

lim V>(S1，...，Sfc +h，.-. ， s n ) — 嗲 (Sl，... ,5n) 
h ― >-0 h 

存在，则称》存在，如果在一个 n 维的复区域 D 中函数4是连续的，而且 P^(k = 

os k os k 

1，2,... ， n ) 存在，则称0在此区域中是解析的.这时整函数、解析开拓等概念和单复变情 
况相仿. 




其中 Cg 为与 g 和0有关的常数， S = cr + iT ①.又 0 m 0的充要条件是存在 
正数 A 使得对每个非负整数组 q =( qir -, qn ), 存在常数满足不等式 


\ s q / ipm ( s )\ ^ c g e o|r| ,m = 1,2,3, ,5 = cr + ir , 


(7.3.8) 


同时函数列在五 n 的任一有界区域中一致收敛于零. 

证 只讨论一元函数情况.设就是说有 w K 使得岭 = F ⑽•又 

设 (p 的支集在卜| < a 中. 由于 ip ( a ) = J w (: r ) e icT ： E d : r , 而 机 s 、 = j 

显然是复变数 s = a + iT 的整函数，因此 1( C 7) 可以解析开拓为整函°数0⑷.由 
(7.3.3) 容易知道,对任何非负整数 g ， 有 


㈣ ⑷| 


i q ^ q \ x ) e ixs dx ^ / \^ q \ x )\ e~ XT dr 


彡 / ⑷ ( x )| dxe a l 


因此 (7.3.7) 成立,其中 c q = j ⑷ (: r )| d : r . 

反过来,如果整函数#⑷戒足（ 7 . 3 . 7 ),记 c = Cq + c 2 , 那么由（ 7 . 3 . 7 )可知 


TTR 


£_ o a \ r \ 


-e^'\s = a + \r, 


我们作函数 


/ ip ( a ) e ~ 1<7 X da ^ 


利用围道积分和 (7.3.9), 容易证明对任何 


咖+吵一 1 ㈣ 小 da , 


(7.3.9) 


(7.3.10) 


取 t 使= —| rx |, 再利用 (7.3.9) 就得到估计式 


1^(^)1 ^ 


， x+a|r| r-\-oo 如 


1 + |cr + ir | 2 


< a ) 


此地 〆 


1 + CT 2 


是和 T 、 X 都无关的常数.令 | r | — +00,就知道当 


| x| 〉 Cl 时 ip ( x ) = 0. 因此 ip ( x ) 的支集是有 界的. 利用 （7.3.7) 和 （7.3.10) 可证明 


p ( g )( x ) 


(— is ) qf ip ( s ) e ~ lsx da , 


① s = (Si,... ， s n ) 是复数组 ， a = (ai, ■• - ,a n ) 和 r = (Ti,... ， r n ) 是实数组 . 
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因此函数以 •） 是无限次可微的，这样便有 ^ peK . 容易证明这时 F ⑽ =也因 
此 

由以上证明过程可以看岀，如果{^} m = F ^ m ) 而且 (7.3.8) 成立, 
那么 Wm } 的支集都含在 | x | < Cl 中.因为 


I㈤I 


2jr 



(T q/ ipm((7)e~ 1(7X do- 



da 




Cg+2 7 


+ 2 S 



a q \^rn(^)\da, 


对任何 e > 0, 取 i ? 使 ^ c g+2 | < 如果 {^ m ( cr )} 又在有界区间中一致收敛 

zji H Z 

于零,再取 m 充分大，使 f C 7 g |^ m ( cr)|dcr < ^2 jt , 就知道{^(^)} 一致收敛 

J-R 2 

于零.即 0. 反过来，当0时记0771 = F (( p m ) 也容易证明 t/Vn 应 
当满足定理中的条件. 证毕 


2. Z 空间上的连续线性泛函 由于 Z 空间也是一个线性空间，其中有极 
限运算而且线性运算是连续的，因此我们可以像对 K 空间那样考察 Z 空间上的 
连续线性泛函——广义函数. 

定义 7.3.2 称 Z 空间上的连续线性泛函是 Z 空间上的广义函数,其全体 
也称为广义函数空间，记为 

在7中可以仿照^中一样地定义线性运算、求导运算和极限运算.这些 
我们不详细叙述，由读者自行补充.我们仿照空间 W 中的情况，设 g G 如果 
存在局部 Lebesgue 可积函数 g ( a ), 使得对每个 ^ e Z , 函数#(•) 〆 •）在五 n 上是 
Lebesgue 可积的，而且 


(9^) = / 




那么称 g 是正则泛函. 

Z 空间有与 K 不同的地方.对于由定理 7.3.2, 可以视0是定义域 
为复空间的整函数,我们可以把广义函数表示成复空间上解析函数的积分. 


例 1 考察 n 元函 数：设 卽是任意一组复数 （灿 ，咖，…， s 0 n ) 记外 - so ) 
为泛函 


(5(. — S 0 ),VO = 0( S O ),0 G Z ， 


这个泛函显然属于也称它是5-函数.当 So 是一组实数时， 5(. - s 0 ) 显然不 
是正则泛函.但一般说来，对任何 s 0 ,(5(.- so ) 可以用复空间中函数的积分来表 




达.我们只就一元函数来说明这点.设％是一个复数.任取一个以％为中心的 
正向的圆周形围道，由柯西积分公式就得到 

W — o )^) = ^/ L ^ d , 

现在我们考虑更一般的用复空间上积分表示的广义函数. 

设 i ： 是 n 维复空间中的一个光滑的 n 维曲面，这曲面以 U = (^，…， O 


为参数，设 s s ⑻为曲面的参数方程，记 det 


n ) 是变 


换（从 1 ，…， W n ) ( Si ， …， s n ) 的 Jacobian . 令 ds = det 加 1 … dw n •设分 

是 L 上的一个函数，它使得函数 u ^ g ( s ( u )) ^ Lebesgue 奇测的，而且对每个 
^ G Z ,0( s (. )) 〆 $(•))是五 n 上的 Lebesgue 可积函数,那么当 


(9^) 


g ( s ) 咕 ( s ) ds , ^ e Z 


是 Z 上的连续线性泛函时就称这个泛函 是解析泛函. 如例1中所述外 - 即）是 
解析泛函,正则泛函也是解析泛函.下面我们将看出解析泛函可以用来表达微分 
方程的解. 

例2 现在讨论一元函数组的一类解析函数，设 p ( s ) 是一个复变数 s 的 m 
次多项式，设 ai , …， am 是它的 m 个零点（为简单起见设％ / / )))，记 

rk = Ima fc , A ; = 1,2,…， m . 任取实数 r , r ^ r fc , A ; = 1,2, • • • , m , 我们作一元基本 
函数空间 Z 上的解析泛函心如下： 

(“ = /:&， 

我们注意这个解析泛函和 T 的位置有关.如果 n < r 2 < • • • < r m 利用围道积分 
可知，当 n ： < r < rfc + i 时,〜与 t 无关，把这个泛函记为表示当 t < ri 
时的 9 r ,9{ m ) 表示当 T > r rn 时的〜，这时 

[9{k+\)^) - (9(k)^) 

= m da _ r 字 ±^ da , 

7-00 p (^ + lTfc + l ) J-oc Pi 0 ' + lr k ) 

其中 Tk <Tk < Tfc +1 < Tfc +1 < rfc +2. 由于在直线 丁 = 丁 /c 与 T = Tk+l 之间，函数 
, (s = cr + ir ) 只可虚有一次极点 ak + i , 利用留数定理可知 

P ( s ) 


(沒 ( fc + i )， V 0 - 咕) 


o-^K+i) 

2 jn ^ry ， 


^( fc + i ) - 9 { k ) = - 2 jri p / ^ afc + i ^( -—叫+1)， 
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也就是说,它不为零.因此,尽管相应于同一函数由于积分路径不一样，所 

得的解析泛函一般也不一样.这个例暂时讨论到这里. 

现在来讨论7空间上的乘法运算.我们令 《( s ) 为 n 维复空间上的整函数, 
而且存在正数 a 、 6和 c , 使得 

| C(«)I ^ c (\ s\ b -f l ) e a|r| , 5 = a + ir , 

其中 kl = x / kil 2 + ••• + kn | 2 . 这种函数全体记为 [ 显然当 c e z 时, 

e A 即《是 z 的一个乘子， r 是 Z 空间的乘子空间.完全类似于 K , 与 E 
的乘法运算，可以定义7与 y 的乘法运算.显然任一多项式都在 r 中，因此多 
项式是7的乘子. 

例 2( 续） 容易看出，对任何 A :, 

/ +oo / *+oo 

^(a + ir k ) da = / 1 . #( a ) da , 

-oo J — oo 

因此 

P 9( k ) = 1， A ： = 0, 1, 2,…， m . (7.3.11) 

所以对给定的 p , 代数方程 W = 1 在 7 中至少有 m 个线性无关的解 

m 

9 = ^(0) + y ^ c fc (^( fc ) —夕 ⑼). (7.3.12) 

fc=i 

事实上，可以证明这就是方程 pg = 1在 Z 中的通解. 

3. 广义函数的 Fourier 变换的概念 在这一段中，当/,分 e L 2 { E n ) (复空 
间）时,不管/^是实的还是复的，我们用 ( f , g ) 表示积分 

J f ( x ) g ( x ) dx , 

我们又作 L \ E n ) 中的算子 

J ㈠ #(-(•))• 

我们首先注意当/ G K 时，/可以看成 V 中的广义函数，这时由 (7.3.4) 

得到 

(2 jr ) n (/, Jcp ) = (2 n) n J f ( x ) Mx)dx = (2 n ) n ( f^) k 

= ( F (/), F ( J^)) Z = ( F (/), F ( J ^) 

= ( F (/), F (^)), 
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因此,如果把 F ( f ) 看成 Z 空间上的连续线性泛函，那么有公式 

(2兀广(/， #) = ( F (/), F ⑽, peK ， (7.3.13) 

事实上，这个公式对一切/ e L ，) 也成立.利用这个公式我们定义广义函数 
的 Fourier 变换如下： 

定义 7.3.3 设/ G iT , 作 Z 上的连续线性泛函 

F ( f ): — (2 jr ) n (/, JF - 1 ⑽， (7.3.14) 

称它是广义函数/的 Fourier 变换，有时也记为 /. 我们也把映照 F : f ㈠ 
F { f ) JeK f 称作（广义函数空间 W 上的） Fourier 变换,它的逆映照 F - 1 称作 
(广义函数空间 Z ' 上的） Fourier 逆变换. 

显然 （7.3.14) 等价于 （7.3.13). 因此，我们也可以把 （7.3.13) 看成广义函数 
Fourier 变换的定义公式.另外,对于任何 g 我们可以作中的广义函数 

/ ： (2jr)- n (^,F(J^)), 

这时 （/,#) = ( 仏 F ⑽),# e 因此 g = F ( f ). 所以有 

定理 7.3.3 (广义函数的 Fourier 变换的基本性质） iT 中的 Fourier 变换 

F : f ^ F ( f ) JeK f 

是 iT 到7上的一对一的连续线性算子.它有如下的性质： 

(1) 对任一多项式 p 及 f e 1 C 有 

p ( D ) F ( f ) = F ( p ( i ㈠ )/), (7.3.20 

p ^) F ( f )= F ( p ( iD ) f ), (7.3.3，) 

(2) 设 f = ( fi , … ， f n ), 作 Tt 的共轭算子 r / : / 1 -^ r //, 其中 

那么 F ( rlf ) = e + iOVCf ), < F (/) = F ( e _ i (.). V ), / e iT . (7.3.60 

证我们只证 （ 7 . 3 . 2 '), 其余留给读者 证明. 当 p G K 时，由 (7.2.4). (7.3.2) 
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和（ 7.3.13 )，我们有 


(p(D)F(f),F0p)) = (F(f)M-D)F(^)) 

= (F(f)F(p(-i(-))^)) 

= (2jr) n (/, J[p(-i(*))^]) 
=(2jr) n (/,p(+i(*))J^) 
=(2jr) n (p(i(-))/, J^>) 

= (F(p(i(.))/) ， Fb ))， 


因此 （ 7.3A) 成立 . 证毕 

下面先来考察 n 元广义函数的 Fourier 变换的例 . 

例 3 F{6) = 1, i^ 1 ) = {2n) n 6. (7.3.15) 

证 事实上，如果记嗲 (•） = F(cp),cpeK ， 那么由 （ 7.3.13) 


(F(S)^) = (2itnS 1 J^) = (2itnJ^)(0) = (2 兀 )>(0 )， 

但另一方面，由普通函数的 Fourier 逆变换的公式有 

1 /* +0 ° 

因此 (F(6)^) = (1,V0, 这就得到 F(6) = 1. 另一方面,又有 

/ +oo 

p(x)dx 

-oo 

= (2n) n ip(0) = ((2jt) n (5, 

证毕 

利用 （ 7.3.15) 和（ 7.3.20 、 （ 7.3.30 可知对于多项式 P(.) 成立着 


F(p(x)) = (2itrp(-iD)6(a), F(p(D)6(x)) = p(-ia). (7.3.16) 

我们又可以把 (7.3.15 ) 中的第二式推广成 

F(e bx ) = {2it) n S{s-ib). (7.3.17) 


事实上，由于这个级数是在任一有限区域上一致收敛 

^ n! 

的，因此，作为广义函数级 1c ， 它也是收敛的 . 当咕 = F (⑷# e K 时，利用 
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(7.3.13)、 (7.3.16) 得到 

(F(e b -%i>) = (2nne bx ,J<p) = (2nr(^£ 扣 ) 

= (2nT f ； ^j((6-xr ， J^)=f ； ^(F^.rrD,^) 

m=0 • m=0 • 

= ( 2 jr ) n ES((- i6 . D ) m<5 ( a ) ，咖 )） 

m=0 * 

= ( 2 ^) n E^( i 6 * D ) m ^ s )i-o, 

m=0 • 

利用多元解析函数的 Taylor 公式,上式又等于 

(2 jr ) n < 0( i 6) = (2 jr ) n (5 (s — i 6), -0( s ))* 

证毕 

下面我们写出常用的一元广义函数的 Fourier 变换的一个简表. 


编号 

广义函数 /( x ) G iT 

Fourier 变换 f ( a ) G Z f 



疒 +oo 

0 

f ( x ) G L (— oo ,+ oo ) 

m = / f ( x ) e { ^dx 

J 一 OO 

1 

6 (x — a ) 

e iaa 

2 

e bx 

2 jt 5 (s — ib ) 



(d W 、 

3 

x n , n = 0,1,2, • • • 

2 七石 ）+) 

4 

1 

X 

ijr sgn a 

5 

1 

— 

6 

In | x | 

i (a + i 0 ) _1 (c + i ^- ln(a + i 0))- 



(a — i 0) _1 ( c - 弓 _ ln( a _ i 0))] ① 

7 

(9( x ) 

- h ) 

G 

8 

sin a ; 

ijr [5 (cr — 1) — S(cr + 1)] 

9 

cos a ; 

Jt [5 (a -f 1) + S(a - 1)] 


①其中 e = ( \nxe~ x dx. 

Jo 
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4. 广义函数的卷积 在经典分析数学中经常用到两个函数的卷积.设/,夕€ 
L *， 而且/的支集是有界的,那么容易知道（参看 §3.5 习题 5) 函数 

h{x) — J f(x — t)g(t)dt (7.3.18) 

也是局部 Lebesgue 可积的.我们称为函数/和夕的卷积,记为 h = / * 仏我 
们还可以知道，如果 G L ' g 具有有界支集，那么 （7.3.18) 中积分也存在，而 
且函数/ I 仍然属于 L *; 如果/，^ L 1 , 那么 "G L 1 , 同时 /*g = g */. 当# G K 
时,利用 Fubini 定理,我们又得到 

if *9^) = JJ f{x~ t)g(t)(f{x)dxdt 

= J g(t) fix - t)(f(x)dx S j dt, 

由 Lebesgue 积分的平移不变性 ，它又等于 j g(t) f{x)(p(x + t)dx^ dt, 因此 

(/ * g ^) = (分⑷， （/， w ))，(7.3.19) 


我们现在要利用 (7.3.19) 来定义广义函数的卷积. 

设 MKJeK ，, 而且/的支集有界，我们首先证明五"上的函数 W d H 
u(t) = (f,T t ^p)(t = (ti, … ， t n ) G E n ) 属于 我们注意函数 T t (p(x) = if{x + t) 

的支集&可以由 W 的支集经过平移 x ^ x - t 而得到，由于广义函数/的支集 


Sf 有界，因此当 KI = (^1 + * • * + 6) 1 / 2 充分大时 ，&和 *5/ 不交,⑷= 0. 另一 


方面,容易证明 


du ( t ) / d \ 



因此函数 <)e 我们把函数 <) 写成 (/, T ( ^). 当9 e iT 时,我们把 ( g ， u ) 

写成 （9, (/,'.：)#)). 那么，容易证明 (9, (/,'.：)#)) 是 W 中的广义 函数. 


定义 7.3.4 设 f ， geK ， 而且/是具有有界支集的，称广义函数 


<peK (7.3.20) 

为广义函数 f 与 g 的 卷积. 

我们可以把 （7.3.20) 写成（7.3.19)，因此 （7.3.19) 就是广义函数的卷积的定 
义公式.前面已经证明， 当 f，gG L *,/ 的支集有界时， (7.3.19) 也成立.因此这里 
广义函数的卷积是通常函数卷积的推广. 

我们可以把卷积看成广义函数空间的某种乘法运算，那么，5-函数是这种乘 
法的单 位元. 就是说，当 M W 时， 


“9 = 9 . 


( 7 . 3 . 21 ) 




• 414 . 


第七章广义函数 


事实上，由卷积定义可知，当# e K 时 

0 *g ， p) = [g ， (S, 丁 (，)） = (g, #(•)), 

立即得到（ 7 . 3 . 2 1).可以证明当 {/〃} 是支集均匀有界的5-式函数列时， U ” = 
g*U — g . 所以5-式函数列可以看成卷积的近似单位元. 

容易证明，这种乘法服从分配律,就是当 f , g,he K ，， a ， P 为数，/的支集有 

界时 

f * (ag Ph) = af * g + Pf ^ h. 

定理 7.3.4 (Fourier 变换的卷积定理） ® f,g G K f J 的支集是有界的, 
F ( f ) 是正则广义函数而且 F (/) ⑷是 Z 的乘子,那么 

F(f^g) = F(f)F(g). (7.3.22) 

证 设咕= F ( cp ), cpeIC ， 那么由 （7.3.13)、 （7.3.20) 或 （7.3.19) 有 

(F(/ * g),^) = (2jr) n (/*^, J(^) = (2jt) n (^, (/, 

=(2jr) n (^, J(/,r_ ( .)(J^))) 



= (F(g),F(f ， 丁 —(.*)) 



= ^™ ， F(F(/),F(Jr_ ( .)J^))), 

(7.3.23) 

然而 

F(Jr-tJip) = J e 1X(7 (p(t + x)dx = e~ lt<Tf ip(a), 


所以 

(F(f),F(Jr- t J^)) = [ e~ it<T F(f)(a)i ； {cr)dcr. 



由于 F ( f ) 为 z 的乘子,所以 F ( f ) a ) e z , 因此 


(F(f) ， F(Jr— ㈠ 〜)) = (27trF~ 1 (F(m ， 

把它代入 （7.3.23), 我们得到 

(F(f*g)^) = (F(g),F(m ， 

然而由于 F(f) 也是 Z ' 的乘子,所以 

(F(f*g)^) = (F(g)F(f),i；), 

这就是 (7.3.22). 证毕 

卷积在下述意义下服从交换律. 
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系 设 f 、 geK f ， f 、 g 的支集都是有界的而且 F (/) 和 F ( g ) 都是正则广 
义函数，同时 F (/)( a ) 和 F { g ){ a ) 都是 Z 空间中的乘子，那么 

f * 9 = 9 * f - 

证 由 (7.3.22) 可知 

F ( f * g ) = F ( g ) F ( f ) = F ( f ) F ( g )= F ( g ^ f ), 

即 F(/ * g g * /) = 0, 由此立即可知 (7.3.24) 成立. 

例 4 设 p 是任一多项式 G 那么 

( p ( D )6) * g = p ( D ) g . 

证 当 (/? e K 时，由于 p ( D ) 丁 — t ip = T - t p ( D )( p , 从 (7.3.19) 我们得到 
((p(D)S) * g ，( f ) 二 （ g , { p { D )6, 丁 ㈠ ip )) 

二 （ g, (Ap(- 外 ( ， ) ） = (g ， p(- D M-T> 

证毕 

5. 常系数线性偏微分方程的基本解 现在我们要应用广义函数理论，特别 
是广义函数的 Fourier 变换理论来研究常系数偏微分方程的求解问题. 

定义 7.3.5 设 p 是 n 个变元的多项式, g G iT , 如果 

p ( D)g = 6, 

那么就称9是常系数偏微分方程 

P(D)h = f 

的基本解. 

定理 7.3.5 设 g 是常系数偏微分方程 （ 7.3.26) 的基本解，又设/ G K f J 
具有有界支集,而且 F ( f ) 是正则广义函数又是 Z 空间中的乘子，那么 /I = / * 分 
是 （ 7.3.26) 的解. 

证作 h = f*g, 我们利用 Fourier 变换来验证 （7.3.26) .由（7.3.2') 、 (7.3.3') 、 
(7.3.15) 和 (7.3.22) 立刻得到 


(7.3.25) 

(7.3.26) 


(7.3.24) 


证毕 


= p (- i (.)) F (/ .) = p (- i (.)) F (^) F (/) 

= F ( p ( D ) g ) F ( f ) = F (6) F ( f ) = F (/), 
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因此 F { p { D)h - /) = 0, 由此即得 (7.3.26). 证毕 

例如 ，当 （ 7.3.26) 的右端/ e K 时,/满足定理 7.3.5 中的条件,利用上述定 
理 7.3.5, 我们可以知道,为了求解微分方程 （ 7.3.26), 只要求它的基本解好了. 
现在利用广义函数的 Fqurier 变换来作出基本解. 

设 € = F ( g ), 根据 （ 7.3.3) 和 (7.3.15) 知 ,(7.3.25) 等价于 

= 1, (7.3.250 

因此求基本解 g 化成求7中适合方程 （7.3.250 的广义函数这样就把求 
解偏微分方程的问题化成一个广义函数的除法问题.就是要设法给出广义函数 
7 V t 的意义. 

p (- ia ) 

在一些特殊情况下，例如 p ( ia ) = 1 + ^时，&是一个正则的广义函数， 
因为这时 

( c / ^ {a)da 

是正则的广义函数,而且容易知道, （ 适合方程 （7.3.25'), 因此作 Fourier 逆变换， 
g = 就可以求得基本解.但一般说来 -7^ 不是一个正则的广义 函数; 

p ( ia ) 

虽然如此,我们还是可以用解析泛函的概念来写出这个广义函数. 

定理 7.3.6 (线性偏微分方程基本解的存在定理） 设 p 为一 n 元多项式，那 

么必存在常系数偏微分方程 

p ( D)g = 6 (7.3.25) 

的基本解 g G 而且这时可取％使得 F ( g ) 是解析泛函. 

证记 Q ( a )= p (- icr ), 由前所说，只要作出 Z ' 中解析泛函 （ 满足方程 

Q ^= 1 (7.3.25") 

好了，分下面几步来作. 

(1) 设 Q ( s ) 是如下的特殊形式 

771—1 

Q ( s ) = CS^ + ^2 Qfc( S 2 , … ， Sn)^!, c ^ 0. 

fe =0 

我们作 n 维复空间 C n = {(CTi + in , … ,cr n + ir n )\aj,T k 是实数 } 的实 n + 1 
维子空间， R n+1 = {(^i + in , (72, … , cr n )| ai , - • • ，〜，乃是实数}， 又作 n — 1维 
实空间 R n ~\ 其中点的坐标形式是 （ a 2 , … ， a n ). 对于多项式 Q , 这时必有一 
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个正数 a ,^ 1 必可分解成最多可列个互不相交的可测集 △: ，…，，…的 
和， R 71 - 1 = 0 A m , 而且对每个~有相应的 r [ j \\ r [ j) \ ^ M ( M 是常数, j = 

771=1 

1,2,3,..), 这样得到丑 71+1 中的 n 维“面，，: T Q = {( ai + ir ^,^,--. , a n )|( a 2 , …， 
a n ) € AjJ = 1,2,3, •••}， 使得当 （q + iTi , a 2 ，...，〜）e ： Tq 时 


\Q(cn + iTi , a2 , … ， a n )| 彡 a . 


(7.3.27) 


关于“面”: T Q 的存在性以后再证明. 
(2) 利用： Tq 我们来作解析泛函 




4 (ai +in,a 2 , ••- ，口 n) 


▼Tq Q(^1 +iri,a 2 ,-**1) 
(7.3.28) 式中积分详细地写出来就是 


daidc ^ … da n ， 咕 6 Z , 


+oo 



嗲 (ai +iTp) ， a 2 , … ， a n ) 

Q(^i +iTi ⑴， a 2 , … ,cr n ) 


(7.3.28) 


dai I d ( J 2 … d < j n , 


由于 （7.3.27), 


Q 


彡 t 由 (7.3.7) 可以证明 
a 




c f e a ^ 


(l + H 2 )-’ 

又因当 K Tq 时 ,1 m s 必然等于某个 | r ^|, 因此 ， M < M , 所以有常数 c 〃, 使得 

C " 


\^)\ ^ 


， seT Q , 


(i + M 2 ) 

由此容易看岀， (7.3.28) 所定义的 （€ 这时 

( Q 〔 V 0 = / 必⑷ … da n 
Jt q 

.+°° 门 

^(cri + … ， cr n )dcri 


(7.3.29) 



dcr2 … dcr n , (7.3.30) 


但是由柯西积分定理和 (7.3.29), 可以证明 

/•+00 


4(ai + \r[ j \a2, … ， cr n )dcri 


-oo 

.+oo 


VKW2, …， ^n)dai, 


•oo 
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由这个等式和 (7.3.30) 得到 



因此，= 1，所以分= F ~ 1 (^) 确是基本解 • 



(3) 因此问题化为作出 Tq ， 对任何固定的 （ a 2 , ..., a n )G R n ~\ 必有 m 个根 

使得 

QOhah … ， a m ) = c(si - s^) • • • (si —4—), 

在 Sl = ai + i Tl 的复平面中必有带域 | n | ^m + 1 中的一根直线 n 使此 

直线与 m 个点…的距离大于1 (如图 7.4). 因此在这根直线上 

| Q ( s )| > | c |, 

当（巧,…，〜）作微小变化时，#>，…， ^ m ) 也只作微小变化，因此存在 （ a 2 , …， 
o - n ) 的一个环境 Ai ， 使得当 （^2, …， a n ) e Ai 时 

| Q (^1 + iTl ， a 2 , … , C 7 n )| ^ | c |, 

利用这个方法容易知道,可以作出 R n ~ l 中可列个互不相交的可测集 {△,} 使满 
足前述要求. 

(4) 现在设 Q ( a ) 是一般的多项式.今证必有非退化的实系数线性变换 

71 

crj = (7.3.31) 

fe=l 




§7.3 广义函数的 Fourier 变换 


• 419 . 



图 7.4 


其中 det(b jk ) + 0——把这个变换简记为 a = brj ——使得 

771—1 

Q{a) = Q(br]) = ar\^ + J^Qfc(r/ 2 , … ， r/ n )r^ ， a^0. 

k=0 

事实上,设 Q 是 m 次的多项式，如果 Q 中的所有 m 次单项式的和是 

T 

在上式中，以 （7.3.31) 代入,得到7/的 m 次齐次多项式,它的 < 的系数是 

a = Y , a rb \\ r bf {^- b ^{, (7.3.32) 


因此，我们可取^11, * * * ) ^nl 不恒为零，使 a # 0，再挑选&21? ^22, • • •2 nr .. ， 
b nl , …， b nn 使得 det ( b jk ) + 0. 这样挑选出的就满足要求 • 

对于多项式 Qi ( v ) = Q ( brj ), 我们作出前述的面 T Ql ， 我们作 T &， 它是 r Ql 
在映照 shbs 下的像，又作泛函 （ 如下： 




Q ( s ) 


(7.3.33) 


在上式积分中，作变换 s = bs\a = ba \ 那么上式积分化为 


Aips’) 


det(6)dcr / 


Jt Qi ⑽）、， 

是收敛的，而且确为7中的连续线性泛函.所以 （7.3.33) 定义了一个解析泛函， 
而且利用上述变换,容易证明 


f ip ( s)da 


■0(6s’ ） det(6)dcr / 


寸 { bcr ’、 det ( b ) dcr f 


嗲 (a’)da, 
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因此，= 1. 证毕 

我们注意，对于给定的多项式 P， 基本解一般不是唯一的.例如对于单变量 
的多项式 P，（7.3.11 — 7.3.12) 已经给出了具体的基本解不唯一的例.对于多变 
量的情况，也完全类似地可以举出例子.在定理 7.3.6 的证明中，适当地选取不同 
的 T q ， 就得到不同的基本解. 

下面我们举出具体的常系数线性偏微分方程基本解的例. 

例5 Laplace 方程 = f • 

这里，我们记 △ = ^ +…+ g，m 是一自然数，设五为基本解： 

A m E ( x )= S ( x ), (7.3.34) 

EeK '. 如果记 V = EGZ \ 那么上式经 Fourier 变换后变成 
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因此， g x { tx ) 是 a : 的 A - n 次齐次 函数； 另一方面，当 O 是 P W 的正交变 
换时，作 〆 = o - v , 就可以得到 

1 r p -\{Ox) <7 1 r p -'\x O~ y (T 

g \( Ox ) = / —. I - r - dcr = / - r - dcr 

{2nY J p x (2n) n J p x 

i r p -ix <r , 

=J2nr J ~^F da，= 9x{x), 

因此 gx { x ) 只和 | a :| 有关.这样一来 

夕入 ( x ) = c A | x | A_n , 

其中 c A 是常数.为了^十算 c A , 我们注意取适当的 A 就应有 ( P ~ x ^) = (2 jt )% a , 
J ( p ). 取 p = = ]^ e _ 气那么 


(p = (2nr/ 2 f[e-^ = (2jr) n/2 e- 啓， 
)=i 


因此 

经过计算可得 


因此 



E ( x ) = c 2m \ x\ 2m - n (7.3.36) 

是局部 Lebesgue 可积函数，这是 (7.3.34) 的基本解.以上的推导过程虽然是不 
严格的，但是我们“猜出”基本解后，自然容易直接验证它. 

6. 基本函数空间 S 前面我们挑选 K 为基本函数空间后显示出一个好处， 
就是广义函数相当多，因为 K 中函数的支集是有界的，所以对广义函数在自变 
数趋向于无限大时函数增长情况没有任何限制.但是从 Fourier 变换的角度来看, 
K 空间就有一个不足之处，其中函数的 Fourier 变换不在 K 中而在另一空间 Z 
中.此外在研究偏微分方程理论时也需要用到别的基本函数空间和广义函数空 
间.在本节中我们将介绍另一种常用的基本函数空间 S 和广义函数空间 V . 
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定义 7 . 3 . 6 设 以 x ) 是 上的无限次可微分函数，而且对任何非负整数 
组 /c = ( A ； i ，•. • ， b ) 以及非负整数组 g = ( gi , …， g n ), 

\Mk,q = snp\x k D q (f{x)p 

X 

是有限数,这种函数 p 的全体记为义 

在 S 中规定极限概念如下：当函数列{^} c 忒 P e 叉而且⑴对每个非负 
整数组和 g 

sup < oo; (7.3.37) 

V 

( ii ) 在 F 上％及其各阶偏导数都一致收敛于 p 及其相应的偏导数，那么就称 
在 S 中收敛于以 记为 A I 十 — oo ). S 按通常的线性运算以及这个 
极限概念成为基本函数空间. 

容易看出，每个微分算子 M 是 S S 的连续线性算子，即当 p 时, 
DVi / 三 

现在考察基本函数空间 S 和 K 之间的关系. 


引理 1 基本函数空间 S 和 K 有如下的关系： （ 1 ) KCS ; ( 2 ) 如果 {^}C 
K,(p e K , 而且％那么 p ; ( 3 ) K 在 * 5 中稠密（即对每个 (p e S 

必有一列 W ，} c K 使％丄办 

证 （ 1) 和 （ 2) 可以直接从定义 导出. 今证 （ 3). 当# e S 时， 我们利用奇异 
核 K m ( x){!jl (7.1.7)) 作出 


^m(^) = ($Tn^-rn){^) 

$ m ( x ) = 




咖)， 

0, 


(pm(x y)K m (y)dy, 
xe 心⑼， 

^ ^ *^772(0)， 


其中 ‘⑼是 W 中半径为 m 的球，显然 e K ， 并且对任何非负整数组 A ; 
及 g 


s\ip\x k D q (p m (x)\ ^ / sup \x k D q (f(x + y)\K m (y)dy 

X J X 

(j |c^ I sup I (x -h y) j D q if{x + y) \\y k ~ j \ 


\Km(y)\dy, 


(7.3.38) 


①此地 ㈣ 


<u=l / 
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上 式中兮 是多项式 展开/ = ^ 2 C ^ X + y ) j (~ y ) k ~ j 中常系数,= Ui , …，九) 

也是非负整数组，而 A ; 表示备应的力 < 幻，/ = 1,2,…， n . 由于 K m ( y ) 的支 

集是 M 彡' 而对这些仏|^'| ^ 1,又因为/ K m ( y)dy = 1,所以由 （7.3.38) 
m J 

得到 

||^m|U,g ^ ^2 l C il SU P | 办 V( X )I < °°, 

3<k X 

这就是说 ( p m eS 而且 { ip m } 满足条件 （7.3.37). 

另一方面，由 （7.3.37) 以及容易知道，对任何 s > 0以及非负整数组 
q , 必有正数丑使得当 | a :| > i ? 时 

\D q ip m \ < e,\D q ip\ < e. 


由于 D q ( p rn { x ) = J D q Q rn { z ) Km{z - x ) dz , 

和 §7.1 引理 1 的证明一样地可知 { DVm } 在五 71 的任一有界集（例如 { x \\ x \ ^ 
R }) 上一致收敛于 DV , 因此乃在五 n 上一致收敛于乃 V ,所以 Pm 三 A 

证毕 

现在我们来研究 S 空间中的 Fourier 变换: 我们仍和 K 空间一样地用 （7.3.1) 
来定义 S 空间中函数的 Fourier 变换,这时容易看出，对于 G 5, (7.3.2) 、 （7.3.3) 
仍成立. 

定理 7.3.7 Fourier 变换尹是 S — S 的一对一的连续线性算子, 
它的逆算子广 1 ( Fourier 逆变换）也是连续的，而广 1 = JF , 此地 J 是 

S 中算子: ( f { x ) ^ 

证当 p S 时，利用相应于 S 中函数的 （7.3.2) 和 （7.3.3) 式可知,对任何 
非负整数组 A ; 和 g 有 


a k D q (p(a) = i N ^ N ^FD k (x q ^) = ^ c A , M F(x A D^), 

入 ， m 


其中 c a ， m 是常数，它由 D k ( x ^) 运算产生的，;^表示对所产生的各项求和. 

入 ， m 

由于 


\ F ( x x D ^ ip )\ ^ J \ x x D ^ ip { x )\± 


f \ x\l + \ x \ 2 ^) D ^{ x )\ 

J ( i+m 


(7.3.39) 
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因此由 G 5立即可知 ( peS , 而且易知 F 是一对一的线性算子 .又 F - 1 = 
{^) J F 也是显然的. 

现在证明 F 是连续的：设上(^，这时由（7.3.39)，有 
\ a k D q ( p m { a )\ ^^2\ c x ^\\ F { x x D ^( p m )\ 

入 ， m 

^ | c 入， M | a (||(/? m || 入’， M + " PmU ， 

入 ， M 

其中 a = J 1 + | x | 2n ^ x? A ' = A + 2 n . 因此对每组 k 、 q , 有 

SUp||^ m ||fc,g < OO. 
m 

另一方面，由 (7.3.39) 可知 

\ D q ( p m ( a ) - D q ( p ( a )\ ^ \ F { x q (( p m - ( p ))\ ^ J \ x q {^ m ( x ) - (^( x))|dx + 

\x\^.R 

J ^ n /2 J krd^mWI + I ^ WDdx . (7.3.40) 

|x|>R 

由上述证明过程可知，上式右边第二个积分不超过 a(||^ m ||^,o + IMko )， 其中 
0 = (0,… ,0),^ = (qi + 2,…，如+ 2) •由三 p 可知，我们取 i ? 充分大可 

使第二个积分小于 I . 再由 ( fm ( x ) 在球 { x || x | ^ . R } 中一致收敛于#，可取 m 充 
分大，使 (7.3.40) 的不等式右边第一项不超过 e /2, 因此 { D & m } 在上一致 
收敛于 D ^. 所以尹 m A 尹，这就证明了算子 F 是连续的. 

显然 J 也是连续算子，因此 F - 1 = ^ n jF 是连续的. 证毕 

定理 7.3.7 说明，在研究 Fourier 变换时用 S 空间比用 K 空间更为方便.和 
引理1 一样地， S 和 Z 有如下 关系： 

引理2 基本函数空间 S 和 Z 有如下关系： （ i ) Z C 5; ( ii ) 如果{^} C 
e Z 而且 Vv 三也那么么嗲； （ iii ) Z 在 <5中 稠密. 

证弓 I 理2可由引理1通过 Fourier 变换 F 再利用定理 7.3.7 得到. 

⑴由于 K C & 由定理7.3.7,当 p K 时 F ( ip ) G 义但 Z = { F ( ip )\ ipeK }, 
因此 z as. 
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( ii ) 设 t 三办 这时必有… ％ e 使 F(if) = 也 F (%) = 由 F - 1 
的连续性得到 A 再由引理1得到％ A 因此再由 F 在 S 中的连续 
性得到 Vv 

(iii) 任取 ^ es , 由定理 7.3.7, ip = FD e S . 由引理 1 必有{^} C K 

使外 因此再利用 F 的连续性， FOp 。 〜，但 F (^) e Z , 这就证明了 
Z 的稠密性. 证毕 

我们注意，尽管 K C & Z C &但 S 并不等于 K \ JZ , 

例6 任取非零的 ipeK , 非零的 ipeZ , 显然 T + 仏 S , 但 P + 0 的支集 
不有界，所以 p + K ， 由于 p 不是解析函数，所以# +4也不是解析函数，因 
此这就说明了 S ^ K \ JZ . 

7 . 广义函数空间 V 

定义 7.3.7 基本函数空间 S 上的连续线性泛函也称为0上）广义函数， 
它的全体也称为广义函数空间，记为 V •当 { F m } C S\F e 而且 p 每个 
= 那么就称在 V 中收敛于 F ， 记为 I F . 

我 15$ 在考察 y 与 r 之间的 关系： 根据引理1的⑴和 （ u )， 容易 看出: 
对每个 F e V ，如果把 F 限制在 K 上时 ， FU e 因此映照 F ^ F | K 为 

S l -^ K 1 的算子.这个算子显然是线性的.而且如果巧、巧是 V 中两个泛函, 
如果 F x \k = F 2 | k , 根据尺在 S 中的稠密性,立即可知在 S 上 也有巧 = 因 
此映照 F h 是可逆的.另一方面，当 { F m } c V , F e V 时，如果 ^ F ， 

那么显然有 F m \ K ^U F \ k . 因此映照 F H F | K 把 y 嵌入 M 并且保持线性运 
算和极限关系.今后为了方便起见就把 V 中的 F 与中的—致化.这样 
就得到关系式 y C 同样地可以把 y 嵌入因此又有关系式 y C 

我们注意, L * 中的局部 Lebesgue 可积函数未必是汐中的泛函. 

例 7函数 el # 属于 L *， 因此也属于 K /， 但是它不属于因为它在无限 
远附近的增长程度很高，当它和 Z 中某些非负函数相乘时的积分是发散的. 

所以 L * 中函数也未必属于 V ，但是容易证明，当/ € L 2 ( E n ) 0^,对一切 
^ e S 

(/, ^) = J /( 咖 ㈤ d 工 

存在，而且# ^ (/，⑷是 S 上的广义函数，我们把这个广义函数与/ 一致化就 
知道 L ，） cS ，， 在 L 2 ( E ” 中采用按范数收敛来规定极限概念，容易看出，当 
{Me L 2 ( E n )Je L 2 ( E n ), 而且尺/时，扎 I /• 总结起来,对所讨 
论的一些空间我们有如下的关系. 
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定理 7.3.8 函数空间及广义函数空间 K 、 Z 、 S 、 L 2 、 IC 、 Z ，、 S f 等之间有 
如下的关系： （ i ) 

Kc.Sc. L 2 (E n ) cS f cK f (7.3.41) 

而且 

ZcSc L 2 (E n ) cs f C (7.3.42) 

( ii ) 在 (7.3.41 - 42) 的小空间中函数（广义函数）列的收敛蕴涵着按大空间的极 
限概念也收敛 ( iii ) (7.3.41 — 42) 中小空间（按大空间的极限概念）在大空间 
中稠密. 

对于 V 中广义函数也和 W —样具有定理 7.2.1 — 4那样的一些基本性质. 
在定理 7.2.1 — 4的叙述中，换 W 为 V ,那么这几个定理仍然成立.这些我们就 
不详 述了. 

S 1 中广义函数的构造比中广义函数的构造要简单些. 

定理 7.3.9 广义函数的构造）设/ G V ，则必有非负整数组 g 以及 

E n 上的连续函数 p ， 它具有如下的性质：存在一个自然数 A : 


sup 


I 咖 )1 
(l + |x | 产 


< oo , 


使得 / = D ^ g . 

我们略去这个定理的证明. 

关于 V 广义函数，我们可以仿照 （7.3.14) 定义它的 Fourier 变换. 

定义 7.3.8 设/ 6 V ，作 S 上的连续线性泛函 

称它是广义函数/的 Fourier 变换,有时也记为 
由定理7.3.7,容易看出有 

定理 7.3.10 Fourier 变换 F 是广义函数空间 Y 到 V 自身的一对一的连 
续线性算子，而且 F - 1 也是连续的，同时 1 = ^ n jF . 

此处 J 是 V 中如下的算子，当/ € V B 寸 

= (/，#(-(•)))，#“• 

①换句话说，任取（ 7 .3. 4 1 — 4 2 )中满足关系^ C ^的两空间（例如少=少= 50当 
{(fu} c 少, p e 少时，如果 vv V 3 ,那么外V 3 . 
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关于 V 广义函数的 Fourier 变换也有类似于定理 7.3.4 的定理,这些就不再 
详述了. 

为了适应分析数学的不同需要，除去 K 、 Z 、 S 外,有时还要采用别的基本函 
数空间0以及相应的广义函数空间通常在选择0和0中极限概念 
时，至少要求它满足如下的三个条件 ：⑴ K C 步 C L *; ⑻当{外} CK ^ eK , 
且％三 P 时％上 ( iii ) 按多中的极限概念, K 在步中稠密. 

这时记 以为步 上的连续线性泛函全体，在其中取弱 * 收敛作为极限概念, 
这样一来，也就同样有下面的关系 

K C ^ CL * C^ f C (7.3.43) 

( ii ) (7.3.43) 中小空间中函数列的收敛蕴涵按大空间极限概念也 收敛； （ iii ) 小空间 
在大空间中（按大空间的极限）稠密. 

为了适应分析数学的要求，有时往往要求多中函数性质足够好，使得能对 
多中函数进行某些微分运算，并且对少中函数在无限远附近函数值趋于零的情 
况有一定的限制，在偏微分方程中为了研究边值问题，有时还要考察支集在某个 
特定区域中的基本函数空间，这些我们就不详述了. 

习题 7.3 


1. 验证公式 （7.3.2 — 6). 

2. 证明 (7.3.12) 是方程烈=1在 Z 中的通解. 

3. 验证 §7.3 第三段中 Fourier 变换公式表中的第4 一 9行. 

4. 求出当 2m ^ n 时方程 A m jE = 6 的基本解的表达式. 

5. 设/、 p 6 而且/的支集是有界的， p 是任一多项式,证明 

P(D)(f * g ) = ( p ( D ) f ) *g = f * ( p ( D ) g ). 

6. 证明的充要条件是 ：（ i ) 对任何非负整数 l (7.3.37) 成立； （ ii ) 在炉的 
任一有界闭集上 ， 及其各阶偏导函数都一致收敛于^及相应的偏导数. 
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习题 4.1 

1. 证明例6中按距离收敛等价于各阶导数均匀收敛. 

证 [ aA 是区间内无限次可微函数全体，定义 

q ^ 1 \f {l/) (t)-g^\t)\ 

P/ , 9 l + 

设 {fn}J e C°°[M ]， 如果 P(/n，/) — 0, 则 - f (u) {t)\ 0(u = 

tG[a,6] 

1，2,3，...)， 即知皮 〉 在 [ a ，6] 上均匀收敛于/ ( 吃 

反之， 如果皮 )— /…=1，2,3,…)， 其中皮 ) 是在 [ a ，6] 上均匀收敛于/⑻ 

oo . 

的 . 于是对任何 e 〉0,先取 7 V ， 使 E < I 从而 

u=N-\-l ^ 


/£ £ 、 ^ „ l/t)W-/(")WI, 

p(/n，/) <〉 max -^- h s. 

由于皮 ） 在 [ a ，6] 上均匀收敛于/⑻卜=1，2,…， TV ). 又有爪，当 n 彡爪时， 
m 严 \f^(t)~ / ⑻⑷ I < $ k = 1，2, … •， TV ). 

te[a,b] Jy 


令 7V 2 = max(A/ r , N。, 则当 n 彡 iV 2 时， p (/ n , f) < N . ^ + e = 2e , 即 f n — f(p). 
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3• 设丑是一度量空间，距离为 p(x ， y). 试证：对于固定的吻，函数 p(x 0 , x ) 是 
R 上的连续函数.（即当 p(x n ， a:) — 0(n — oo) 时 , p(x 0 ,x n ) — p(x 0 ,x)(n oo)) 
证由三点不等式， \p(x n ,x 0 ) - p(x,x 0 )\ ^ p(x n ,x), 并由 p{x n ,x) 0 ,即知 
\p(x n ,xo) - p(x,xo)\ 0(n ^ oo ), 从而 p(x n ,x 0 ) p(x,x 0 )(n oo). 

5 .设尺是 n 维空间中一族函数，其中每个函数 ip ( x ) 在区域 \ x \^ a >0 
上等于零,并且 wOr )， 在 P 上是任意次可微的，令 


= ^2 

V 


1 max|DP(yp-VQI 
N ( p )\ 1 + max \ DP{if 5 


这里 ， DP = dx P~. • - dx P; ，P = ( Pl ， P 2, … ， PnhN[p) = P 1 + ---+ Pn , 而且 Pl ， …， 

Pn ^ O 都是整证明\是一个度量 空间； 在丑中 Wn } 收敛的概念等价于％ 
及其各阶偏导数 D ^ n ( x ) 均匀收敛. 

证 与题 1 类似,如果 — p ( p ) •则 max \ D p (( p n - cp )\ 0 (n ^ oo ) (对任 

X 

何 P = ( Pl ， P 2, … ， Pn ))， 即 


max \ D p ( ip n ) - D p (( p )\ 0, 

X 

即的各阶偏导数都均匀收敛于 p 的相应偏导数. 

反之，如果 D 〜 DP ⑼，其中收敛是指均匀收敛，且对任何 P =(仍，…， 
Pn ) 都是一致的，则对任何 e > 0,先取 AT ， 当 N ( p ) > TV 时 ， L <6. 

N > N ( p ) 八⑼. 

再可取 A ^， 使当 n > TVi 时， 


max | D p ((^ n ) - D p ( ip )\ < e / N , 

X 

其中 TV 表示 N ( p ) < N 的 p 的项数,于是当 n 彡 max (7 V , TVx ) 时, 

|p(^n) -pMI < 26：, 


即知 p(^Pni ^ f ) ~^0(71 ― ^ OO ). 

7 .R 是非空集， p ( x , y)^R 上两元非负函数,如果满足 
1。 p ( x , x ) = 0 ,x e R ; 

2° p { x , y ) ^ p ( x , z )+ p ( y , z ) ( x , y，z e R 、' 

称 p 是丑 上的拟距离，如果 p { x , y ) = 0,记 x 〜 2 /，证明： 〜是 R 上的一个等 
价关系.设商类（即等价类全体）为切=尺/〜.在切上作二元函数？：对任何 

y ) = p ( x ， y ) ( xex , yey ). 
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证明：？ 是多 上的距离（通常称 (^, p ) 为按拟距离 p 导出的商度量空间). 

证 p { x , y ) > 0及 p { x , y ) ^ p ( x , z ) + p ( y , z ) 是易见的.要证明的是由 
p ( x , y ) = 0可推出 x = y . 如果歹(?,刃= 0.则 p { x , y ) = 0 (x e x,y e y ). 
即属于同一个等价类，即 i = 孓 

实际上，〜是个等价关系是明显的. ip { x , x ) = 0说明: r 〜 x , p ( x ， y )= p { y , x ) 
即知 a : 〜^/时 2 /〜: r . 而由三角不等式，由 p ( a :， z ) = p ( y , z ) = 0 可知 p ( a :， y ) = 0, 
即 x 〜 z , y 〜 z 可得 a : 〜 2/.) 

习题 4.2 

1. 在二维空间尺 2 中，对每一点 z 二（％ 2/)，令 

|| z || = max {| x |,| 2 /|}, 

证明 || • || 是丑 2 中的一个范数.问 

⑴点集 k = { z \\\ z \\< l } 是什么点集？ 

( ii ) 置 ei = (1,0), e 2 = (0,1), 证明以原点 O = (0,0)及 ei , 为顶点的三角 
形在此范数所确定的距离之下是等边三角形. 

证 z = ( x , 2 /).|| z || = = 2 / = 0,即 z = (0,0). 又 z = ( x , y ), a E R 

时 ， az = ( ax , ay ).\\ az \\ = ma , x {\ ax \,\ ay \} = \ a \ max {| x |, | y |} = | a | - || z ||, 又若 
z 二 { zi , z 2 ),x = ( x 1 , x 2 ),y = ( 2 / 1 ， 2 / 2 )， 之 = x + y , zi = xi + yi , z 2 = x 2 + 2 / 2 ， 

||x + y || = max {| xi + 2 / i |, \ x 2 + y 2 \} ^ max {| xi |, | x 2 |} + max {| yi |, \ y 2 \} = | k || + ||2/||. 

所以 INI 是范数. 

( i ) k = { z ||| z || < 1} 即 {( x , y )\\ x \ < 1 且 | y | < 1}， 它表示以原点为中心，边 
长为2的正方形内部（不包括边界). 

( ii ) 以 0(0,0) 及 ei = ( l ，0)， e 2 (0， l ) 为顶点的三角形的三条边长为||(1,0)||, 
||(0,1)||， || ei - e 2 ||. 由定义它们都等于 1. 从而是等边三角形. 

3.设 C (0,1] 表示在半开半闭区间（0，1]上处处连续并且有界的函数 x ⑴的 
全体. 对于每个 I G C (0, 1]，令 


IWI = sup \ x { t )\. 

0< t^l 

证明： 

( i ) || x || 是 C (0,1] 空间上的范数， C (0,1] 按 II . II 成一线性赋范 空间； 

( ii ) 在 C (0,1] 中点列 { x n } 按范数 II . II 收敛于的充要条件是{〜⑴}在 
(0,1] 上均匀收敛于吻⑴. 
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证在 C (0,1] 中的相加及数乘理解为函数的逐点相加及数乘，即 (x+y)(t) = 
x(t) + y{t), (ax)(t) = ax(t). (x,y G C (0, l],t G (0, l],a G R). 它当然是个线性空 
间，对于 x ， y，e C (0,1]. 

|| a :|| ^ 0, \\x\\ = 0 即 sup \x{t)\ — 0, 也就是 a : ⑷ = 0 (t G (0,1]), 即 a : 是 

_ te ( o , i ] 

C (0,1] 中零元素. ||ax|| = sup |(a (: r)) ⑴ I = sup \ax{t)\ = \a\ - sup |x ⑴ | = 

te ( o , i ] te ( o , i ] te ( o , i ] 

M . IWI •及 

\\x + y\\= sup |x ⑷ + 2 /⑷ I 彡 sup 刚 I + sup \y(t)\ = || x || + || 2 /||, 
te(o,i] te(o,i] te(o,i] 

所以||.||是(^(0，1]的范数. 

又对于 {x n } 及 a : G C (0, l],x n x 即为 

\\x n - x 0 || — 0 o sup \x n (t) - X 0 ( t )| 4 o o a : n ⑴在 （0,1] 上均勻收敛于 

_ ， i] 

Xo(t). 

5 .R 是赋范线性空间，它称为严格赋范的，如果三角不等式 lk + 2 /IK || x || + 
IMI 中等号成立仅仅只有 x = 0^y = ax(a ^ 0). 证明欧几里得空间 E 2 是严 
格赋范的（分析上常用的严格赋范空间之一是 LP(p > 1), 可见§4.3,严格赋范空 
间的作用参见§4.4,习题14)，举例说明 C[a^L[a,b] 不是严格赋范的. 

证五 2 中对 z = ( x , y ), 范数定义为 || z || = y / x 2 + y 2 , g 际上这就平面几 
何中向量的模长.在平面几何中，两个向量满足 |a + 6| = | a | + |6|, 仅当 
这两个向量中有一个是零向量或这两个向量方向相同，也即？/ = > 0) .所 

以五 2 是严格赋范的. 

在 C [ a ，6] 中，例如/⑻是恒等于1的函数， 〆 x ) 是函数这时||/|| = 

1，||分|| = l ,||/ + g || = 2. 但/ 乂 ag ( a 彡 0) .在 L[a, b] 中仍用上面的两个函数, 

这两个函数都是非负值的，||/ +分||= / (/ + g)dm = [ / dm + [ gdm = 

J[a,b] J[a,b] J[a,b] 

ll/ll + IMI . 这说明 C[a,b],L[a,b] 都不是严格赋范的. 

7. ( X , B ) 是可测空间， F ( X ， B ) 是 ( X , B ) 上(有限值)实或复广义（带符号) 
测度全体，在 V { X , B ) 上定义加法和数乘为 

(// + v ){ A ) = fi ( A ) + v { A ), V { X , B ), AeB ) 

{ afi ){ A ) = afi ( A ) (/x G V { X , B)A G B ) 

(n n "j 

并规定 M = sup j [K^i)| Ei e = U ^ = x f * 

证明 || • || 是 V ( x , if 上的范数. Z_1 

证仅就实值广义测度的情况来证，此处 B 是 X 的 a - 代数 （ S 卩 XeB )^ 
规定的加法及数乘下， V ( X , B ) 易见是个线空间，零元素是在 B 上取值恒为0 
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的测度.只要验证II • II满足范数的条件 .IMI > 0,当 M = 0时， || M || = 0. 如果 
M \=0. 易见对任何 E e B ， tx [ E ) = 0.即 M 是取值恒为0的广义测度，即/X是 
V ( X , B ) 中零元素， ||a 川 | = |a| • ||川|由定义即知，又当 e V ( X , B ) Ht, 对任 
何 e 〉0,即 B 中互不相交的及，…，五 n 使 

n / n \ 

+ (拉）|〉 y + u\\-e. |J^ = X 


Tl 7 b 7 b T \ 

而 Ei ("+ w ⑹ I < E ( i " ⑹ I 作⑹ i ) = Ei 〆 及 ) i + E …⑹ I < mi + imi . 

i = \ i=l i=l i=l 

由 f 的任意性， + ||/ x || + lkl |. 因此 ， II .1 是 V ( X , B ) 上范数. 

9. 证明线性空间 X 中任何一族凸集的交仍是凸集，对任何吻 e X ，凸集4 
“移动”: ro 后所得的集 A + x 0 = { y - hx 0 \y e A } 仍是凸集. 

证 设是一族凸集，记 A = 「| 八\，若 G A ， 即: r ，2/ G G j )， 由 

入 

A \ 是凸集 ， ax -\- (1 — a)y G A \(0 彡 a 彡 1)， 从而 ax + (1 — a)y G A . 所以 A 是 
凸集. 

设 A 是 X 中凸集，: r 0 e X . 于是， A -\- x 0 中任何两个元素有形式 x + x 0 A 
y + x 0 ( x,y e A ). 对 0 彡 a 彡 l . a(x + x 0 ) + (1 - a)(y + x 0 ) = ax + (1 - a)y + x 0 , 
因为 ax + ( l - a)y G A . 所以 a ( a : + : r 0 ) + (1 - a)(y + x 0 ) e A + x 0 , 即 A + 吻是 
凸集. 

习题 4.3 

1. 证明 H 61 der 和 Minkowski 不等式成为等式的充要条件分另 U 是 ci \ f ( x)\ p = 
C2 \ g { x )\ q , cif ( x ) = c 2 g { x ). 

其中 Cl , c 2 是非负常数（这说明 P 是严格赋范空间，参见 §4.2 习题 5). 

证 如果/ ㈤ 与 〆 r ) 中有一个0,则显然 Holder 不等式及 Minkowski 

不等式都成为等式，因此设/，9都不几乎处处为0,令 Wx ) = f ( x )/\\ f \\ p ^( x ) = 

并记 If ⑷ l p 及 \^{ x )\ q 分另 1 』为 A 及 B (都与 T 有关).由 Young 不等 

^ Ap B 1 ^ - a -^- b . BP 
v q 

V Q 

这个不等式成为等式只有在 mx )\ = i ^^ r 1 时成立. 

由此得到/ | p (: r ) V ^: c )| d " < i / \( p ( x )\ p dfi +- [ \^( x)\ q dfi = 1. 

Je V Je Q Je 

而这不等式要成为等式，即是 \( p ( x )^ p ( x )\ = -\ if ( x)\ P + -|^(^)| 9 . 

V Q 
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(/< 分可知 / f gdfi ， 面要 f fdfi= [ gdfi 即为 f (g - f)dfi = 0 , M. 

J E J E J E J E J E 

而分 一/ 土 0, 也即 / 土 w ) 

这样，在都不几乎处处为0的条件下，要使 Holder 不等式成为等式，条 
件是 \^( X )\ = \^ p { x )\^-\ 也就是 l / Or ^- 1 与 \ g ( x )\ 的比值几乎处处等于一个正 
数.即 |/(4 l ( p _ 1) g 与 \9( x )\^ 的比值几乎处处等于一个正数，可见有两个正数使 
Ci \ f ( x)\ p = c 2 \ g ( x )\ q . 这是使 Holder 不等式成为等式的充要 条件. 

再看 Minkowski 不等式，同样，如果/,9中有一个几乎处处为0,当然是成 
立等式的，所以可设都不是士 0的，由于 

f E 1/ ⑻ I . \f(x) + g(x)\P/qdf^ (J e P (乂 \f(x) + 咖 )|%) ' 

\9(x)\\f{x) H- g{x 、 \ p/ X 〈 Je l^(^) P d^ (乂 l/W + 分 ㈤ l P d ") ， 

而得到 


/ (I/W + 咖 )|)Pd M 

J E 

=f 1(/(4 + g( x )\ 1+p/ X f ( 1 / ⑷ I + 1 分 ㈤ I) • \f( x ) + g(x)\ p/q dfi 
J E c/ E 

< (X l/dd") + ( 乂 bdd") (^J E \f( x )+ 9 (x)\ p d^j ， 

在 / + g # 0 时，就得到 Minkowski 不等式，所以要使 Minkowski 不等式成 
为等式，各部分的 < 都要成为等式，也 就是： 有两个正数 C l 5 C 2 ^ C !|/( X)|P - 
c 2 \ f ( x ) + g ( x )\ P . 又有两个正数4,使 c [\ g ( x)\P = c f 2 \ f ( x ) + g ( x )\^. 并且 
\ f { x ) + g { x )\ = \ f ( x )\ + \ g { x )\, 也就是 f 与 g 几乎处处是符号相同的.从而必定 
有两个正数及 c 《使 〆 // =^= 结合 /, g 中有一个几乎处处为0的情况.可 
知 Minkowski 不等式成为等式的条 件是： 存在两个非负数 €^ 02 ^ 0 ^ = 029 . 

3. 对于 0< p < l ， 在卩中，规定 

OO 

Ikllp = [ l 々 | P ( x = (工 1，工2, •••))• 
i=l 

证明 ：||.|| p 是 p ( o < p < 1) 上的准范数. 

证 易见 \\ x\\ p > 0,且 \\ x\\ p = 0等价于 x = 0 (BP X = (0,0,0, •••))• 对于两 
个非负实数工，2 /， (x + 2/) p 彡 # + 2 / p (因0 < p < 1) 从而对 x,y e l p . \\x + y\\ p = 

Eki + yii p ^ ；£( w p + m p ) = £ w p +£ I 队 i p = ii 工 Up + imi p . 

i=l i=l i=l i=l 

~ II — x|| p ="|| x|| p 当然成立，灰际上 || ox|| p = | a|P . || x || p , 而由此即知 
lim \\ a n x \\ = 0 及 lim || ax n || = 0. 

Q n—>-0 ||x n ||p—>-0 
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1. 设 B 是度量空间中的闭集，证明必有一列开集 Oi , o 2 , .. , o n , .. 包含 

oo 

B 而且厂 | O n = JB. 

n=l 

证对 n = l ，2,3, ….，令 O n = { y | 有 ： r G B 使 p ( x , y )<^\= (J O ( x , 

L ' xeB ^ ’ 

oo oo 

易见 0 n 〕 B(n = 1，2,3, . • •）， 从而 p | On D 反之， 若 y G p | O n , 可证 y e B . 

n=l n=l 

因为 y e On 从而有 : c n G B 使 p { x n , y ) < 由于 JB 是闭集，由 — 2 / 可知 

n 

oo 

y G R 由此厂 1 0 n = R ( B 为空集时，取 O n {n = 1，2,3,…）为空集即可） 

3. 设礼证明度量空间 C [ a , b ] 中的集 

{ x \ 当 t B 时: r ⑴= 0} 

是 C [ a , b ] 中的闭集，而 

{ x \ 当 t e 时 | x ( i )| < a } (a > 0) 

为开集的充要条件是 : B 为闭集. 

证 可设 B 非空，对于每个 f e [ a ， 卟记 F t = {xe c [ a ，&] b (0 = 0}. ji!ij 
Ft 是 C [ a , b ] 中闭集，因为当 — : r (: r n 是 C [ a , b ] 中点到 x 也是 C [ a , b ] 中元， 
x n ^x 是指 C [ a , b ) 中收敛，即在 [ d ，6] 上均匀收敛）且 G R 时 ， M i ^{ z | 当 
t G J 5 时: r ⑴= 0} = P | F t 是闭集. 

teB 

对于 a 〉0,记 G a = { x | 当 f G B 时 | x ⑷ I < a }. 如果 B 是闭集，则 
对于 G a 中的 x ， 由于⑷ | 是 [ a ，6] 上连续函数.在闭集 B 上取到最大值.由 
卜⑷ | < a(f G JB 时)，因此 sup \ x ( t )\ < a . 记 e = a — sup | a : ⑷ | .则 £： > 0，它 

teB teB 

使0卜，0 C G a . 因此 G a 是开集.反之若 G a 是开集，要证 B 是闭集，用反 
证法，这时有 t 0 是 B 的极限点但纟0送 R 这时作函数 x 如下： x ( t 0 ) = a .在 
[ a , toi 如上都是直线且 t ⑷= z ⑼= 0 (如果紀本身是 a 时， x 是在6取值 
0,在 a 取值 a 的直线 M 6时类似).易见这样的函数 x ⑷ ^ xeG a . 但对任 
何£：〉0, 中总有 t 使: r ⑷> a — £. 从而函数: r ⑷+ £：《 G a 即 x 不会是 G a 的 
内点，与 G a 是开集矛盾！ 

5. 证明4为闭集的充要条件是 A = A . 

证因为 Z 是丑中所有包含4的闭集的通集，是包含4的最小闭集.当 
A 是闭集时 , A = A . 而 A = A 时 A 当然是闭集. 
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7.设义是度量空间中点集，证明 K { A ) = R — ( R - A ). 

证 若 则有 e 〉0 使 O ( x 0 ， e)c A 所以 R-AcR-O(x 0 ,£). 

由于只 — 0(x0, e ) 是闭集 • （_R — A ) (Z R — O(xo, e ), O ( a ： o , £) (Z R — (R — ^4). 可见 
xq G R — {R — A). 反过来，若 xq G R — ( i ? — A). EP xq ^ {R — A). 因此 xq G A 
且 xo 不是一列不在 4 中的元素的极限.即有 e 〉0使 O ( x 0j £) 中没有不在 
A 中的元素，也就是0( X 0, e ) C A 从而 ： ro € K(A). 综上两部分， 


K ( A ) = R -( R - A ). 

9. 对于度量空间只中的点集 E 上的实函数 /( x )， 如果对于每点 x 0 e E 有 
lim sup f(x) ^ f(x 0 ), 

r ^°xeO(x 0 ,r)f]E 


称 /(X) 在 x 0 是上半连续的，试 证：当 /(X) 是£；上的上半连续函数（即/ 在五 
的每个点都上半连续）时，对任何常数 a ， 

E ( f ( x ) ^ a ) = { x \ f ( x ) ^ a } 

是相对于 E 的闭集，反之也真. 

证相对于 E 的闭集就是只中闭集与 E 的通集，也就是把 E 本身作为 
度量空间看时的闭集.这也就是/的定义域认为是全空间时的情况（所以，下 
面就设 E = R , 就可以免去相对于这样的字样，而上半连续的定义中就成为 
lim sup f { x ) ^ f { x 0 ). 

0 xeO(xo,r) 

设 / 是只上的上半连续函数，即对每个 xo G 尾 

lim sup f ( x ) 彡 / ㈣ ， 

r _>0 xGO ( x 0 , r ) 

从而对任何 £〉0.有7*〉0使 f ( x ) < f ( x 0 ) + e (当 : r € O (: r 0 , r ) 时). 

于是，对任何常数 a . 考虑集 E ( f ( x ) < a ) = { x \ f ( x ) < a }. 若某个元: r 0 e 
£*(/(：!：)< a ) ，即 f ( x 0 ) < a , 由上所述，有 r 〉 0 使 /⑷ < a ( 当 : r € O (: r 0 ， r ) 时)， 
可见 E ( f ( x ) < a ) 中每个点是内点，即 E ( f ( x ) < a ) 是开集，从而 E ( f ( x ) ^ a ) 
是闭集. 

反之，如果对任何 a , E ( f ( x ) ^ a ) 是闭集，则 E ( f ( x ) < a ) 是 开集. 即如果 
f ( x 0 ) < a , 则有: r 0 的邻域（从而有 r 〉 O )0(: r o ， r ) 使 /⑷ < a ( 当 : r G O ( x 0 j r ) 
时).这就说明，对任何一个 x 0 eR 及任何一个〉 f ( x 0 ) 的数 a ， 必有 xg 的邻域 
O (: r 0 ， r ) 使 f ( x ) < a(x G O ( x 0 , r )) 这就说明 lim sup f ( x ) ^ /(x 0 ). 

r ^°xeO{x 0 ,r) 
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11 .设况 是度量空间，4 是况 中的点集，如果对于4中任何两点 x ，2/， 有4 
的联络子集包含这两点，那么4是联络点集. 

证用反证法，如果4不是联络点集，则4本身作为度量空间有两个非空闭 
集 F ll F 2, F 1 f ] F 2 = 0 ，R UK = 4.即 F u F 2 都是4的开集，取 x G F u yeF 2 . 
那么包含 X ，^/的4的子集 B 不会是联络的 （巧 A 托 fl B 是 B 本身作为度量 
空间看时的闭集，是两个非空集且并集为 B ). 与假设矛盾！ 

13.设 F 是度量 空间况 上的有界闭集， x 0 《问是否存在2/0 € F 使 
p (^ o ,2/ o ) = p ( x 0 , F ), 为什么？ 

解 未必.本题中未要求度量空间的完备性，例如实数的子空间 {0} U (1.2), 
这时（1， 2) 是闭集， p (0, (1， 2)) = 1. 

但即使要求空间的完备性成立，结论也不一定成立.例如况= {0,1, 2,3, 
4 , • • • }• 距离 p 定义为 p ( m ， n ) = 2( m,n 是正整数 ， m # n ) p (0, n ) = - — 1 (n 是 

TL 

正整数） (p(x,x)=0, 对任何 xeR), 这是完备的度量空间，而 F = {1，2,3,4, • • • }， 
工 0 = 0时， p(x 0 ,F) = 1. 不存在 yo 6 F 使 p(x 0j y 0 ) = 1. 

15.设是赋准范线性空间， E 是闭线性子空间，仿本节第七小节，证明 
R/E 也是赋准范线性空间. 

证设况 是赋准范线性空间 ， p 是 R 上准范数，即 P 满足⑴ P ( x ) > 0 jP ( x ) = 
0等价于 x = 0. ( ii ) p(x + y ) ^ p ( x ) + p ( y ). ( iii ) p (- x ) = p (: r ) 且 \ im ^ p ( a n x )= 

0 ， lim p(ax n ) = 0. E 是的闭线性子空间.对于 x，y £ R 如桌 x - y £ E ， 

p ( x n )-^0 

称 r 与 2 /等价.记为 x 〜 y. x £ R, l^x = {y e R\y 〜 a :}. 〜是中等价关 
系（即 a : 〜 a :， a : 〜^/时^/〜 : r ，: r 〜^/，^/〜2时 a : 〜 2). J 是与: r 等价的兀全体.当 
4 在云中，规定及 

aJ = 55. 它也是线性空间，也就是 R/E. (这是一个线性空间关于它的一个线性 
子空间五的商空间的作法 

现 E 是况的闭线性子空间，对于 J G 况/五，令 P (^) = 下面证明 P 

X Gx 

是 R / E 中的准范数. 

( i ) p ( x ) ^ 0, p (0) = 0是显然的•若歹 ( J ) = 0.即 inf p ( x ) = 0. x 表 7 K 

{ x - y \ yeE }, 即有一列 E 中元{%}使 Ph _ 2/ n ) — 0. 由$五是闭的 . E 即 
x =五= 0是 R / E 中的零兀素. 

( ii ) 对任何 x,y e R/E.p(x) = inf p ( x ) = inf p(x - z),p(y) = ini p(y - z). 

x€.x zEE zEE 

M p(x + y) = inf p(x + y - z), 对任何 e 〉0,有 zi e p(x - z\) < p(x) + e . 

zEE 

又有 Z2 e E ， 使 p(y - Z 2) < p ( y )+£- 从而 p(x + y - ( ziz 2 )) < p ( x )+ p ( y ) + 2 e . 
从而 p ( x ^+ y ) < p ( x ) -\- p ( y ) + 2 ； e . 由 e 的任意性， p {^+ y ) ^ p ( x ) -\- p ( y ). 
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( iii ) p (- x )= 歹 ( J ) 由 p ( x ) = p {- x ) 即得 (-x = - x ). 

由于 55 = aJ ，55 = { oty\y G x ). p ( ax ) = mf _ p ( ay ) ^ p ( ax ). 因此对 a n — 0 
及 x e R , p ( a ^ x ) ^ p ( a n x ) 0 . 所以 p ( a n x ) 0 另一极限式类似 可证. 

习题 4.5 

1 .设况 是赋范线性空间， RxR 为形如 

( x , y ) { x , yeR ) 


的向量组全体，按照线性运算及范数 


a ( x , y ) + a f ( x , y ) = (ax + olx 1 , ay + oty ), 

n VNI 2 + NI 2 


所成的赋范线性空间，证明 i ? x 况 到况 的映照（ X ， 2/) H X + 2/是连 续的. 

证记这映照为即 ^ f (( x , y )) = :r + 2 /， 在 i ? xi ? 中，点列 {(： r n ， y n )} 及 
(工 0 , 2 /。）使（〜， 2M )— (吻， 2 /。）等价于〜 — 吻， 2/n — 2 /。这时 x n y n x 0 + yo 
因此 p 是 — i ? 的连续映照. 

3 .设丑是赋范线性空间，在丑 x 丑中赋以两个范数 || • || 及 || • || l7 \\( x )y )\\ = 
VW + NI 2 , ll(^2/)lli= max(||x||, ||2/||)./ 是⑺ x 尽 || • ||) 到（丑 x 叹 || • IK) 上 
映照 

卿如 1 )’ t ) = (: :)(;)， 


即 A = ax + by, yi = cx + dy. 而数字阵是非 奇的. 证明 / 是拓扑 
映照. 

证 f((x,y)) = (ax + by,cx + dy). ^ (x n ,y n ) ( 吻， 2 / 0 )(|| . ||) 即 〜— 
xo,yn — yo . 于是 cix n + by n -> ax 0 + by 0 , cx n + dy n — cx 0 + dy Q . 所以 ( a : r n + 
by n ,cx n ^-dy n ) ( 似 0 + 咖， cx 0 +%))(|| • ||0 .即 f((x n ,y n )) /(( 吻， 2/o))(||. ||i). 

由此 / 是连续映照•由 & 是非奇的.广 1 是同样形式的映照./一 1 …， 2/)) = 

( ai x + & l2 /， Cl x + d l 2/ ) g +( ai 是 P M 的 逆阵. 同样可证明 /- 1 是 

V Cl di J \c dj 

(R x ^ Hli ) ^(RxR, H |) 的连续映照.即 / 是拓扑映照. 

5•设 ( X , p ), ( r , p ), ( Z , p ) 是距离空间，/是 （ X ， P ) — ( Y , p ) 的连续映照，分是 
( X ， p )-> ( Z ， p ) 的连续映照，证明 〆 /) 是 （ X ， p ) — ( Z , p ) 的连续映照. 
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证若 {: r n }，: r 0 是 X 中的元， — 吻，则 f ( x n ) /( x 0 ), 从而 g ( f ( x n )) 
g ( f ( x 0 )). 可见 〆 /) 是 （ X ， p ) — ( Z , p ) 的连续映照. 

7. 欧几里得空间及 1 中的开集4成为联络点集的充要条件是4中任何两 
点 x ， y 都有4中的连续曲线通过它们. 

证设对4中任何两点 X ，％都有4中的连续曲线通过它们，下证4是联络 
点集，用反证法，若4可以分成两个闭集巧，巧.即 F u F 2 是两个闭集， 巧， 巧非 
空， F 1 [ jF 2 = A,Mxe F u yeF 2 . 这时有 [ a ，6] 上连续的 p ⑷取值在义中）这时 
ip - 1 ( F 1 ), ip - 1 ( F 2 ) 是 闭集. 都非空，= [ a , b ]. 
与是联络集矛盾. 

反之，设4是 P 中的开集，且 A 是个联络点集，要证对于4中任何两个点 
x , y ， 都有4中的连续曲线通过这两点.用反证法，如果在 A 中有两个点 x 0 j y 0j 
设有4中连续曲线通过 xo 及 y 0 . 考虑 B e A 有4中连续曲线通过工0 
及 x }. 由于4是开集，有 x 的 e 邻域 0( x ， e ) C 儿而 0( x ， e ) 中任何两点，都有 
A 中连续曲线通过它们，从而 B 是个开集，同理记 C = 0/12/ e A 设有 A 中连 
续曲线通过邱及2/}， C 是开集.非空.矛盾！ 

9. 证明 [ a ，&] 上有界实函数/是连续的充要条件是集 G / = {( xj ( x))\xe 
[ M ]} 是五 2 上 闭集. 

证设/是连续的 G / 中点列 ( x n J ( x n )) (^ 0 , 2 / o ). 即得 Tn — 工 0 , 
f ( x n )^ yo . 由连续性 y 0 = f ( x 0 ). 所以 （ wWeG / .即 G / 是 E 2 中 闭集. 

反过来， 若 Gf 是 E 2 中闭集，任取 [ a ，6] 中收敛点列 { x n }, x n x 0 , 由于 
{ f ( x n )} 是有界的，有子列 f ( x nk ) 收敛于 yo , 当然、 — 吻，于是 { x nk J { x nk )) G 
G /，( S ，/(〜)） — （: r 0 , 2 / o )， 由 G / 是闭集， （: r 0 , 2 / 0 ) G G /， 即 f ( x 0 ) = 2/ o , 可见当 
X n X 0 0 t , { f ( x n )} 的任何收敛子数列都收敛于 /( x 0 ), 从而 f ( x n ) /( To ) (不 
收敛的数列必有两个子列收敛于不同的极限)，所以/是 [ a ，6] 上连续函数. 

11.设 Gi , G 2 是度量 空间况 中两个子集，并且 

d(G 1 ,G 2 ) = inf p(x,y) > 0, 

xEGi ,2/ G ( j 2 

证明必有只上连续函数/，使得0 < /( x：K 1且 

f ( x ) = 0当 : r G Gi ， f ( x ) = 1 当 : r G G 2 . 

㈣ 上函 数/ ㈤ = d { x J ^+ d ( x ^ y 其中咖，⑹=恶严，_ = 
1,2). 易见0彡 /( x ) 彡 1，且 /( x ) = 0 ( 当 x e Gi 时)， /( x ) = 1 ( 当 x G G 2 时)，当 
X n XQ f { x n ) /(吻)，所作的 / 满足一切要求（由于 p ( x , yi ) H - p ( x , y 2 ) ^ 
p (2/ i , 2 / 2 ), d ( x , Gi ) + d ( x , G2 ) ^ < i ( Gi , G2 ) > 0.). 
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习题 4.6 

1.设 /( x ) 为全直线上的函数，但在一有限区间外为零，称 /( x ) 是具有 
有界支集的 .以 B °(- oo ,+ oc ) 表示直线上具有有界支集的有界可测函数全体， 
r 0 (-oo,+oo) 表示直线上具有有界支集的阶梯函数全体， Cg(-oo,+oo) 表示直 
线上具有有界支集的连续函数全体，证明 ^°( — OO, +Oo), To( —oo, +oo), Cq ( — 00 , 
+oo), 在 L p (- po , +00)(1 ^ p < oo) 中稠密，但都不在 L°°(-oo, +oo) 中稠密. 

证 对任何/ G L p (- oo , + oo ) 及任何 e > 0,取 iV 充分大，并令 

//⑷，当 xe [- iV ， iV ] 时， 

Mx) = \ o , 当 W 〉iV 时， 

则 ll/iv — /lip — 0,从而当 iV 充分大时， II/at — /lip < e ， 这说明 L p (— oo , + oo ) 中 
具有有界支集的函数全体在 LP (- oo ,+ oo ) 中稠密. 

而对于上述的 /. 又令 [/ 忙）=^ | /(X)I < n 贿 ||[/]n - 

[0, 甴 |/(x)|〉n 时， 

/|| P — 0,这说明具有有界支集的有界可测函数全体，即 B °(- oo ,+ oo ) 在 P 中 
稠密. 

对于 / G B °(- oo , H - oo ), (设在 [-n,n] 外为零，且 \f(x)\ 彡 n ( 当 : r G [― n ， n] 
时 )） 可取 [-n,n] 外为零的连续函数 h^Wf- h\\ p < e (e 是任意给定的正数)， 
这说明 C §(- oo ，+ oo ) 在 L p (- oo ，+ oo ) 中 稠密. 

最后，对于 / G (7§(-00 ， +00 )，由 / 的一致连续性，又可作 To (- oo ，+ oo ) 中 
函数 " 使 \f(x) - h(x)\ < e{x e (- oo ,+ oo )) 其中 e 是任意给定的正数.这就说 
明 To (- oo ，+ oo ) 在 L p (- oo , + oo ) 中是稠密的. 

L °°(- oo ,+ oo ) 表示本性有界函数全体，对/ G ^(-00,4-00)11/1100 表示/ 
的本性上界 ./ ⑷在（- oo ，+ oo ) 上恒等于1这时上述的函数集中每个函数/ I 都 
使 ||/ l -/|| oo ^ l . 因此这三个函数集都不在 L °°(- oo ，+ oo ) 中稠密. 

3. LP ( l 2, B ,/ x ) 是不是可析空间？为什么？证明 LP (- oo ，+ oo )，( l 彡 p < oo ) 
是可析空间. 

证 考虑端点为有理数的有限区间的特征函数（这样的函数是可列个)，以 
有理数为系数的上述有限个函数的线性组合全体（这样的函数的个数仍是可列 
个).它们构成 LP (- oo ,+ oo ) 中的稠密集，所以 LP (- oo ，+ oo ) 是可析空间. 

P ⑷， B ，/ i ) 的可析性是与测度空间有关的，一般并不能保证它的可析性.例 
如，12 =五是12的有限或可列子集全体. 


"(A) = 


J A 中元素个数，当4是有限集， 
\ oo , 当义是无限集. 
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L 1 风 B ，/ i ) 是 P 上如下函数/ : /在至多可列个数上取值不为零且^ |/( x )| < 

xeE 1 

00 这时对任何一列 L 1 ⑴， B ，/ i ) 中{/ n } 至多只能在一列数上有函数在其上取值 
不为零.从而必有 （ G 五\记 / t 为的特征函数时 ， ||/n _ / t || 彡 1. 

5.设 CW 表示周期为 2 jt 的连续函数全体按通常线性运算所成的线性空间， 
并按范数 || x || = max \ x ( t )\ 成一赋范空间，证明三角多项式全体在 C 2jl 中 

tG[0,2jt] 

稠密. 

证以 2 jt 为周期的连续函数在 [0,2^] 上可用多项式函数一致逼近，而适 
当光滑的函数的 Fourier 级数是一致收敛于这个函数的，因此三角多项式全体在 
C 2 n 中稠密. 

7.将 C 2jt 中函数视为 [0,4 jt ] 上函数,证明 CW 在 LP [0,4 jt ]( p ^ l ) 中并不稠 
密. 


证 C 2 jt 中函数在 [0,4 jt ] 上看时， [0, 2 Jt ] 与[机圳上州+ 2 jt ) = e 
[0,2 ji ]), 取 / i 为 x [ o 冽 （在 [0,2 ji ] 上为1，在 (2 ji ,4 ji ] 上为0的函数）对于 

中的 /• [ 1/ _ h\ p dm = [ |/ - h\ p dm + [ \f - h\ p dm = f \f - 

J [0,4jt] J [0,2jt] J [2jt,4ji:] J [0,2ji] 

l| p dm + 乂 \ f \ p dm ^ 所以 C 2jt 在 P [0,4 ji ] 中不稠密. 

9. Co(— oo , + oo ) 表示 (- oo , + oo ) 上连续并且 ^ lim x(t) = 0 的函数全体规 

定 Nl = 


•土00 


sup \ x ( t )\, 证明 C 0 (- oo ,+ oo ) 是赋范线性空间，并且是■可析的. 

tG(-oo,+oo) 


证 Co ( — oo , + oo ) 成为赋范线性空间是易见的，要证明 Co ( — oo , + oo ) 的可 
析性，只要证明有可列个 C 0 (- OO ,+ CX )) 中元构成 Co (- oo ,+ oo ) 中稠密集.令 
P 表示有理系数多项式全体（尸中元并不在 C 0 (- oo ，+ oo ) 中）对于正整数 nj n 
表示在 [- n , n ] 上为 1 ，在 [ n,n + 1 ] 中为直线段的，在 n + 1 处取值为 0 ,并 
在 （n + 1 ， oo ) 处为 0 ( 在 （- oo , - n ) 中对称定义）的 函数. 并记 A = {h • f n \h G 
P，n = 1 ， 2,3，...}.A 是 Co(— oo , + oo ) 的可列子集，这个集在 Co (— oo ，+ oo ) 中 
是稠密的.因为对任何/ € C 0 (- oo ,+ oo ) 及正数 e ， 由于= 0 ,有 
N , 使 \ f ( x )\ < e 当 |: r | > iV 时成立.然后又可取 p G P 使 \ p ( x ) - f ( x )\ < £ 
(当 x G [-(N + l)，iV + 1 ] 时）函数 p ( x ) . f N ( x ) G A . 比较 f [ x ) 及 p ( x ) f N ( x ), 
即考虑 \ f ( x ) - p ( x ) f N ( x )\. 当 : r G [- A ^ AT ] 时， \ f ( x ) - p { x ) f N ( x )\ < £. 当 x 雀 
[-( iV + 1 ), iV + 1 ] 时， 1 / ⑷ - p ⑷ jV ㈤ I < e .当 X e [ AT ， 7V + 1 ] 及 Z e [—( iV + 1 )， - N ] 
时，由于 \ f ( x )\ < €, \ p ( x )\ ^ 2e , 0 ^ f N ( x ) ^ 1 , 可以得证 \\f - pInW ^ 35 . 


11. 证明在有限区间 （ a ，&] (或 [ a , 6]) 上有限个互不相交的左开右闭区间（在 
[ a , 6] 的情况下，须补充单点区间 [ a , a ]) 上取常数的函数全体在 P (( M ]， B ， g ) (或 
L p ([ a , b ], B , g ) 上稠密.这里 oo > p ^ 1. g 是定义在 Borel 集 B 上的 Lebesgue - 
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Stieltjes 测度. 

证设 g 是 [ aj 上单调上升的右连续函数，就可以确定一个 Lebesgue - 
Stieltjes 测度（这时 fi g ({ a }) = 0. 若要 fi g ({ a }) >0, g 要在左端更小的区间上定 
义,且 9⑷〉〆 a - 0)，这里 〆 a - 0) 表示函数 g 在 a 处的左极限，即 lim g ( x ). 

x—>a— 0 

为简单起见，只考虑 （ a ，6] 上的 Lebesgue - Stieltjes 测度） 

按 Lebesgue - Stieltjes 测度的定义，对 ( a , 6] 中的每个左开右闭区间 （ a ， 外令 
llg {{ a ,(3])= g {(3) - g ( a ). 按可加性把〜延拓成丑上的测度（丑表示有限个互 
不相交的左开右闭区间的并集全体） 

然后由《上的化作出外测度因为丑(《)是 （ a ，&] 的子集全体.对任 
何 B C ( a , 6], 

OO 

^ g ( B ) = ⑷， 

2=1 

其中 inf 是对于《中满足0人 D B 的 { Ai } 来取的.而对于一列这样的 

2=1 〜 

{^ i }. 令义1 = Ai , A 2 = A 2 - Ai,As = A 3 - (义1 U 义 2)， …， An = A n - 
(乂 1 LU2 U • • • U 人-1)， …时. { An } 是互不相交的丑中元，而每个石是有限个 
互不相交的左开右闭区间的并集，所以 

OO 

^ g ( B ) = inf Yy<g(Pi) - 9{oti)) {{a u pi}} 

2=1 

是一列互不相交的左开右闭区间，且 \ JiauPi \ DB . 

接下来，某些 B (满足 Caratheodory 条件的 B ) 称为烨; 可测集，这种集全 
体是 a - 代数，它包含了 在其上是测度.仍记为 /V ( M 可测集就是相应于 

分的 Lebesgue - Stieltjes 可测集，对不 同的仏 可测集的概念可以不同，但都包含了 
Borel 集 •） 

所以，对任何一个0及任何一个 Borel 集 B (实际上，当 g 给定后，对任何 
一个相应于分的 Lebesgue - Stieltjes 可测集 B 也是对的)，有 

OO 

fig ( B ) = inf J 2( d ( Pi ) - 咖 i ))， 

2=1 

其中 {{ auHi }} 是一列互不相交的左开右闭区间，且 £( a ,, A]DR 
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于是，对任何 £ > 0,有一列 D 使 


Lwft) _ 9{oti)) < ^lg{B)^£. 


左边显然彡 Pg ( B )， 因为它等于 〜^|^ J ( q ：2, A]J , 

n 

从而取 n 足够大时，可使 y ^ XgjPi ) — g ( o ^ i )) > ^ g ( B ) - €. 

2=1 

oo n 

记 B ，( J ( ai ，/3 i ]，( J ( a ^， A ] 这三个集的特征函数为 Xi ， X 2， X 3. 


/ Xi^g = / X2dfjig < fjig(B) + e, / Xsdfig > - e. 

H a M H a M 人、 

(a, 6] 

注意到 Xl < X 2, X 3 ^ X 2, 就有 


I \xi-xs\^g ^ / (X2-Xi)d/ip+ / (X2 - Xs)d/ip < 2e. 

(a,6] J (a,6] J (a,6] 


于是在 （ aA 上的任何关于 w 可积的/，可取有界的函数 （[/]; v ， iV 足够大. 
[/U(X) = /(x) ( 当 |/(x)| < 7 V 时)， [ f ] N ( x ) = TV (当 /(X) 〉 TV 时） [ f ] N ( x ) = -N 

(S f ( x ) < - N 时 ).） 可使 f I /- [ f ] N \ dfi g < e ( e 是事先给定的任何正数). 

J(aM 

对于 （ a ，6] 上有界函数& (当然要可测的)，函数值在 （ c ，岣中，把 ( c , d ] 分成 
一串小区间 ： yo = c < = y 2 …< y n = d . 记战 = { x \ h { x ) G ( yi - i , yi]}(i = 

n 

1,2，...， n ). 称为上和.上和其实是函数 K 在 （ M ] 上的积分，其中 
2=1 

h ( x ) = yi xeBiSi,i = l ,2^ - , n ). 当分法足够细时，成立 /* ( h - h ) dfjL g < £. 

•/(a, 6] 

由于 K = Y ^ ViXB ^ 由上所述，对于 X 氏有丑中集戌的特征函数使 
2=1 

[ \XBi - XAi\dflg < -^rz (n 是 X 中 XBi 的个数， M 是所有|队|中最大的，即 
J(a } b] nM 

\ h \ 的上界，而 y^ViXAi [ { Y ^ y-iXAi - h\dfig < £. 

7^1 A 呦] 

形为 J 2 yiXAMi ^ R ) 的函数就是在 （ M ] 的有限个互不相交的区间上取 

常数的函这就说明这种函数在 L \{ aM ， B ^ g ) 中稠密.对 Z 7 的情况完全相 
同.（在作 K 时可能要分得更细些，而 M 要换成 MP .) 
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习题 4.7 

1. 证明基本点列是有界的. 

证设 {x n } 是基本点列，则对 e > 0,有 iV ， 当 m ， n 彡 iV 时. p(x m ， x n ) < e. 
特另 (1 地，当 n > TV 时， p (: r n ，: riv ) < e •但 p ( x l7 x N ), p ( x 2j x N ) - - - ， p ( x N -： i , x N ) 是 
有限个数，从而 {p(x n , xn)}(ti = 1 ， 2 , 3 , …）是有界的. 

3. 证明 c , V [ a , b ] 是完备的度量空间. 

证仅就 c 来证明， C 表示有界数列 ( ai , a 2 ,... 全体，加法及数乘按 

通常定义， || a || = sup | a n |(a = ( ai , a 2 , • * * ))• 

设 是 l 中基本点列， xW = (4 n \4 n ) r -，4 n ) r-h 于是对任何 
e > Q , 有 N , 当 m，n 彡 iV 时， ||： r ( m ) - a :( n )|| < e ， 即 sup |^ m) - x ^\ < e . 

从而 |^ m) - xf \ < e(j = 1,2,3,..*), 由此对每个 j = 1，2,…， { g 71 )} 是基 
本数列.记 lim a ^ n ) 为 xf ， 并记 a : ⑼ = • • •). 从而当 n > AT 时， 

n—oo J J 

sup \ x ^ - xf ^\ ^ £ 由于基本点列是有界的.即 sup \ x ^\ < oo . 可见 G C ， 上 

j n,j 

面已证明对任何£〉0有#，当71彡#时 || x ㈨ - X ⑼ || 彡因而 C 是完备的. 

5.设况是完备的度量空间， { O n }(n = 1,2,3,-..) M R 中一列稠密的开集， 

证明5 O n 也是稠密集. 

n=l 

证用反证法•设 { O n } 是只中一列稠密的开集，但 h o n 不是稠 密集. 

n=l 

于是有 X 。0 ( f ) On ). 于是有 0 〉 0 使 f 5 O n ) = 0•其中 

\n=l / \n=l / 

S ( x 0 ,£ o ) = { y \ p ( x 0 , yo ) ^ ^o}. 由于 Oi 是稠密的开集，从而 O ( x 0 ,£ o ) 中有 Oi 中 
元 A .由 Oi 是开集，有:的邻域 0( a ) c Oi， 所以有 ei > 0使 0 { xi ,€ i ) c Oi, 
只要 q 取得较小（但要 > 0)，可使 Naa ) 且 5( xi ,£ i) c 5(xo,e 0 ). 同样由于 
0 2 是稠密开集. 0(^,£!)00 2 ,非空，其中取元〜可取正数~足够小，可使 
S ( x 2 , e 2 )c 0( a 而） f|0 2 (每次取正数是为下一次再能取)，由 0(x 2 ，e 2 )fl0 3 非 
空，其中有元❾，只有正数使 S ( x 3 l e 3 )c 0(x 2 ，e 2 ) 门0 3 ,这样得到一列只中 
元〜 及一列正数^,^2,…，可使 、 +1 《夸且 

S(x 0 ,£o) ^ S(xi,€i) D S(x 2 ,€2 ) 〕… 

S (^ x ni £ n ) C 0{ x n —\, Sn — i ^ f^On (ti = 1，2,3,4, ...） 

由闭球套定理，这一列闭球有公共元 G 巧 O n 与 S ( xo , e 0 ) f ] ( f ] O n )=0 
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矛盾！ 

7.设 { F n } 是完备度量空间丑中一列单调下降的非空闭集.且的直径 

00 

d n = sup p (： r ， 2 /) — 0,贝!]门 不空. 

x,yeF n n=1 

证由于巧3 F 2 3… D 3… ， 每个都是非空闭集.取€ F n (n = 
1， 2 ,3,…)，当正整数 m 彡 n 时， p ( x mj x n ) ^ d n , 所以 { x n } 是基本点列，从而 
— x 0 e 凡由于 $71，$71+1， • • • 都在 中，因此 : ro G F n (n = 1，2，...）即 

OO 

工0 € 厂 | 

中， F n 非空是使‘有意义（空集的直径是无意义的）又条件屯 — 0 
是不可省的.书中例5的度量空间是个“离散”的空间.基本点列只有从某一项 
起是同一元素的点列，从而当然是完备的.且单元集都是开集，因此任何集都是 
开集（也都是闭集).而一列下降的非空闭集的交集可以是空集. 

9. 证明任何赋范线性空间必可完备化成为 Banach 空间. 

证下面简单地叙述完备化的作法而不对每一步都作详细的明. 

设丑是个赋范线性空间（其中加法，数乘，范数都已定义).及表示丑中的 
基本点列全体，即 

R = {x = ( xi , X2 , • • • , x n , - - - )|{: r n } 是丑中基本点列 }. 

对于 x , yeR , x = ，: r 2 , •..），&= ( yn ，• 规定 

x-hy = ( x 1 + yi ， a ：2+ ?/2，： r 3 + 2/3，-.-)， 

otx = { ax \, ax2 , • • • )，(a 是数） 

及 \\x\\ = lim ||x n ||. 

n—►oo 

这时 II • II 并不是及中的范数，只是拟范数，再 规定： 当 e = 
{ xi , x 2 ,--),y = (yi，?/2, …）如果 - 2 m || = 0,则 J， 歹称为等价的，等 

价的 J， &看作为及中的同一个元. 

这样作出的及 就是况 的完备化.对于 z e 尽令 

^ p ( x ) = (: r ， a :，: r ，: r ，...）， 

cp 是 R — 呑 的线性保范映照， cp ( R ) 在互 中稠密. 

~如果把等价的式歹看作5中同一元这点再作说明，对于 J ej 记为 
云中与 J 等价的元全体，这是只中某些基本点列所成的集.对于 互中元 y , 可能 
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S { x ) = S ( y ). (例如，如果 (工1，$2,0； 3 ，...），那么^(：^2，$3，$4，...），($3，$4，抑，...） 
等都在 S ㈤ 中 •） 以 S ( x )( xeR ) 为元的集记为 \ r 中规定运算为 

S ( x )^ S ( y ) = S(x + y ), 
aS ( x ) = S (5 x ), 

范数则为 || S ( J )|| = P ||. 

实际上，这也就是商空间 R / S {0) (其中 (5 = (0,0,0,0,… • ))• 

至于赋准范空间完备化成为 Bechet 空间的过程与此是类似的. 

习题 4.9 

1. 下面复数集中哪些是致密集？ 

⑴{^||^|^1}; ( ii ) { z\zz = 2}- ( iii ) { z \ e z = 1}; 

( iv ) { z \\ z \ 是不大于 1 的有理数}. 

解在复数集中，致密集与有界集是一样的 .（ ii )，（ iv ) 是致密集但是 ( i )( iii ) 
不是致密集. 

3 . 举一个度量空间，在它上面有一个完全有界集不是致密的. 

解这当然是由于空间不完备所引起的，例如只= (0, l )， p ( x ， y ) = | x - 

2/ Kx , yG ( o , 1)).^ =1它是完全有界集但不是致密集. 

5.设 i ? 是可析的度量空间，乂 C R , { Oa}(A G A ) 是一族开集 ， [J A 〕人 

入 

证明在 {0 X } 中可选岀最多可列个 {0 Xn } 使0 0 An D A 

证 i ? 是可析的度量空间，故有一列元{" X !}在 i ? 中稠密.对每个 x G 
总有一个 0 A 含有: r . 从而 0 A 包含了一个开球可取成为有理数.当 

然 Oa D 0 p ， .由{〜}是丑中稠密的一列点其中总有其中某一点$710.于 
是 Oa 〕0 ( x no , 卷)且: r e 0 (: r n 。， ■) •于是对每个 x e A 有开球0 (〜。， ■) 

包含: c 且这开球在某个 O a (A e 小中，但这样的开球只有可列个 .（ e 是正有理 
m . 因而有一列这样的开球，并集包含了 a 从而至多只要可列个 { o An } 使 

C ) 〕人 

U=1 7.设 X 是赋范线性空间，4是 X 的有界子集.证明 A 是完全有界的充要 
条 件是： 对任何 e 〉0必有 X 的有限维子空间 M e ，使4中每个点与 M e 的距 
离都小于 
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u 证若4是完全有界集，则对任何 e 〉0,有有限个元 A ， &，•..〜，使 
( jO ( x k , e ) D A 记这些元生成的线性子空间为 M e , 它就符合要求（由条件 

fc=l 

可知对任何 x e A . min ||x - x ^|| < e . 当然更有 d { x , M e ) < e ) 

l ^/ c^n 

反过来，设 4 是有界集，且对任何 €> 0 , 有有限维子空间 M e 使 d (: r ， M e ) < e 
(对任何 x G A ). 设 A 中元的范数< AT , 对 e 〉0 (可设£ < 1). 记 B = {x G 
M e || x || ^iV + 1}. 由于 M e 是有限维的，因此 B 是完全有界集，从而有有限个元 

n 

•^1 ? , • • • , 使 (J 0 ( x k , e ) D B . 对于任何 x e A 有从中元 y 使 \\ x - y \\ < £. 

k=l 

从而有一个 A :( l 彡 A : 彡 n ) 使 ||: r fc - y || < e . 可见 { xi , x 2 , - - - ，: r n } 是乂的有限 
2 &网. 由 e 的任意性即知4是完全有界集. 


9. 如果在度量空间只中采用下述的相对闭的概念：是 i ? 中两个子集, 
如果 B 门^ 4是度量空间4的闭子集，则称 B 相对于4是闭的 • 

证明集 A 是 i ? 中紧集的充要条件是对 i ? 中任何相对于4的闭集族 { F A }, 
总能从 { F x } 的有限交在乂中非空推岀 pjF A n ^ 不空. 

举例说明：存在度量空间只以及 i ? 中非紧集 A 满足下面 性质： 对尺中 


任意一族闭集 { F X }. 总能从 { F X } 的有限交在4中非空推岀 fjF A 非空，但 



门4是 空集. 


证先证明下面的结 论:设 i ? 是度量空间, 4 C 兄则4是紧集的充要条件 


是：对于只中任何一族闭集 { f a >, 如果 fi (^ n ^) 是空集，则其中必有有限个 

A 

n 

Ai ,--， A n 使门(八门4 = 0. 

2=1 

必要性：设乂是紧集， { F x }(\ e A ) 是一族 R 中闭集, 且门 防门4 = 0 . 

入 

记 Oa = R — Fx , 由和通关系式 . Oa 〕乂，因此有有限个 Ai , A2 , ••- , A n G A . 

A 

n n 

使〕 a 即门(仏门4 = 0. 

2=1 2=1 

充分 性：设 4 具有这一性质，于是对任何一族满足 f ] O x D A 的开集 

入 

{ Oa }, 记八二 i ?- 0入时， fjF a 门乂 = 0. 从而其中有有限个 F Ai , F A2 ,-.. , F An 

入 e z 

使 n 义= 0 ，相应的 u 〕 a 因为乂 是 紧集. 
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换成逆否命题，可知 A J | i ? 中紧集的充要条件 是：对 i ? 中任何一族闭集 
{ Fx }, 如果其中任何有限个， f ] F Ai n ^ 不空，则 f ] F x C \ A 不空. 

i=l 入 

由于4是 i ? 中紧集等价于当把4本身作为度量空间时是个紧空间.按定 
义, B 是相对于4的闭集是指是4本身作为度量空间看时的闭集，因此 
本题结论是正确的. 

作为例子，只要丑是紧空间，4不是 i ? 中闭集.例如 i ? = [0，1]，4 = 

(0,1)， F n = 0, - (n = 1，2,3, • • •） 即可. 
n 

11 .设 X 是无限维的 Banach 空间，证明必不存在一列有限维的子空间 

OO 

{ X n }, 使得 X = IJ A (从而可析无限维 Banach 空间中不存在可列个向量 
{ ei } 构成 Hamel 基） 

证设 X 是无限维的 Banach 空间，為是 X 的有限维子空间，则知本身 
是完备的,从而 Xq 是 X 的闭集，对于任何 xGX 及任何£>0, 0( x , e ) ^ X 0 (x ^ 
Xo 时当然，当 : r G Xo 时，取不在不)中的 yo 对足够小的正数 U + tyo G 0( x , e ), 
但 x + Xo ) 即 Xo 不在任何一个开球中稠密，所以 Xo 是 X 中的疏朗集，由 
于 X 是完备的， X 是第二类型的.它不可能是一列疏朗集的和集，从而不会是 
一列有限维子空间的和集. 

13. 设 i ? 和凡是度量空间， DcR , f 是 Dh 中的映照，如果对任何正 
数 e ， 有正数 (5 使当: E, 〆 G jD , 且 〆 $， 〆 ）< (5 时， p ( f ( x ), f ( x f )) < €. 便称 f 在 D 
上是均匀连续（一致连续）的. 证明： 紧集 D 上的连续映照是均匀连续的. 

证设 D 是 i ? 中紧集，/是 D — 历的连续映照，把 D 本身作为度量空 
间， D 是紧的度量空间，/仍是连续的. 

对任给的£〉0，$€^)，由/在3；处的连续性，有正数 (5 (它与都有关， 
记为 S (£, x )), 使当 p ( y , x ) < S ( e , x ) 0^ t , p ( f ( y ) J ( x )) < €. 

于是 { o 卜 I (x G D ) 覆盖了 D , 由 D 的紧性，其中有有限个也覆 

盖了 D ， 这有限个为0 (^，…，0 ( x n ， 6 -^ iy ^ n 个开球的半径 
中最小的记为 

于是，对于 D 中任何两个元 X〆 ，若 p ( x , x f ) < S , 由于上述 n 个球覆盖 
了 A 故 〆 在某一个球中，不妨设 G 0 .由 p ( x , x f ) < S < 

^ Y ^-, p ( x , xi ) < 5( m ). 即: e 〆 都在 o (： ri ，(5( m )) 中，从而 p ( f ( x ), f ( xi )) < 
l 〆 /( 〆 )，/( A )) < e •得 〆 /($)，/( 〆 )）< 2 e . 

综上所述，对任何 e 〉0,有 (5 〉0,使当 jD 中两个元: e ， 〆 满足 p { x , x f ) < 5 
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时， p ( f ( x ), f ( x f )) < OLE. 这就说明 f 在 D 上均勻连续 • 

习题 5.1 

1. 在例1中，如果规定向量$ = S ^ x v e v 的范数为 ||: r || = max |〜| 算 

子 T = ( V )( M ," = 1,2,…， n ), 求 T 数，如果规定 x 的范数为 || x || = 
卜 \ 1/2 

\ T l ^ l 2 ) - 证明算子^的范数适合 

/ n 、 V2 / n n 、丄 /2 

maxj ^|V | 2 I ^ ||T|| 彡 （E ‘I 2 j 

\/ x=l / \ At=l i/=l / 


证 本题中记 $ = ^2/X v e u 为列向量 


的乘积 . 


XI 


\ x n / 


时， G 即为矩阵 T 与列向量 


若 $ = 的范数为 max|x^|. 对任何若 ||^|| 彡 1 ,则 


|| Tx || = max 


〉: 


彡 max 1^| 


反过来，取 n 个元 xi,x 2 , ••- 如下 ，= (sgn t n )ei + (sgn ti 2 )e 2 + … + 
(sgnti n )e n ,x 2 = (sgn t 2 i)ei + (sgn t 2 2 )e 2 H - h(sgn t 2 n)en， …，〜 =(sgn t M i)ei + 

n 

… + (sgn Mnh. 则 Xi, ••- ,x n 的范数都 彡 1 ，而 ||Txi|| ^ ^2 1^1， \\ Tx ^W ^ 

l/=l 

y ^ ki ， …. 


1/2 


X 


所以 T 的范数 ||T|| = ri^ax \J2 IVlJ- 

若 x = ^x v e v 的范数规定为 ||$|| = I \x u \ 2 J ，则当 ||$|| 彡 1 , 即 

i/=i \ i^=i ) 

n n n / n \ 

时 ， E |〜| 2 < 1 时， T:r = ( 其中如 =XI ) ，而 


1/2 


M = E ^ l : 
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由 Cauchy 不等式， |y M | 2 




<E‘i 2 . Ew 2 < ； Eivi 2 , 从而 


1/2 


\\Txf = Y,\yA 2 < EEiwi 2 可见 imi^ EEivi : 

fl=l /X=l l/=l \/x=l i/=l 


另一方面，取 : r = ei, e2, … ， e„ 时，（它们的每个兀范数为 1) Tei = t\\e\ 4- 
亡 21^2 H -+ 亡 nie n ， … ， Te M = t^iei 4- 1^2 + - h t^ n e n {^i = 1 ， 2,… ， n) 


，j = ( Ew 2 J ， 

(n \ 1/2 

即知 UTlI ^ maxf ^ lVl 2 ] 

(式中 sgn f 表示 f 的符号，即当 f < 0 ，f = 0 ， f 〉 0 时 sgn f 分另 lj 为 - 1 , 0 , 1 . 

在复空间时 , t = 0 时仍为 0 ,而 t # 0 时应换成 i/\t\) 

3 .设 K{x,y) G L q (R 2 ,m), f(y) G L p (R},m), 且丄 + i = l，p > 1 . 证明 

P Q 

T : f(x) i -> (p(x) = f IC(x,y)f(y)dy 是 L p (R,m) —> L q (R,m) 的有界线性算子. 
Jr 

证由 K(x,y) G L q (R 2 ， m) (这里 m 是平面上 Lebesgue 测度，即 m x m ). 
JJ \K(x,y)\ q dm x m < oo •由 Fubini 定理 j (j \K(x,y)\ q dm(x)^ dm(y)= 

/ \K(x,y)\ q dm(y) S j dm(x) = JJ \K(x,y)\ q dm x m. 从而几乎对所有的 
x,IC(x,y) 是 L q 中元（作为 ? / 的函数）又因 /(") G L P (R, m). 


p ( x ) 




有意义 . ( 可能在某些零集上无意义）且是可测函数，由 Holder 不等式，可得 


1+)1 < J R \K(x,y)f(y)\dm{y) ^ \^J^\K(x,y)\ q dm{y)j . ^j^\f(y)\ p dm(y) 

BP R R 




f \(p{x)\ q dm(x) < / / \K(x,y)\ q dm(y)dm(x) ( [ \f(y)\ p dm(y) 
r Jr Jr \Jr 


\(f(x)\ q dm(x) ) ^ 


(ff 


\K(x,y)\ q dm(y)dm(x) 


\f(y)\ p dm(y) 
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即 IMIg 彡 ll fc llg . II/IIp. 所以 f — P 是 — L q ( R , m ) 的有界线性 算子. 

5 .设 T 是 C [ aM 上有界线性算子，记 

T ( t n ) = f n ( t ) (n = 0, l ，2,...)， 

证明 r 由函数列 { f n ( t )} 唯一确定. 

证由于 T 是有界线性算子，如已知 T 在 t n (n = 0,1，2,…）上的取值.那 
么对于这些函数所张成的线性子空间中的元， T 的取值就确定了，又 r 是连续 
的，对于这种函数的函数列如果收敛（按 C [ a , b ] 中的收敛）于 y ， 则?/上7 1 的取 
值也确定了，因为多项式全体在中稠密.因此 T 由在严 (n = 0,1，2,… •） 
上的值唯一确定. 

7. 证明^是 C ^[ a , b ] ( fc 是自然数，参见 §4.1 的例3和 §4.2 的例 12) 到 

C [ aM 的连续线性算子，并求岀它的范数. 

证 C k [ a , b}(k > 1) 是 上有 k 阶连续导函数的函数全体.范数定义为 

||/|| = max sup 1/⑴⑷ |. 对 / G C k [ a , b ]. 当然 f G C [ a , b ] 映照 T / = /'(/ G 
z = o ， i ，...， fc te [ a ， 纠 

C k [ a , b \) 当然是线性的.连续性从有界性即可以推岀，因为 Wf \\ c[aM ^ ll / llc ^ M ]. 

这个算子的范数等于1，例如 C fc [0,1] -> C [0,1] 的算子 f ㈠ f 从 f ( x ) = X 
这个函数即知（如果区间较长，取 /( x ) = sinx 即可） 

9.令表示次数不超过 n 的复系数多项式 x = j ^ a k t k 全体，加法，数 

fc =0 

乘运算如通常的，但乘时出现超过 n 次的项当作零，取 || x || = f |^|. 证明 
是具有单位元的 Banach 代数. " = ° 


证由于是个 n + 1维的线性空间 . || • || 确实是范数，从而它是个 
Banach 空间.只要证明所规定的乘法满足条件||^|| ^ || x || • \\y\\. 

由乘法规定，当两多项式乘积中出现次数> n 的项时，这些项就去掉（例 
如 n = 10, （ t 7 + 2 t 5 + + 4)( t 6 + St) = 3t 7 + At 6 + St 8 + 2t 6 + 9t 2 + 12t = 

3t s + St 7 + + 9t 2 + 12t). 因为多项式的乘法 ~ 加法满足分 ^ 律、 乘法满足结 

合律等，在这规定下这些依然成立.设= j^a k t k -.y{t) = 按照普通 

fc =0 fc =0 

2n 

的乘法， x(t)y(t) 是个次数不超过 2 n 的多项式 x(t)y{t) = ^c k t k , 其中 

fc=0 


Cfc = 〉: dibj , 
i-\-j=k 
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从而 || xy || = E | c fc | < E I 叫 I • Z |~| = "X" • " y ||. 

fc=0 fc=0 z=0 j=0 

KM 中有单位元 X 三 1 就是单位元. 

所以是个有单位元的 Banach 代数. 

11•在 Z 1 空间定义乘法如下：当 a = { a n }, b = {/3 n } G Z 1 时， 

ab = { a n p n }. 

证明^是 Banach 代数，但没有单位元，并求出 lim ^/|| a n || 

n—^oo 

证 Z 1 是绝对收敛的数列全体 ， a = { a n } G Z 1 时，范数是 || a || = ^ | a n |, 
它是个 Banach 空间.在规定上述乘法后，代数性质是易见的，并且 7 = 

oo oo oo 

Yl 1如久| < E | a n | . E |/3 n | = HI • |闷|，因此 Z 1 成为 Banach 代数. 

如果其中有单位兀 e = {^ i , e 2, • • • }• 取 a = {0,0,…，0，1，()，•••，()•••} 
(只有第 n 项为1，其余都是 0) 由 ea = a ， 可知= l(n = 1，2,3,…）但 
(1，1,1，1,… ） 以\所以 P 是没有单位元的 Banach 代数. 

OO 

设 (1 = { a„}e Z 1 ， 要计算 lim y ^|| a n ||. 对任何 e > Q , 有 N , 使得 \ a n \ < 

n—oo * ^ 

n=N-\-l 

oo 

e . 于是《 ^2 \ a n\ k < ^ = 1,2,3,-) (相当于对 （0, •••()， a 7 v +1 ， a 7 v +2, … ） 

^ n= 7 V+l 

来说， yM^IHI.) 为此，考虑 


lim V|a 1 | n + |a 2 卜 + ••• + 卜卜 

71—^00 

记 max(|ai|, |a 2 |, • • • , \a N \) % c. 于是上面根号中数 . 

c n 彡 | 叫 |" + |a 2 |" + … + |c^r 彡 iVc' 


c ^ \/| ai| n H - h | a7v| n ^ c - \ f ~ N , 


由此 lim \/|ai|^ + |a 2 | n + --- + |a7v| n = c 


：(|«i |, •♦ -，|_|)， 


lim \/\\a n \\ = sup(|a m |). 
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13.设 T 是线性空间 X 到线性空间 y 的线性算子 . 4 C 切 ( T ) 并且 A 是 
凸集，证明是 y 的凸集.如果 X , Y 是赋范线性空间， T 是连续线性算子. 
(^( T ) = X ).问当4是凸闭集时， TA 是否是闭集. 

证明略. 


习题 5.2 

1. 证明：对任何 F e L p (- oo , + oo)*(oo > p > 1), 必有唯一的 /? G L q (— oo , 


+ 00 ) U ^ 


，使得 F ( f ) = J f(_)dt (对任何 / G LP (- oo ，+ oo ) 成立) 


并且映照 F ㈠ 是 LP (- oo ，+ oo )* 到 L ^(- oo ,+ oo ) 的线性保范同构，即在这个 
意义下 L p (- oo ，+ oo )* = L q (- oo ,-\- oo ) (提示：视 L p [— n ， n ] 为 L p (- oo ，+ oo ) 的 
闭线性子空间 Ln = {/|/ G 27(- oo ，+ oo )，/ 在 [- n , n ] 的余集上为 0}. 因而每 
个 F € LP (- oo ,+ oo )* 必有 P [- n ， n ]* 利用 LP [- n , n }* = Z ^[- n ， n ] 来证明 
结论.或作（0，1)到 (- 00 ,+ 00 ) 的可微拓扑映照，将 LP (- oo ,+ oo ) 的问题化为 
^(0,1) 来考虑 .） 


证把 F 限制在 LP [- n , n ] 上时，是 L ^[- n , n } 上线性有界泛函.因此在 
[_ n ， n ] 上的函数它是 [- n , n ] 上的 g 次可积函数，使 F ( f ) = 
J f ( t ) P n ( t)dt (当/ G L p [- n ， n ] 时).由于这样的函数是唯一的，当 n 彡 /时， 

久⑷与淡⑷在 [~ U ] 上几乎处处相等.（即使考虑所有的久，也只要在一个 
零集上改变函数值，就可认为在上， Mi ) =蝴•令 m 是这样的函 
数: /3( t ) = /3 n [ t ) (当 f G [- n ， n ] 时).由作法，在任何[― n ， n ] 上，/?⑷是 g 次 

可积的 ，且 I f |/3( t )| 9 dt ] 彡 || F || 由 Levi 引理，可知 € L ^(- oo ,+ oo ), 
\ J [- n , n ] J 

\ \ f 3\ q dt = lim f \/3\^ dt , 由于 / \/3 \ q dt = \\ F n \\^ F n 表示 F 限 

J ( —oo,-f oo) n — 00 •/ [—n ， n] J [—n,n] 

制在 P [- n ， n ] 上时的泛函）所以 |/^ df =|| F ||./3 的唯一性及 

y J (-c»,+oo) 

是 L p (- oo ，+ oo )* 到 L g (- oo ，+ oo ) 的线性保范同构是显然的. 

3.⑴设 X , y 是两个赋范线性空间，在 X x F 上规定 ||( x ， y )|| = max (|| x ||, 
\\ y \\). 证明对任何 F e (x X y )*, 必存在唯一的一对/ e X\g e Y\ 使得 
F ( x , y ) = f ( x )+ g ( y ), 如果在 X * xY * 上规定 ||(/*^)|| = ||/|| + ||分|| 那么 F ( f , g ) 
是 （X x ： T )* 到 X * x P 的保范线性同构，即在这个意义下 ，（X x ： T )* = X * xY *. 


( n ) imii , ini 2 是线性空间 x 上的两个范数•记（尤 || • y(i = i ，2) 的共轭 
空间为并在 X 上赋以范数 || x || = y/Mi + Ml (或 maxdWUlxlb )) 等. 
证明 F G ( X，II • II )*的充要条件是存在 A e X：(i = 1， 2) 使 F = A + / 2 . 
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证⑴设 f e (x x Y)\x 可以看成 Xxr 的子空间 x x { 0 } (0 表示 r 
的零元素)， y 可以看成 Xxy 的子空间 {0} xY,F 限制在 X x {0} 上时，就是 
X * 中的元/，即 F (( x ,0)) = /( x ) (x G X ). F 限制在 {0} x y 时，就是 r 中 
的分.于是 F (( x , y )) = F (( x ,0)) + F ((0, y )) = f ( x )+ g ( y ). 易见 F ㈠ (/， 分）是 
(X x r )* 到 X * x y * 的线性同构. 

对于 （ x , y ) e X x Y , 若 ||( x , y )|| ^ 1, BP || x || ^ 1, Ill/ll ^ 1. | F ( x ， 2 /)| < 
|/( x )| + \ g ( y )\ ^ ll/ll + ||^||. 反过来，对任何 e 〉0,有 ： r G X , || x || = 1，使 
1/ ⑻ I > ll/ll _ ^ 同样有 2/ G K || y || = 1 使 \ g ( y )\ > l - e . 且可使 f ( x )、 g ( y ) 
都是 正数. 因而对任何/ € e •由 F ( x , y ) = f { x ) + g ( y ) 所作的 F 使 
F (^ y )) = f ( x ) + g ( y )> ||/|| + _ - •从而 || F || > ||/|| + ||秦从而 (/，分) 
是保范的. 

因此可认为 （X x y )* = X * xY * 

( ii ) 留给读者证明. 

9 .设 Cq (- oo ，+ oo ) 是全直线上满足 lim /($) = 0 的连续函数全体按照通 

| x |— >00 

常运算所成的线性空间，当 X e C Q (- oo ，+ oo ) 时，规定 


Ikll = max |x ⑷ I. 

一 oc<t<+oc 

这时 C 0 (- oo , + oo ) 成为 Banach 空间，设 F 是 C 0 (- oo ,+ oo ) 上线性有界泛函， 
证明必有全直线上有界变差函数 a ⑷，使得对一切 x e C Q (- 00 ,+ 00 )， 


■+oo 


F ( x ) 


x(t)da(t). 


证考虑全直线上的有界函数全体按通常运算及范数 


|| x || = sup \ x ( t )\ 

— oo < t<+oo 

所成的空间. Co (- oo ,+ oo ) 是它的线性闭子空间，因此 Co (- oo ,+ oo ) 上的泛函可 
以保持范数地延拓成这个空间上的有界线性泛函对任何 t e (- 00 ,+ 00 )，令 
a ( t ) = F ( X (- oc , t )), 下证这样作出的 a ⑷满足 要求. 

对于任何一组分点 t Q , t U t 2 ，… , t n ( t Q < < …< M ) 作$为如 

下函数：在（- 00 , f 0 ) 上为0，在 [ t 0 , ti ) 上为 sgn ( a ⑹- a ( f 0 ))， 在 [ h ， t 2 ) 上 
为 sgn ( a ( t 2 ) - ah ))， …在 [ t n - i , t n ) 上为 sgn ( a ( t n ) - a ( t n _ i )), 在 [ f n ， oo ) 上 
为 0. 易见 ||$|| < 1. F ( x ) = F ( sgn ( a ( ti ) - a ( t 0 )) x [ t 0 M ) + …+ sgn ( a ( t n ) - 

n n 

aitn^xit^^tn)) = s S n ( a (^) - ^k-i)) - F(x[t k- l ， t fc ))= E \a(t k ) - a(t k -i)\ 

k=l k=l 
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可见它< || F ||. 这说明 a ⑷是有界变差函数.（在（-00, +00) 上的有界变差函数 

b 

应理解为 Vx 对任何 a ， + 是有界的). 

a 

设 : r G Co (- oo , +00)，对任何 e > 0,可取 a , 6使 f < a 时， \ x ( t )\ < e，f 彡 b 时， 
\ x ( t )\ < e •在 [ a ，6] 中，由 x 的一致连续性，有5〉0,当 f ， 〆 满足一 < 5时, 
⑴ -$(^)1 < e . 当= a < ti < < …< = 6且每个小区间长度都 < 6 时， 

在每个小区间中取点 &(i = 1，2,…， n ). 以 x e 表示在 [ to ^ i ), •• - At n - U t n ) 上取 
值为 X (^ i ), x (^ 2 ), ••- ，峨 n ) 的函数，就有 \ F ( X - X e )\ ^ £-|| F || (因为 || x - X e || ^ s ), 
但 F ( x e ) 就是 

n 

^2 x { t Ci ){ a ( U ) - aiU ^)) 

2=1 

/ +oo 

x ( t ) da ( t ). 

-OC 

11 .设 co 表示收敛于零的序列 z = { x n } 全体.按通常线性运算和范数 
|| x || = sup | x n | 所成的 Banach 空间.证明 $ = Z 1 . 

证 71 记 e n 为第 n 个数为1，其余都是0的数列，即 


ei = ( 1，0 , 0 , 0 ...) ， e 2 = ( 0， l ，0 , 0， ... ）， e 3 = ( 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 ,,-.). 等等 . 


易见 ||e n || = l(n = 1,2,3, …)•记 F(e n ) = y n , 由于 {e n } 所张成的线性子空间 
在 co 中是稠密的.所以 Fec* 0 由数列 {y n } 所决定 . 

71 

对于 $ = {x n } e Co, 记 : E ㈤ 为 (BP x (n) = (XI ， $ 2 , … ， : E n ，0 , 0 , ()，•.•)) 

由 co 中范数的定义 . ||n ㈤ || Jo 1 , 所以 F ( x ) = lim F ( x ( n )) 及 F ( x ^)= 

n—^oo 

n 

^Xjyj. 特另地，取： r n = sgn(y n )(n = 1,2,3, … ）时，由于 Xiei, xiei+x 2 e 2 , xiei + 

i=l 

x 2 e 2 + a: 3 e 3 , … 都是 cq 中范数 < 1 的元素，而 


F 



\Vil 


因此级数 f |如收敛且< || F ||. 所以 F ^ 是^到 Z 1 的映照，这映照是线 

i=l 

oo 

性的.反之，对于 Z 1 中数列{%}•当 x = { x n } G c 0 时，由 F ( x ) = ^ x n y n 确实 

71=1 

OO OC OC 

作出了 4中的 F •而 | F ( X )| = ^ 2 , x n y n < • |? m | < ||$|| • D ? m |， 所以 
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oo 

|| F ||^^| y n | = || y ||. 可见映照 F ^ { y n } 是 C $ 到 Z 1 的线性保范 同构. 

13^ 1 ^有 界数列空间严上存在如下泛函对任何 { a n },{ b n } el ^, 

⑴ ^({ a n}) = F({a n +i}); 

( ii ) F ( a { a n } + P { b n }) = aF ({ a n }) + pF ({ b n }) a ,/3 是数； 

( iii ) 如果一切 a n 彡0, (n = 1，2,…)，那么 F ({ a n }) ^ 0; 

( iv ) 如果 { a n } 是实数列，那么 Hm a n ^ F ({ a n }) ^ lim a n ; 

Tl—KX) Tl-^OO 

( v ) 如果 Jirn^an 存在,那么 ^({ an }) = 

常记厂({〜})为 l . i . m . a n , 称为 Banach 极限，它还可以推广到函数空间上， Ba ¬ 
nach 极限在讨论经典分析和算子谱论中某些问题是很有用的工具. (提 示： 记 M 
为产中序列 （ a 2 - ai ， a 3 - a 2 ，…）（其中 { a n } e 1°°.) 全体 . M 是中闭线性 
子 空间. 考虑泛函 F : || F || = 1， F { e ) = 1, F\ m = 0) 

证 对每个 { a n } G /°°, 作数列（奶—^1,^3 — 句，…， a n — a n _ i ， … ） 它也 
是严中元，这样的元素全体记为 M . 它是严的一个线性子空间.记 e = 
，1，...).对于 M 中的数列 b ={ b u b 2r ^ , b n ，…) 或者其中有彡0的 
项,或者每一^项都 > 0. 如果每一^项都 > 0,相应的 { a n } 满足 ai < a 2 < a 3 < …, 
从而有极限（是有限数).从而〜 — 0,即 — 0. 不论哪种情况， 
|| e -6|| = sup \ l - b n \ ^ 1. 可见 e 与 M 的距离 d ( e , M ) = l ( d ( e , M ) = inf || e -6||) 

n bGM 

由泛函延拓定理，有 F e (1°°)* 使得 || F || = 1, F| m = 0, F ( e ) = 1. 这样作出的 
F 满足一切要求.⑴由 F| M = 0即得 .（ ii ) 由 F 的线性.当 { a n } e Z °°， ci n 彡0 
时，必定 F ({ a n }) ^ 0. (如果 F ({ a n }) < 0•取 t 是正数且 < || a||(a = { a n }) 
则 F(e - ta ) > 1及 ||e - ta \\ 彡1,与 || F || = 1矛盾).这就证明了 （ iii ). 对于 
1°° 中数列 { a n }. 记 E 为 C . 于是对任何 e > 0 •在 { a n } 中只有有限项 

n—►oo 

彡 c + £：• 于是 （c + e ) e - a (即数 歹！] (c + 6 ： - ai, c + £： - a 2 , • * •)) 中只有有限项是 
负数.由 F 的线性， F((c + e ) e - a ) = c + e - F { a ), 而由⑴，这数列中去掉前 
面有限项后， F 的取得不变.而去掉有限项后，可使这数列每项都 > 0,由 （ iii ), 
c + e — F ⑷彡 0•即 F ( a ) 彡 c + £：• 由 e 的任意性， F ( a ) ^ c = lim a n . 而考 
虑 { _ a n } 时， F ({ a n }) = — F ({— a n })， F ({— a n }) 彡 ^ n ) = — lim a n 即得 

F ({ a n }) ^ lim a n . ( iv ) 证毕 •（ v ) 由 （ iv ) 即得. 

n—^oo 

此处证明是对实数列的严进行，复空间严的情况类似. 

习题 5.3 

1. 证 明：当 X 是自反空间时 . X * = X *** = X 5 * = . •. = x ( 2n+1 )* =, 
X ** = X 4 * =…= X ( 2n )* = .... 
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证用 x ， y … 等表示 X 中的元 . X * 中元用 f , g … 等表示，对于 X 中 
每个 a ;， 作 X * 上 F 为 F { f ) = f { x ) (对任何/ G X *)，这样作出的 F 记为 
F x . 这时风 e ^ K 是 X — X ** 的线性保范的映照 . X 是自反的是 

指 X ** = { F x \x e X }并记为 X ** = X ，而 S : X — X ** : a ; H 尺是 X 到 
X **的线性保范同构.由于 X 与 X **是线性保范同构的， X 上的有界线性泛函 
全体 X * 与 X **上的线性有界泛函全体，即 X ***也是线性保范同构的， X * 中 
/与 X ***中0对应的方法是0三/。 S - 1 或/ = 0。 S ， 即每个0 e X ***都 
有 ^( F x ) = /( S - 1 ^)) = fix ) = F x { f ) (每个 x ** 中元有形式 F x ， 由0可作 
f = < j)oS eX \ ^( F ) = F ( f ) 对每个 F e X ** 成立，这说明 X * 到 X *** 的嵌入 
映照是满射，也就是 X * = X …或 X * 是自反的）从而( X *)*是自反的，( X **)* 
是自反的. 

(当 X 自反时，嵌入映照是线性保范同构，但 X 与 X **有线性保范同构映 
照并不说明 X 是自反的） 

3.设 X 是赋范线性空间， M 是 X 的线性闭子空间. 证明： 如果 K } C M , 
且当 n — 00 时， a ;。 = ( 弱） lim x n , 那么 a;。G M . 

证用反证法，如果 a ; 0 《 M . 则 d ( x 0 , M ) > 0,从而有 f e X * 使得 /|m = 
OJ ( x 0 ) = 1 对这个 fj { x 0 ) = lj { x n ) = 0 (n = l ，2，...)，/( a ; n ) …/(工 0 )与 
x n —► a ； G ( 弱）矛盾！ 

5. 证明 Z 1 中任何弱收敛的点列必是强收敛的. 

证仅就实空间来证.设 Z 1 中点列 { x n } 弱收敛于耶，要证||〜 - 吻|| — 0. 
由〜 — 吻（弱) ， x n - xo ^0 (弱) . 因此只要证明弱收敛于0的点列必按范 
数收敛于 0. 设 a; n — 0 (弱)，但 || a ; n || …0于是有一个子列，不妨设就是 { x n } 
使 || 〜 || 彡 e 。 > 0. 可设 || a ; n || 彡1 (否则仍弱收敛于0,而范数都 

彡 1). 为方便计可设 || x n || = l(n = 1，2,3，。.).设〜= ( a ； m ， a ； i 3 )， …）由 

|| xi || = 1. 可取 fci 使 ^2 I > I 令队= sgn ( a^))(i = 1,2,... ,幻）（复空间时 

2=1 

取队= $(1*)/1 工 (1*)1 及队= 0当 A ) = 0时）由于 a; n — 0 (弱 ). zi 1 ) — 0， a ； i 2 )— 
0,…^ 0,可取 iVi ， 使 … , x $) 的模长之和 < ^.由 \\ x Nl \\ = 1. 

又有 A ： 2 (> 知）使二 |^| > 誉.令队= sgn ( a ; 识 )(i = + 1，… • ， h )， 又可 

i = ki~\~l 

取 N 2 > N u 使说 I < 1，从而又有 fc 3 ( > W 使£峻| >臺•对于 

2=1 i=k2~\~l 

< =& 2 + 1 ，& 2 + 2 ,… ， fe， 令队= sgna ^. 这样，可得工仏 ，工 Ar 2 ， a ； Ar 3 , …及{队}•每 
个队为 0或士1 (复空间时为0或模长为1的复数).由{队}可作 Z 1 上的线性有 
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界泛函 / ㈤ = ^2xiyi(x = Or (1 ),: r( 2 )，...）G Z 1 ) •但 /( a ； i ), f(x Nl ), f(x N2 ), f(x N3 ) 

i=l 

都使1/(心』 > 1 ( 在 fM 的和式中有一段的和 > ❸与〜 — 0 ( 弱） 矛盾. 

7•设是两个赋范线性空间， { A n }c ®(X ^ Y),Ae ®(X ^ Y). 

⑴ 证明： 如果人 ^ A 则圮上 f • 

( ii ) 如果 A 為问是否圮 l 肀？ 

( iii ) 如果人 4 A 是否对每个 y * G Y\A* n y* ^ A*y*7 

证 （ i ) 对 4 e Q 5( X ， y ) 时，肀按定义为 A*y* = z* e X% 其中 z*(x)= 
y*(Ax)(x G X ). 由于 A i —> A* 是保范的， >1^>1 即 || A n — A || — 0 时， 

IK - A * || — 0, 即圮 3 •故⑴成立. 

( ii ) 在 Z 2 中， >1 是卩 — Z 2 的如下算子： A ( xi , x 2 , xs ^ - ) = ( X 2， a ：3, …） • Z 2 
上线性有界泛函/相当于一个卩中元（2/1，2/2,2/3,…）./(4 = ^XiVijx = ( xi , 

i=l 

工 2 , •••）)#/ 是这样的泛函 P : g((x 1 ,x 2 r - ，〜,•••））= /( 工 2 ,工 3,...) = 2 / 1 工 2 + 
2/2工3 + …可见 4*(( yi ，2/2，...)） = (0, yi , y 2，...）， M n } 是强收敛于0的，但 
<袭 0. 

( iii ) 如果人 >1. 即对任何 ： c G X,A n x — Ar (按 F 中范数)，从而对 
任何 / G Y\f{A n x) ^ f(Ax ). 由于 f(A n x) = (AMx)J(Ax) = 4*/ ㈤ ，即 
(AMx) ^ 04*/)( x )( 对任何 feY^xeX). 

这说明对任何/ G Y\A^f ^ #/. 即 （ iii ) 中结论成立. 

9. 证明自反的 Banach 空间 X 是可析的充要条件是 X * 是可析的. 

证当 X * 可析时， X 是可析的.而在 X 自反时， X ** =X，X 是可析空间， 
X **是可析空间，从而 X * 是可析空间. 

13. Banach 空间 X 是自反的充要条件是 X * 是自反的. 

证 在本节题1中已证明，若 X 是自反时， X * 是自反的，下设若 X 是 
Banach 空间， X * 是自反空间，用 x ， y ， …等表示 X 中元，用/，&…表示义* 
中元素，用 F ， 丑，… 等表示 X **中元,对于 a ; e X ，风表示 X 到 X **的嵌入映 
照下， z 的像，即 a ; h 恩是 X 到 X **的嵌入映照，同样 X ***中元以 小水… 
表示， M f e X*J ^ cj ) f 表示 X * 到 X ***的嵌人映照，由假设 / ㈠ 0/是 X * 
到 X ***的线性保范同构，即 X *** = {0/1/ G X *}.下证 X 是自反的，用反证 
法，这时 { F x \x e X } ^ X **，由于 a ; H 风是 X 到 X **的线性保范映照，故 
{ F x \x G X }是 X **的闭子空间，由此存在0 G X ***使得 ( t >( F x ) = 0 (对任何 
x G X ), ^ 0 (BP 0不是恒等于0的泛 函). 由假设，有/ G X * 使0 = 0广 




部分习题答案 


• 473 - 


于是，对任何 xex ,0 = ( t > f ( F x ) = F x ( f ) = f ( x ). 即 / 是 X * 中零元素，'从而 
( t>f = 0 . 与 0/0矛盾 • 

习题 5.4 

1. 证明定理 5.4.7 的系： 

( i ) 设 X 是 Banach 空间，那么 X * 中弱 + 有界集必是强有界集,特别地， X * 
中弱 + 致密集必是强有界集. 

( ii ) 赋范线性空间 X 上任何弱有界集必是强有界集. 

证 （ i ) F C X * 是弱*有界集，即对任何 XGX , { f ( x )\ feF } 是有界集，由 
X 是 Banach 空间及共鸣定理，即知 sup ||/|| < oo . 

feF 

当 F 是弱 + 致密集时，对任何 F 中 {/ n } 有子列弱 + 收敛，即对任何 X e 
X ,{ f n ( x )} 中有收敛子数列，从而 { f n ( x )} 有界. 

( ii ) X 0 CX 是弱有界集，即对/ G X \{ f ( x)\x e X a } 是有 界集. 而每个 x 
可嵌入到 X ** 为 心 也就是 { F x { f)\x e Xo } 对任何 f ex* 是有界集.由 X * 
是完备的 ， sup || F X || < oo 即 sup || a ;|| < oo . 

xEXo xEXo 

3. 举例说明共鸣定理中空间完备性的假设不可除去. 

解举例如下 ：X = {( xi , x 2 , a ；3,---) l 数列 M 中只有有限个不等于 0}. 

OO 

11^11 = [ \x n \ X = ( xi , x 2 , … ）e X.fn 表示 X 上泛函， 

n=l 

fn (( xi , x 2 , x 3 , ...))= nx n (( xi , x 2 , • •.) G X ) (n = 1，2,3,…） • 

这一列泛函都是线性有界泛函，对每个 xGX , f n ( x ) — 0 (n — oo 时)但 ||/ n || = n . 

5.设 X 是线性空间， P 是 X 上投影算子（即 P 是线性算子且 P 2 = P ) 证 
明⑴ I—P 也是投影算子 •（ ii ) 记 Z/p = { y\Py = y，y & x }, L/_p = { z \( i - P)z = 
Z,ze X }, 那么 X = Lp + L /_ p . 

反之，设 X = y + Z , 作算子 / v : 当 a ; = y + z 时规定 = y ， 证明 iV 是 
X 上投影算子，并且 y = { y \ P Y y = y , yeX }. 

证若 P 是投影算子，即尸 2 =凡贝1】 ( I - P ) 2 = I -2 P + P 2 = I-PjJf 
以 J - P 也是投影 算子. 由定义， L P = {ye X\Py - y }, 表示 P 的“不动点 
全体，由于 P 2 = RL P 也就是 PpO 即 P 的值域. L P n^/-P = {0}. (交集中元 
x^x = ( I - P)x = { I - P)Px = 0.) 且每个 xeX,x = Px + { I - P ) x , 由此 

X = L P + L / - p - 

反之，若 y , z 是 x 的两个线性子空间，且 x = y + z , 即 x 中元 x 可唯一地 
表示成 y + 的形式，这时 = {0}. 当 z = y + 之 (y e e Z ) 
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时，令 iVx = y . 而当 yer 时 ， y = y + 0 是 y 表示成 V ", Z 中元之和的唯一形 
式，即 = y ( 当 yer 时)，由此 

PyX = Py(Pyx) = PyX (x G X). BP Py = -Py • 

可见 iV 是投影算子，而 iv 的值域即为 n = {ye X\P Y y = y}. 

7. 试举一例： X 是 Banach 空间， F 是 X 的闭线性子空间， Z 是 X 的线性 
子空间，并且 X = y + Z , 但 Z 不是闭线性子空间（利用无限维线性赋范空间中 
存在定义在全空间上的（无界）线性泛函，作出所要求的例子). 

举例 如下： 任取一个无限维的 Banach 空间 X . 其中取一列线性无关的元 
{〜}. 使 || x n || = 1 .作 f 为 f(x n ) = n.(n = 1，2,3, … • ） 在 {x n } 张成的线性子空 
间上把/延拓成线性泛函.（它必定是无界泛函）利用 Zorn 引理可把/延拓成 
X 上的线性泛函 R 令 Z G X \ F ( x ) = 0} 再取一个不在 Z 中的元（例如 
Xi ) 它张成的一维子空间记为 K 这时 YC\Z = {0}. 且 X = r { F ( x ) = c 
时, a ; = ca；i + (x — cx\),x — cx \ G Z)Z 不是闭子空间. 

9. X , y , Z 都是 Banach 空间， 0( a ;， y ) 是 X x F Z 上的映照如果固定每个 
x ,( f > ix ， y ) 是 r Z 的线性映照，固定每个 y l ( t >( x , y ) 是 X — Z 的线性映照，称 
( t >{ x , y ) 是双线性映照 • 证叽 如果对每个 / G Z \ z *{( j ){ x r )) e Y \ z *(<!>{•, y )) e 
x \ 那么必定存在常数 M , 使得 ||0( x ， y )|| ^ M .|| x ||.|| y ||. 

证固定 : r G H (t>(x,y) 是 F Z 的线性算子，记为 T x .即 T x y = 
Hx.y). 对每个 / e Z\z*{T x y) = z*(ct>(x,y)) 中元，即它是 F 上线性有界 
泛函.因此，对任何 yeY,\\y\\ ^ 1, \z*(T x y)\ 是有界数集 （sup |之*(7^)|就 

yeYMi^i 

是这个泛函的范数.而这个泛函是与 x 有关，也与/有关的).因而由共鸣定理， 
对每个 xGX , {T x y\yeY\\\y\\ < 1} 是 Z 中有界集，而由 sup || T x y || < oo . 

即知几是 y Z 的线性有界 算子. 同理当固定 y e y 时 ， I h ( KaZZ ) 是 
X Z 的线性有界算子，如把它记为心，即= ^ y ) (记为4就是固 
定 y G y 时来看）而对任何 yeY , sup U ( x , y )\\ < oo. 特别对每个 y G 

xGX ,|| x||^l 

Y, \\y\\ ^ 1. sup \\(f)(x,y)\\ < oo. 再由共鸣定理 {|| T x ||| a ; G X, ||x|| ^ 1} 有界 • 

xex ,\\ x\\^i 

所以 ||0( x , y)K sup || T x | MN |.|| y ||. 

xGX || x||^l 



